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APPLICATION DE L’ARITHMETIRLE

A LA CONSTRUCTION DE L’ARMURE

DES SATINS REGULIERS

Le Bulletin de la Société industrielle d’Amiens (janvier 1867),
contient sur le pointé de l'amure des stins réguliers, un travall
remarguable et entierement origina de M. Edouard GAND, professeur de
tissage. Je me propase de traiter la méme question au point de vue le plus
abstrait et de donner des démonstrations simples et toujours rigoureuses
des régles a suivre pour la construction de tous les satins réguliers
possibles. Je renvoie du reste le lecteur au mémoire cité pou y voir l'utilité
et I'application de cesrecherches.

Le point de départ de M. Gand est celui-ci :

« Dans toute amure fondamentale: — Toile, Batavia, Sergé, Satin
régulier, — le rapport longitudinal contient autant de duites que le rappart
transversal exige de fils de caine, c'est-a-dire que, dans tout papier
quadrillé destiné a une armure fondamentale donnée, il y aura toujours
autant de cases sur la hauteur de lamise en carte que de caes aur lalargeur
de cette mise en carte. »

Deés lors, le probléme généra de la nstruction de I'armure du satin
régulier revient & placer dans les cases d'un édiquier caré de p” cases, p
pions tels que deux dentre aix ne se trouvent pas dans la méme rangée
horizontale ou verticale, et de telle sorte que, par rapport a un quelconque
de ces pions (en suppacsant I'échiquier indéfiniment répété dans tous les
sens), les autres pions, soient toujours placés de la méme fagon. L'asped
général du dessn est alors le méme partout.

Jappelle modue du satin le nombre p, et je mnsidére le ca oule modue
est un nanbre premier absolu et le cas ou le modue est un nambre
composé™

! Cette division est plus naturelle que la division en satins pairs et satins
impairs
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Dans cequi va suivre je m appuera sur ce principe bien connu,et di
aEuclide: Si un nanbre donré divise le produit de deux autres nombres et
se trouve premier avec!’un d’ eux il divise nécessairement I’ autre.

§l.— SATINSA MODULE PREMIER.

PROPRIETE DE LA PROGRESSON ARITHMETIQUE. — Soit a un nambre
plus petit que p; considérons la progression :

a 22, & ..., (p—-1a pa

les restes de la division de chaaun de ses termes par p sont tous différents.
Si en eff et deux termes ma et na divisés par p donraient le méme reste, leur
différence (m-n)a serait divisible par p ; dorc p, premier avec a, diviserait
le nombre m-n qu est plus petit que lui ; cequi est inadmissble.

PROPRIETE DES NOMBRES ASSOCIES. — Un seul des termes de la
progression divisé par p donne pou reste l'unité; soit ad ceterme; on dt
guelesnombresa et a' sont associés slivant le modue p. On voit, du reste,
gue pour ce module un rombre n'a quun seul associé.

Un nambre a ne peut étre égal & son associé que s p divise a™— 1 qui
est le produit des facteurs a—1 et a + | ; donc p doit diviser I'un e @es
facteurs et par suitea=1 ou a= p—4.

DEFINITION DU SATIN [1,a]. — Plagons un pion dans la case
appartenant ala lonre 1 et alaligne a*; puis un autre dans la colonne 2
et laligne 2a, et ainsi de suite, en supprimant chaque fois les multiples de
p: nows placons ains p pions jouissant de la propriété éoncée. Nous
désignerons le satin dbtenu par [1,a], de modue p, ou gus smplement
satin a, et nous appell erons base le nombre a.

Si, par exemple, onsuppose a=4, p= 13, on dotient lafigurel.

Lorsqguea=1oua= p-1, lespions * trouvent rangés en diagonale,
et lafigure forméereprésente I'armure de lataile.

! Nous désigrerons plus pédalement la rangée verticale par le mot colonne
et larangéehorizontale par le mot ligne.
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Le procédé que nous employons nous donre donc p — 3 satins; nous
verrons tout-a-1'heure gu'il s ne sont pas tous distincts et quil n'en existe pas
dautres.

DEFINITION DU SATIN [ n,m]. — Au lieu de placer les pions a l'aide
d'une seule progression arithmétique, on aurait pu considérer les deux
progressions :

n2n3x0n . .. .pn
m2m3m, . . .. pm

On pacerait le premier pion dans la case de colonne n et de ligne m,
le second dans la @ase de wlonne 2n et de ligne 2m, et aing de suite, en
supprimant, les multiples de p. Soit N’ le nombre associé de n: le terme de
la seconde progression correspondant an terme nn' ou 1 de la premiére est
mn'; le terme de la seconde wrrespondant au terme 2nn ou 2 c la
premiére est 2mn’, et ans de suite. Donc le systéme des deux
progressions ci-desaus peut se remplacer par le systéme des deux
suivantes:

1, 2, 3, o
mn', 2mn’, 3mn’, . . . . pmn’

d'ou on ckduit évidemment réalité :
Satin [n, m]= Satin [1, mn'].

Il suffit donc de wnsidérer les satins procédant par colonnes
consécutives.
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DES SATINS COMPLEMENTAIRES. — Deux satins a et b de modue p
sont dits complémentaires lorsqu’il existeentrea et b larelationa+ b= p.
Il est facile de voir que ces deux satins ne donrent point de dessins
différents. En effet, pour obtenir le premier, onplaceles pions en procédant
par colonnes conséautives dans les cases dont le rang s éléve constamment
de a; pour obtenir le second, dans les cases dont le rang s éléeve de p — a,
Cc'est adire dont le rang s abaisse mnstamment de a ; les deux satins ne
different donc que par des directions opposées alaverticale.

Fig. 2.
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Satin ascié. Satin associé complémentaire.

DES SATINS ASSOCIES. — Deux satins a et @' de modue p sont dits
asciés, lorsgue les nombres a et @' sont associés suivant le modue p.
Nousavonsvu quel'ona:

Sdin[1, a]= Sdin[a’, ad].

et par suite. puisque aa' divisé par p. dome pour reste 1 :
Sdin[1, a]= Sdin[a’, 1].

Pour construire le satin [a', 1], on procéderait comme pour le satin
[1, @], en considérant les lignes comme des colonnes et les colonres
commedeslignes; lesatin [1, a']est donc symétrique du satin [&', 1], C'est-
adire dusatin [1, a], par rappat aladiagonae dlant delacase[1,1] ala

case[p, p]-
Lafigure 2 montre cmment une cae marquéese déduit de lavoisine.
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THEOREME. — Les stins complémentaires de deux satins associés sont
eux-mémes asCiés.

En effet. s le produit aa' divisé par p donre pour reste 1. le produit
(p—a)(p—a') divisépar p donrera aissi pour reste 1

Nous avons dorc ansi éudié toutes les directions par lesquelles une
case marquée se déduit de sa voisine par colonne ou par lignes
consécutives; nous powons dorc dfirmer que s deux satins de méme
modue ne sont ni asociés ni complémentaires, ils Nt négessairement
distincts.

Ains pou lemodue 13:

les stins 2et 11 sont complémentaires, car: 2+11=13

7 et 6 — — 7+ 6=13
2¢et 7 — associés 2 X 7=13+1
llee 6 — — 6 x 1E5x13+1

DU SATIN CARRE.

Aprés avoir ains comparé deux satins entre aix, NOWs pOWons vVoir s
un satin a de modue p peut étre alui-méme son asci€, oul'asocié de son
complémentaire. Mais nous avons vu qu’un nambre ne peut ére éal a son
ascié suivant un modue premier; il reste aéudier Sil peut étre I'associé
de son complémentaire. La cndition nécessaire et suffisante est que
a(p - a) divisé par p donre pou reste 1; ou dus simplement, que a'+ 1 soit
un multiple de p. Avant de chercher quelles nt les valeurs de agu pour
un nambre premier domé p rendent a° + 1 divisible par p, considérons la
forme du dessin produit.

D'une cae marquée quelconqe, on purra déduire les voisines a
I'aide du procédé complémentaire et du procédé associé.

Fig. 3.. Fig. 4..
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Ainsi, dans le @s du satin [2, 3], on congtruit la figure 3. Une ase
marquéequelcongue et au centre d'un carré et quatre autres ont disposées
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symétriquement autour de la premiéere. On formera dnsi la figure 4. Entre
quatre cases marquEEs Voisines on peut inscrire un carré, et ces quatre cases
sont disposées de la méme fagon par rapport aux sommets du carré; les
centres de ces cases nt elles mémes les smmets d' un autre carre.

En raison e ces diverses propriétés, le satin dbtenu est dit Sain carré.
V oyons maintenant quelles sont, pour un modue donné p, les valeurs de a
gui donnent des satins carrés.

Pour arriver trés-simplement au but que nous nous propacsons, NOWs NoUS
appuerons sur un théoréme des plus cdebres en arithmétique, et qui porte
le nom de Théoréme de Fermat. En voici I'énoncé: Si p est un nambre
premier absolu, et a un nombre premier avecp, a”* — 1 est divisible par p.

En effet, lesnombres a, 24, 3 a, ..., (p- 1) a, divisés par p, donnent
tous des restes diff érents by, by, bs, ... b1 :

i a=Multipledep+ by

et en multi pliant toutes les égalités obtenues ainsi en faisant varier i del a
p-1,ona:
1.2.3..(p—-1) a”" =Mutipledep+1.2 .3 ....(p—1)

Et puisgue p est premier, on asimplement :
aP '=Multipledep+1.

C'est prédsément cequil fallait démontrer.

THEOREME. — Les diviseurs impairs de a® + 1 divisés par 4 donrent
nécessairement pour reste 1.
S on suppasait en effet, p =4g + 3, ou g est un rombre atier, on
aurait par hypothése :
a’=—1+ Multipledep.

Elevons les deux membres de aette égalité ala puissance 5 =2q+1

a” = (- )* + Multiplede p.

ou kien aP'=—1+ Multipledep.
Mais, dapréslethéoréeme de Fermat :
aP!'=1+ Multipledep.
On aurait dorc en retranchant
2 = Multiple de p.
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cequi est imposshle, Donc pou que & + 1 puse étre divisible par p, le
reste deladivisonde p par 4 ddt érel et non 3.
De plus, il ne peur y avoir qu une seule valeur de a comprise entre 0

et - qui rende a” + 1 divisible, par p ; car s onavait :

a’ +1= Multiplede p.
a ?—1= Multiple dep.

onen conclurait, par différence

a+ a = Multipledep.
cequi est impossible,
D'ou on akduit seulement deux valeurs a et p — a comprises entre O et
p qui rendent a® + 1 divisible par p.
Donc pour qu un satin de modue donré p puisse ére carré, il faut que
p - 1 soit divisible par 4 ; et dans ce ca on nobktient qu'un seul satin carré
et son complémentaire. Exemples: a=2, p=5; a=8, p=13.

NOMBRE DE SATINS DISTINCTS DE MODULE DONNE.

1° S nous avons, p=4q+ 3, nous comptons p— 3 = 4 g satins en
supprimant lescasa=1eta= p—1 qu donrent I'armure de la toile mais
ces stins s groupent tous 4 par 4 et d’' une seule maniére; nous avons donc
g satins distincts.

Fig. 6.
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Satin carré 8 de mod. 13

2° Sinows avonsp =4 g+ 1, nais comptons 4 g — 2 satins, parmi
lesquels 4 q — 4 se groupent tous 4 par 4 : ce qui nous donre q — 1 satins;;
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les deux satins qui restent sont complémentaires et nécessairement carés;
nous avons donc encore g satins distincts.

REGLE GENERALE — On prend tous les nombres inférieurs a la
moitié du modue donné suppasé premier, et onles groupe deux a deux de
sorte que le le produit des deux nombres d’ un groupe augmenté on dminué
de 1 soit divisible par p ; dans le 1%, cas les nombres sont associés, dans le
seand cas asciés au complément ; et on ne conserve que le plus petit
nombre des deux groupes; s un des nombres employés reste seul, il
donneraun satin carré.

Les stins obtenus nt tous distincts, et il n'y aen pasd'autres.

EXEMPLES. — Ains lemodde5=1.4+1 dome 1 satin et un seul, le
satin de 2 et ce satin est carré ; —lemodue 7 = 1.4+ 3 donre un seul satin,
le satin de 2, et il nest pas caré; — le modde 13 = 3.4 + 1 donne
seulement 3 satins distincts dort un carré: ceux de 2, de 3 et de 5. Soit
enfin le modue 29, nous prenorsles treize nombres :

2,3,4,56,7,8,9 10, 11, 12,13, 14
et nous les groupons commeil suit :
2 ‘3 ‘4 ‘5 ‘8 ‘9 12
14 |10 |7 |6 |11 |13

Nous avons dornc pour le modue 29 les satins ordinaires 2, 3, 4, 5, 3.

9, et lesatin carré 12.

§Il.-—SATINSA MODULE QUELCONQUE.

Il suffit d'examiner les théorémes exposés précédemment, et de voir
ce quils deviennent dans le cas dun modue quelconque k.

La propriété de la progression arithmétique subsiste en prenant pour a
un nambre inférieur a k et premier aveclui ; on voit auss que si a est un
nombre premier aveck, il en sera de méme de son complémentaire p - a et
de sonassociéa'.

Par suite, les définitions et les propriétés du satin a, du satin [m, n],
des stins complémentaires ou asciés, du satin carré, sont conservees
dans le s d'un modue quelconque, pourvu gue I’on renne pour a, m, n
des nombres premiers aveck.

Nous avons cependant a signaler une exception importante qui nous
condura a la mnnaissance d'un noweau satin. Lorsque le modue est
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premier, un nanbre ne peut étre éal a son aswcie: mais S le modue k
n'est, plus premier, il —peut se faite quun un rombre soit égal a son
ascié, et alors a® — 1 est divisible par k; ainsi, par exemple, 5° — 1 est
divisible par 8 et par 12.

Dans ce c&, le satin est son popre acié, de sorte que d'une cae
marquéequelconaue, on peu, déduire les voisines al'aide du procédé direct
et du procédé associé. La combinaison de ces deux procédés donre des
cases marquées ymétriques deux a deux par rapport aux diagonales d'une
case marquée quelconque. Nous appellerons satin symétrique le satin qui
jouit de ces propriétés (Fig. 7).

Fig. 7
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Il nows reste donc & éudier quelles sont les valeurs de a qui rendent
a’—1et a® + ldivisibles par k ; les premiéres nous donreront les stins
symétriques et les dernieres les stins carrés. Nous remarquerons d'abord
gue ces valeurs de a sont distinctes dans les deux cas; car S une méme
valeur de arendait a® — 1 et a” + 1 divisibles par k, il en serait de méme, de
leur différence 2, et nous suppasons k égal ou supérieur a5, sans cela nous
ne powons avoir de satin ; donc un satin symétrique n'est jamais un satin
carré.

Dans I'étude qui va suivre nous distinguerons trois cas.

PREMIER CAS. — Le modue et une puissance dun nanmbre premier
impair : k= p”

Alorsil n'y a pas de satin symétrique puisque p" divisant & — 1, doit
diviser I'un e sesdeux facteursa— 1 oua+ 1, qu ne peuvent avoir d'autre
diviseur commun que leur différence 2; donca=1oua= p"—1; cequi
nous donne seulement I'armure de latoile.

D'autre part, il n'y a de satin carré que s p et un multiple de 4
augmenté de I'unité, aind que nous |'avons déa prowé, et s cdte
condtions est remplie, il N'y aqu'un satin carré et son complémentaire.
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En effet, si a® — 1 et b*+ 1 sont divisibles par p™, il en serade méme de leur
différence a® — b®; donc p™ dait diviser I'un cesfacteursa—boua+ b, qui
n'ont d autre diviseur commun qLe leur somme 2a, hambre premier ap:
dorc onanécessairementa+ b=p“oua-b=0.

De la vaeur de la base du satin carré de modue p", on déduira
aisément la valeur x de la base du satin carré de modue p™ a |’ aide des
considérations suivantes. On a:

Par hypothese: a+1=1.p" oul est connu
Posons:: X=a+y. prt
Nous aurons: ¥+1=(2ay+1)pi+y?p™

Donc pour que X° + 1 soit divisible par p™ + 1, il faut et il suffit que
2ay+1 soit divisible par p; il sera dors facile de déterminer y au moyen
de la propriété fondamentale de la progression arithmétique. Et alors x est
déterminé.

DEUXIEME CAS. —Le modue est une puissancede 2 : k= 2"
Nous supposerons Tt égal ou supérieur a 3, car il n'existe pas de satin
demodde 2 ni de module 4.
Fig. 8.
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Satin symétrique 7 de module 16

Alorsil n'y a pas de satin carré, puisque a nombre impair étant égal a
4n+ 1,soncaré16n’+8n+1estunmultiplede8+1; dorca’+ 1 ne
saurait ére un multiple de 8.
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D’autre part, il n'y a que deux satins symétriques correspondant aux
valeurs complémentaires 2™ — 1 et 2! + 1. En effet 2™ dait diviser a® — |,
c'est adire le produit des deux facteursa + 1 et a— 1 dort le plus grand
commun dviseur est leur différence 2; donc I'un de ces facteurs est
divisible par 2™; on a donc néaessirement, puisque a est plus petit que
2™ a+1oua—1éga a2™ clest cequiil fallait démontrer.

Ainsi, soit le modue 16; nous aurons les stins symétriques
complémentaires 7 et 9 et nous N’ en aurons pas d'autres. (voir Fig. 8)

TROISIEME CAS. — Le module et quelconque. Soit P=ABC .
cemodule, A, B, C, ... éant des nombres premiers entre aux.

Nous résoudrons d'abord la question suivante. Trouver une valeur de X
telle qu'ell e satisfasse aux éguations:

x=Multiplede A+ Ay
X= — B+ By (1)
X= — C+ Co

Pour cela, nous déterminerons facilement. a l'aide de la proposition
fondamentale de la progresson arithmétique, des nombres r, s, t,
...satisfaisant aux condition :

EI’ =Mult.de A+1
A

gs =Mult.de B+ 1

On aura dors smplement :
X = r%AD + sg B, + O0OUO+ Mult.deP.

Il N'existe, dureste, qu une seule valeur de x comprise entre o et P qui
satisfasse aux équations donrées; car la diff érence de deux valeurs de x
doit étre divisible par P, puisquelleI'est par A, B, C, . . . dapréslaforme
des éguations domées.

Désignors par X I'une des expressions x> — 1 ou X* + 1. Pour que le
satin x de modue P soit symétrique oucarré, il faut que X soit divisible par
P et par suite séparément par A, B, C, . . . .Ceanousfournirales
condtions d'existence de pareils stins. Nous voyons aors quil n'y aura
pas de satin carré de modue P si un des nombres A, B, C,
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divisé par 4 donre pour reste 0 ou 3.Suppasons quil n'en soit pas ainsi et

désignors par Ao, Bo, Co .. . . des nombres qui rendent X
respectivement divisiblespar A, B, C, . . .Cesnombres ont les bases
de satins carrés ou symétriques de module A, B, C, . . . .enyagoutant
lesvaleurs 1etA—1,1etB-1, . . . .&hsle msouXdésignex*—1.

Si nous déterminors x al’aide des équations ( 1), naus obtiendrons pour X
une des valeurs cherchées. Il est du reste facile de voir que nous les
obtenons toutes par ce procédé. Le nombre de ces valeurs sra d'ailleurs
égal au nambre des g/stemes de valeurs de Ay, By, Co,

NOMBRE DES SATINS CARRES DE MODULE P. — Si P est impair et
contient u fadeurs premiers différents, tous multiples de 4 + 1, le nombre
des valeurs de Aq est 2, ainsi que clui des valeurs de By, ... ; donc nous
obtenons 2" valeurs de x complémentaires deux & deux et par suite 2'™*
satins carrés distincts.

Ainsi pour le modue 5*.13°.17, oua, B, y, sont quelconques, il y a 4
satins carrés.

Si lemodue et 2 P, P étant le mene que précédemment, il n'y a que
lavaleur A; = 1 correspondant au modde A=2; il y adornc encore Ao =1
satins carrés distances.

Silemodue et 4 P, il n'y aplus de satins carrés.

NOMBRE DES SATINS SYMETRIQUES DE MODULE P. — S P est impair
et contient p facteurs premiers différents, nous avons deux valeurs de Ao :
let A— 1 et ains des autres; donc 2" valeurs de x complémentaires en
comptant les valeurs 1 et P — 1 ; il n'y a dorc que 2" — 1 satins
symeétriques différents.

Il en est de méme si le module est le double d'unimpair. Si le module
est le quadruple d'un impair, nows obtenors 2! — 1 satins symériques
différents.

S enfin le modue et divisble par S. il y a 4 vaeurs de A
correspondant A A = 8 et par suite 2*** — 1 satins gymétriques différents.

REGLE GENERALE. — On prend tous les nombres inférieurs a la moitié
du modue d premiers avec lui; on les groupe deux a deux de telle sorte
gue leur produit divisé par le modue donre pour reste 1 ou— 1 ; on
conserve le plus petit nombre de chague groupe qui devient la base d'un
satin du modue donre ; les nombres qui ne peuvent se grouper ains
donnent nécessairement des satins symétriques ou oes satins carrés.
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Pour éviter les recherches, nows donrons ici les résultats, obtenus par
notre méthode pour les stins dont le modue et inférieur a50.

Tableau dela construction des Satins.

BASE DE
MODULES.
SATIN ORDINAIRE SATIN CARRE SATIN SYMETRIQUE

5 — — —
: - _ _
; - _ _
5 — 2 -
. - = _
7 2 - -
8 “ — 3
9 2 - -
10 — 3

11 2.3 - -
12 — - 5
13 2.3 5

14 3 — —
15 2 - 4
16 3 — 7
17 2.3.5 4 -
18 5 -
19 2.3.4.7 — —
20 3 - 9
21 2.4 - 8
22 3.5 - -
23 2.3.4.5.7 — -
o - — 5.7.11
25 2.3.4.9 7 -
26 3.7 5 -
27 2.4.5.8 — -
28 3.5 - 13
29 2.3.4.5.8.9 12 =
30 7 - 11
31 2.3.4.5.7.11.12 - -
32 3.5.7 - 15
33 2.4.5.7 - 10
34 3.5.9 13 -
35 2.3.4.8.11 - 6
36 5.11 - 17
37 2.3.4.5.7.8.10. 13 6 -
38 3.5.7.9 — —
39 2.4.5.7.16 - 14
0 37 — 9.11.19
41 2.3.4.5.6.1112.13.16 9 -
42 5.11 - 13
43 2.3.4.5.6.8.9.10.12. 15 — -
44 3.5.7.13 - 21
45 3.5.7.8.14 - 19
46 3.5.7.11.17 - -
47 2.3.4.5.6.7.9.10.11. 13, 15 — —
48 11 — 7.17.23
49 2.3.4.5.6.9.13 17. 18 20 - —
50 3.9.13.19 7 -
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Remarque. — Il serait facile de voir que le principe de la méthode des
satins carrés de M. GAND se déduit des principes exposés ci-deswus. Cela
résulte d'un théoréme d arithmétique dnsi concu: Tout diviseur d'une
somme de deux carrés est une somme de deux carrés.

Si pestlemodue, et s onap = a”+ b? aet b étant premiersavecp le
satin [a, b] est un satin carré. Cette loi, qui n'est pas démontrée dans le
mémoire cité, donne la conséguence suivante :

On a, lesformules:

(@ +b) (@%+b'?) = (ab —ba)’+ (aa +bb')?
@ +b?) (@*+b?) =(ab’ +ba)*+ (aa —bb)?

On déduira des deux satins carrés[a,b] demoduep =&’ + b’ et [a,b']
de modue p' = @? +b'? les satins carrés [ab — ba, aa’ + bb] et
[ab +ba’, aa —bb’] demoduepp'.

Soit, par exemple, P=37=1°+6°
p=41=4+5

On déduit pp =1517=19 + 34

Ou hien 1517= 16* + 2%

Nous avons donc les deux satins carrés [19, 34] et [26, 29 de modue
1517.
S p=p onasimplement:

p2:(2ab)2+(a2_b2)2

et du satin carré de modue p, ondéduit le satin carré [2ab, a° — b?] de
modue p*

Amiens. — Imprimerie T Jeunet.



