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SUR

L'ANALYSE INDETERMIN

ET L'ARITHMETIQUE DE DIOPHANTE.

a =
A

L’ Arithmétique de Diophante d’ Alexandrie, que
I'on doit considérer comme I'un des plus beaux
monuments du ¢génie des Grecs, est le plus ancien
traité de cdcul qui nous it parvenu. L'époque de
la vie de cé illustre mathématicien est fort incer-
taine, malgré les recherches patientes de ses nom-
breux commentateurs. Bombelli, I'un d'eux, af-
firme, sans quon sache sur quel fondement il
S appuie, que Diophante florissait vers I'année 160
de I'éere chrétienne ; Bachet, qui le confondait avec
un astrologue du méme nom, établit qu'il était
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contemporain de Néron; dautre part, suivant
Aboulfarage, savant arabe dté par Montucla,
I"historien des mathématiques, il aurait vécu sous
I’empereur Julien vers 365; c'est la date aloptée
par Gérard Meerman qui, dans la préface de son
Spedmen calculi fluxionalis est entré dans quelque
détail s sur Diophante. Quoi qu'il en soit, Jean, pa-
triarche de Jérusalem, est le premier qui I'ait cité
dans s biographie de Jean Damascéne. Tout ce
gu'on sait d'ailleurs, est résumé dans on épitaphe,
qui n'est peut ére quun jeu desprit, rédigé sous
forme de probléme et conservé dans I’ Anthdogie
grecque.

Cet ouvrage fameux, qui sera longtemps encore
un sujet de recherches et de méditations pour les s
vants, fut commenté d’abord par la céébre Hypatie,
ure des gloires de I’émle d'Alexandrie. L' histoire
la représente, allant couverte du manteau de phil o-
sophe, insouciante de sa beauté, se mélant famili &
rement aux hommes les plus distingués et
S entretenant avec eix sans que le moindre soupgon
I'effleurét, tant elle portait de dignité dans s
conduite € de gravité dans ses discours. Elle avait
eu pour éleve Synésius de Cyréne, évéque de Pto-
Iémais; mais elle eut le sort commun des grandes
intelligences, et excita I’envie. Victime de la pas-
sion populaire, son corps fut mis en piéces et ses
membres pal pitants indignement trainés par les rues
delavill e, puis ramasss et brllés en un lieu appelé
Cinaron. Ses éaits, parmi lesquels on remarquait
ses Commentaires aur I’arithmétique de Diophante
et sur le traité des Coniques d’ Apadllonius de Perga,
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et son Canonou Table astronomique qui ont été dé-
truits dans |1’ incendie de la bibli otheque.

L' arithmétique de Diophante éait primitivement
diviste @ treize livres; mais malheureusement cet
ouvrage ne nous est parvenu que tres incompléte-
ment, et le texte grec des $x premiers livres sule-
ment, fort altéré @ souvent incompréhensible, ne fut
connu en Europe que vers le mmmencement du
XV¢ siéde, a I’époque ou Lucas Padolo, dit del
Burgo, rasemblait et expliquait d'apres les Arabes,
les principes de la science de I'agébre, dans le
premier traité qui ait été imprimé sur cette matiére
(Sunma de Arithmetica et Geometria. — Venise
1494). Bombelli et Paza avaient bien commencé, il
est vrai, une traduction latine sur les manuscrits
conservés dans la bibliotheque du Vatican, et aper-
gus pour la premiére fois par I'astronome Regio-
montanus, lorsqu'il vint en Italie en 1460; maisils
n'en achevérent que les cing premiers livres et ne
les publi érent paint.

Cest sur le texte grec d'un manuscrit trouvé
dans la bibliotheque de I’ université de Wittemberg
gue Guillaume Holtzmann (en grec, Xylander) pu-
blia le premier une traduction latine des $x pre-
miers livres de I’ arithmétique de Diophante, avecle
commentaire de Planude, surnommé Maximus, sa-
vant moine grecqui vivait & Constantinople dans la
premiére moitié du quatorziéme siede; renommé
pour ses connaissances étendues et variées, Planude
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avait &é envoyé en 1327 comme ambassadeur a
Venise par I’empereur Andronie |1,

Gaspard Badhet, sieur de Mézriag géométre d
litt érateur distingué, perfedionna le texte de Xylan-
der, et le fit suivre d'un commentaire prolixe, mais
trés-lumineux que les progres de I'agébre rendent
aujourd hui inutile, et d'un traité sur les doubles
égalités. Né aBourg-en-Brese (1581-1638), il fut,
alasuite d'un voyage en Italie avecle grammairien
Vaugelas, propcsé @mme précepteur de Louis
XIII ; mais comme il n'était pas ambitieux, il quitta
prédpitamment la cagitae, tout effrayé e disant
gu'il n'avait jamais été si en peine, s'imaginant déja
porter sur ses épaules le lourd fardeau du royaume.
De retour dans = ville natale, il se maria @ son
choix fut heureux a cequ'il parait, car il avoue lui-
méme que ¢ était la meill eure chose qu'il et jamais
faite. C'est au milieu du cdme de cdte vie inté-
rieure, qu'il déaouvrit la résolution de I'équation
indéterminée du premier degré en nombres entiers,
la théorie plus curieuse gqu'utile des carrés magi-
ques, et publia deux éditions successives de son Re-
cueil de problémes plaisants et déledables qui se
font par les nombres (Lyon 1613 et 1624) et son

! DIOPHANTI ALEXANDRINI rerum arithmeticarum libri sex quo-
rum primi duo adjeda habent scholia Maximi (ut conjectura est)
Planudis, item liber de numeris polygonis su multangulis, opus
incomparabile, verae arithmeticee logisticae perfectionem conti-
nens. paucis adhuc visum, a Guillelmo Xylandro Augustano, in-
credibile labor latine redditum et commentariis explanatum, in-
que lucem editum (Béle. — 1575.)
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commentaire sur Diophante (Paris 1621). Dans
I'intéressante préfacede cedernier ouvrage, Bachet
raconte que le cardina Duperron lui dit avoir pos-
sedé un manuscrit complet des treize livres de Dio-
phante qui lui fut emprunté par Gosslin; mais la
mort prématuréede cesavant, emporté par une ma-
ladie pestilentielle, fit perdre le texte prédeux qu'il
se proposait d' étudier et de cmmmenter.

En 1634 Simon Stevin, de Bruges, publia une
traduction francaise des quatre premiers livres de
Diophante, qu’' Albert Girard ainséréedans |’ édition
de ses cauvres complétes en y gjoutant la traduction
des deux derniers livres. Mais parmi tous ces s-
vants qui ont commenté I’ Arithmétique, on dait pla-
ce au premier rang, I'immortel Fermat.

Pierre de Fermat, conseiller au parlement de
Toulouse, naquit a Beaumont-de-Limagne en 1608
et mourut en 1665 C'est dans les intervalles de re-
pos que lui laissaient ses devoirs de magistrat, qu'il
se livrait en quise de délassement a la culture des
lettres et surtout des mathématiques. Rival heureux
de Descartes, objet constant de I’admiration de Pas-
cd qui le nommait le premier homme du monde, il
fut le préaurseur de Leibnitz & de Newton,
Iinventeur du cdcul différentiel, découverte uni-
versellement réputée la plus grande des temps mo-
dernes, de la théorie des nombres et du cdcul des
probabilit és. Il a éhoncé sur I’ analyse indéterminée
des théorémes qui ont défié pendant longtemps les
efforts des plus grands géometres et dont quelques-
uns ne sont encore qu’imparfaitement démontrés.
Dans cette branche de I'arithmétique, Fermat s est
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frayé une voie nouvelle ou il a &é bien difficile de
le suivre, parce qu'il a presgue toujours caché la
méthode qui le guidait dans ses recherches, et qu'il
n'a pas publié I’ ouvrage sur la théorie des nombres
gu'il avait projeté. Il ne nous reste d aill eurs des re-
cherches de Fermat sur la théorie des nombres que
les notes qu'il avait éaites de sa main sur les mar-
ges d'un exemplaire du commentaire de Badhet et
les fragments de sa crrespondance qui ont été pu-
bliés par son fils Samuel Fermat, avec les dévelop-
pements de I’ Inventum novum du P. Billy™.

A la suite de I'invention du calcul différentiel et
de ses applicaions au systéme du monde, ces tra-
vaux furent également délais$s; mais, plus tard,
Euler et Lagrange s'y sont appli qués avec beaucoup
de succes, et ont domé la résolution de |I’équation
indéterminée du second degré € la démonstration
d'un cetain nombre de théoréemes énoncés par
Fermat ; mais malgré les efforts de ses deux illus-
tres analystes, malgré les recherches de Legendre,
Gauss, Cauchy, Lejeune-Dirichlet, etc., on n'est
point encore parvenu a la résolution des éguations
indéterminées d'un degré supérieur au seand,
méme dans les cas les plus smples.

Lagrange avait eu l'intention de publier une
nowelle dlition de I'arithmétique du géomeétre
d’Alexandrie dans laguelle il se propaosait surtout

' DIOPHANTI ALEXANDRINI arithmeticorum Libri sex, et de nu-
meris multangulis Liber unus, cum comnentariis C. G. BACHET!,
V. C., et observationibus D. P. DE FERMAT, senatoris Tolosani.
Tolosa 1670.
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d’ édaircir les courtes remarques de Fermat et de
restituer la plus grande partie des beaux théoremes
qui y sont répandus ; mais cet ouvrage n’a point é&é
terminé d I’ analyse manuscrite des quatre premiers
livres ®ulement est conservée ala bibliothéque de
I’ Institut.

Le but que je me suis proposé en publiant la
premiére partie de ces recherches est de faire voir
gue la méthode employée par Fermat pour la dé-
monstration de la plupart de ses théorémes numéri-
ques, peut s appliquer dans un grand nombre de ca&
alarésolution des équations de degré supérieur. J ai
€té dns amené arésoudre complétement un gand
nombre d'équations trindmes du troiséme & du
guatrieme degré, et a éoncer et démontrer des
théorémes nouveaux sur cette partie de |’ analyse.



CHAPITRE I¥.

Dela résolution des Equations indéter minées
du troisieme & du quatriéme degré.

Diophante, dans les six livres de son Arithméti-
que que le temps a respedés, propose & résout un
certain nombre de problémes qui conduisent, soit a
ala résolution d’ équations déterminées, soit auss a
la résolution d’ équations indéterminées. Mais, dans
ce dernier ces, Diophante n'a point envisagé la
guestion au pdnt de vue général, et n'adomé ordi-
nairement que la solution en moindres nombres de
I’ équation proposée

Les commentateurs de Diophante ont généralisé
quelques-uns de ses problémes et donné de nou-
veaux développements qui permettent souvent de
déduire d’'une premiére solution une série indéfinie
de solutions nouwvelles ; mais ces méthodes ne sont
point générales et ne sauraient donner toutes les -
lutions posshles; souvent méme dles ne donnent
pas les lutions les plus smples qui se présentent
d'aill eurs d'ell es-mémes.

Pour démontrer I'imposshilité de cetaines
équations biquadratiques, Fermat s'est servi d une
méthode qui consiste a exprimer les indéterminées
des équations proposées en fonction entieres
d’indéterminées plus petites qui doivent elles-méme
satisfaire a des équations de méme forme que les
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équations proposées, et comme on peut raisonner de
méme sur cette seconde solution, et que daill eurs il
y aure limite a ladéaoissance des nombres entiers,
on en conclut avec cetitude I'impossibilité de
I’ existence d’ une premiére solution.

C'est ains que Fermat a démontré que la diffé-
rence de deux nombres bicarrés ne peut jamais étre
un caré; ce théoreme, I'un des plus beaux de
I’arithmétique, a été éoncé dans une observation
gjoutée a1 20° des problémes placé par Badhet ala
suite de la 26° propostion du livre VI de Dio-
phante’. Pourtant ce théoréme a @& énoncé anté-

*Voici le passage de Fermat auquel nous faisons alusion:
«Areatrianguli rectanguli in numeris non potest ess quatratus;
. . S area trianguli esst quatratus darentur duo quadrato-
quadrati quorum differentia esset quatratus: Unde sequitur dari
duo quadrata quorum et summa et differentia esst quadratus.
Datur itague numerus compositus ex quadrato et duplo quadréti
agualis quadrato, ea cnditione ut quadrati cum componentes fa-
ciant quadratum. Sed si numerus quadratus componitur ex qua-
drato et duplo alterius quadrati, gjus latus smiliter componitur ex
quadrato et duplo quadrati, ut facillime possumus demonstrare.
Unde concludetur latus illud esse summam laterum circa rectum
trianguli rectanguli et unum ex quadratis illud componentibus ef-
ficere basem et duplum quadratum agguari perpendiculo.
I1lud itaque triangulum rectangulum conticietur a duobus quadra-
tis quorum summa et differentia erunt quadrati. At isti duo qua-
drati minores probabuntur primis quadratis suppositis quorum
tam summa quam diff erentia faciunt quadratum. Ergo si dentur
duo quadrata quorum summa et differentia fadunt quadratum,
dabitur in integris ssamma duorum quadratorum ejusdem naturae
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rieurement, mais démontré incomplétement, par Fi-
bonacd (Léonard de Pise) dans ©n Traité des nom-
bres carrés; ce traité qu on avait longtemps cru
perdu a &é retrouvé @ publié par M. le prince Bal-
thaza Boncompagni. (Voir Journal de M. Liouwvill g,
t. XX, p. 567.)

Cette méthode remarquable de démonstration
gue Fermat considérait comme |’ une de ses déau-
vertes les plus importantes et les plus difficiles’, est
ure des plus fécondes de la théorie des nombres.
Euler’ I'a mnsidérablement développée ¢ I'a gpli-
guée ala démonstration de I’impossbilit € d’ un cer-
tain nombre d’ équations indéterminées du 3° et du
4° degré; Legendre, Lejeune-Dirichlet, M. Lebes-
gue € quelques autres® & un gand nombre
d’ équations indéterminées du 3° et du 5° degré.

priore minor. Eodem ratiocino debitur et minor ista inventa per
viam prioris et semper in infinitum minores invenientur numeri
in integris idem prasstantes : quod impossbile est, quia dato ru-
mero quovis integro non possum dari infiniti in integris illo mi-
nores ». Edit. cit. de Dioph. p. 339.

! « Hujus theorematis a nobis inventi demonstrationem quam et
ips tandem non sine operosa et |aboriosa meditatione deteximus,
subjungemus. Hoc nempe demonstandi genus miros in arithmeti-
cis suppeditabit progresaus ». (Loc. cit.)

2 EULER. — Eléments d’ Algébre. — Seconde partie, chap. X111.

3 LEGENDRE. — Théorie des Nombres,

LEJEUNE-DIRICHLET. — Mémoire sur |"imposshil ité de quelques
équations du 5° degré. — Journal de Crelle, t. 111, p. 354.
LEBESGUE. — Théorémes nouveaux sur |’ équation indéterminée
X+ y° = az. — Journal deM. Liowville, t. VIII, p. 49.
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Le but que je me suis propcsé dans cetravail est
de faire voir que la méhode de Fermat peut
sappliquer non seulement a la démonstration de
I'impossbilité de cetaines équations indéterminées,
mais peut auss servir & la résolution de ces équa-
tions, lorsque céles-ci sont posshles. Jai pu arriver
ainsi a résoudre un grand nombre d’ équations cubi-
gues et biquadratiques qui avaient éé mnsidérées
par Fermat, Euler et Lagrange, mais dont la solution
générale restait ignorée

Lagrange adonnré le premier la solution ¢géné-
rale des éguations

X =2yt =+ 2,
et del’équation
X} + 8yt =27,
qui s'y raméne immédiatement ; M. Lebesgue en a
donné aussi la théorie. J exposerai plusloin une so-
lution plus smple de ces équations”.

! (BUVRES DE LAGRANGE pulliées par les soinsde M. J. A. Ser-
ret. Sur quelques Problémes de I’ Analyse de Diophante, t. 1V, p.
377.

LEBESGUE. — Résolution des égquations biquadratiques. —
Journal de M. Liouville, t. XVIII, p. 73.
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§1.DEL'EQUATION X*+y'=AZ

On est conduit & cette équation lorsque I'on
cherche a résoudre ceprobléme posé par Diophante
et non encore entierement résolu, de trouver deux
nombres entiers ou fradionnaires dont la somme ou
la différence soit égale ala somme ou la différence
de deux cubes domés.

Pour résoudre en nombres entiers |’ équation

X +y = (@ +b%) 2.
danslaguelle a et b sont donnés, il suffit de poser
E:a+cN, l:b+N,
z z
et de disposer de ¢ de maniére afaire disparditre

apres la substitution la premiére puissancede N. On
trouve ains unerelation de laforme

BN3+ CN?=0,

qui détermine N par une é&uation du premier de-
gré'. Fermat détermine dns x, y, z et fait servir
chaque détermination qui change les données a et b
alarederche de nouvell es solutions en nombre in-
défini. On obtient aI’aide de cdte méthode les for-

! E. BRASSINNE. — Préds des (Euvres mathématiques de
P. Fermat et de I’ Arithmétique de Diophante, p. 70.
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mules slivantes qui permettent de déduire d' une
premiére solution x, y, zde |’ équation

CHyY =AZ
la solution nouvelle
X=x@2y3+x%), Y=-y23+Vy), Z=23-V).

Si dans ces formules, qu on attribue habituelle-
ment & Euler, bien qu'elles soient fort antérieures,
on fait en particulier A =9, on trouve que I’ éguation

X+y3 =97
apour solutions
Xl = 21 yl = 11 Zl = 11
Xo= 20, y2 = - 17, 2= 7,

X3 =188479, y;=-36520, 2z3=9039,
puis

X4 =12 43617 78899 00948 36481,
ya= 4 87267 17171 43523 3650,
z,= 6 09623 83567 61372 97449,

etc. ; et en faisant encore A = 28, on trouve que
I’ équation

X +y'=287,
apour solutions
Xl = 3! yl = 11 Zl = 11
X = 87, Yo =— 55, Z,= 26,

X3=632 84705, y;=283 40511, z3=214 46828,

' J. PRESTET. — Nouveaux Eléments de Mathématiques. — Paris
1689. T. 1, p. 61. 2
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puis

Xy = 1892071 2047 0010 97176 90323 50335,
y4=—1501104 25682 05192 0367 065693 29391,
Z,= 494756 15518 27392 93262 16777 53432,

et ains de suite, et I’on voit que ces solutions crois-
sent trés rapidement et contiennent quatre fois plus
de dniffres que la solution précédente.

Il est fadle de généraliser la méthode précé-
dente, et de déduire d’'une premiére solution X, Yo,
en nombres rationnels de I’ équation

at+bx+cy+dxrexyHy?+oc+hxey+kxy+y? = 0.
une série indéfinie de solutions nouvelles. Posons
en effet

X=X+X, y=Y+Y,
nous obtiendrons en substituant ces valeurs dans
I’ équation précédente, une &ueation de laforme
BX+CY +DXHEXY +FY 24+GX 3+HX2Y +KXY +LY3 = 0.

dans laguelle les coefficients B, C, D,
sobtiennent aisément du premier membre de
I’équation proposée & l'aide de la formule de
Taylor. Pour déterminer rationnellement X et Y, on
égale a0 les termes du premier degré, cequi donne
les deux éguations

BX +CY =0,
DX2+EXY +...+LY%=0,

et en éiminant Y, on obtient en divisant par X2,
I’ équation
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[C*G-BC*H+B?CK-B3L]X+C*D-BC’*E+B*CF = 0.

d’ou I’ontire la valeur rationnelle de X et par suite
cdledeY.

On déduit de ce qui précéde, en rétablissant
I"homogénéité afin de remplace les Dlutions ra-
tionnelles par des lutions entiéres, que s X, Y, z
désignent en nombres entiers une solution de
I’ équation

Ax® + By? + CZ + 3Dxyz = 0.

on obtient une série indéfinie de nouvelles olutions
al’aide desformules

X =x (By*—CZ),

Y =y (C2-AX),

Z=z(AX -Byd).
Ainsi I’ éguation

X3+ 2y% + 37 = 6xyz,

qui donne pour solution immédiate

XO:]-r y0=11 ZO::L

donne ensuite les lutions

X1 =1, y1=-2, 7 =1,

X, = 19, Yo = 4, 2, =-17,

Xg= 282473  y3=—-86392, 2z3=-114427,

Cauchy a domé auss d'autres formules pour

trouver de nouvelles lutions, de ce équations,
distinctes des précélentes’.

* CAUCHY. — Sur la résolution de quelques équations indéter-
minées en narbres entiers. — Exercices de Mathématiques, t. 1,
p. 258.
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En désignant en effet par x, y, z et X, V', Z,
deux solutions de I'équation précélente, on a en-
core

X=Byy (xy -yX) + CzZ (xz —2X) + D(X’y' 2 X' %y2),
Y=CzZ (yZ-2y') + AxXX (yX —xy') + D(Y’Z X -y ?2X),
Z=AxX (2¢ 52 + Byy (zy'~yZ) + D(ZXY -2 *xy),

et ans les lutions (X, Yo, Z), (X2, Yoo Z) de
I’exemple doment encore

X =143 Y =118 Z=71
Euler et Legendre' ont démontré que I’ équation
X+y=AZ
est impossible, lorsque A est égal a1, 2, 3, 4, 5, 6,
ou 8, en ramenant par la décmposition en facteurs,
I’ équation proposée aune autre &juation semblable
a la premiére, mais comprenant des indéterminées
beaucoup moindres. Maissi A est égal a7 oua 9,
I'’équation est possble, et nous alons faire voir
gu'il est fadle de trouver par la méme méthode de
nouvelles solutions qui n'avaient point été domées
jusgu’ a présent.
Prenons en effet I’ équation
X +y=97
on entire en suppcsant z pair,
X+ y=3a%,
XC—xy+ Yy’ =30°,

! Legendre. — Théorie des Nombres, t Il p. 7 et suiv.
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et a et b sont premiers entre aux, et b non divisible
ni par 2, ni par 3, ca la seconde éuation peur
séaire
DY oY -
020 06 0
on dait donc poser
b=f2+3g%
b®=F + 3G,
etl'ona
G=3g(f*-g’),
F=f(f?-9g?),
donc enidentifiant et en faisant a = 6a’,
g(f’-gd) =49.a°2
Nous avons ici deux cas & considérer suivant
gue g est ou riest pas divisible par 3; d'aill eurs
f2 - g2estimpair avec f 2 +3g?, donc g est pair.
PREMIER CAS. — Si on suppacse d’abord g divi-
siblepar 3, ona
g=49p° f+g=¢° f-g=r°
et par suite
q’-r*=9(2p)?,
et ains |’équation propcsée se raméne aune &ua-
tion de méme forme et dans laquelle le second
membre est encore pair, et d une solution x, y, 2z de
I’ équation
X +y*=9(22)°,
on obtient une série indéfinie de solutions nouvelles
(X,Y, 2Z) al’ade des formules
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X +Y =-3(6xy2)°,
(A) Y X=Y=(C=y) (¢ +2y) (¢ +y),
2Z = —6xyz (¢ + Xy +yP°).
DEUXIEME CAS. — Si On suppose, au contraire,
g non divisible par 3, et f + g divisible par 3, cequi
ne nuit pas a la généralité en admettant que g peut
étre négatif, on a
g=4p’ f+g=9q’ f-g=r’
et par suite
r3 + ( - 2p)3 = 9q31
équation de la méme forme que la proposée mais
dont le second membre est impair. Cette &uation a
pour solution immédiater =1, p=—1,q=1, et on
en déduit pour premiére solution ce la proposée
dans laguelle I'inconnue du secnd membre est
double d’'unimpair
X1=919 y1=-271, 2Z,=6.73,
et de cdle-ci on déduit par les formules d’ Euler une
série indéfinie de solutions distinctes de céles qui
avaient été données jusqu’ a présent, puisque la mé-
thode de Fermat ne domait pour z que des valeurs
impaires. On trouve dnsi encore la solution nou-
velle
X =122 26939 8303,
y',= 96 12720 8Q197,
Z,=6 7 10 17 73 668953,

dans laguelle I'inconnue du secnd membre est
quadruple d’un impair, et ainsi de suite.
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Si donc x, 2y, z désignent une premiére solution

del’équation
X*+(2y)° =97,
on obtient une nouvelle solution de I’ équation
X3+Y3=9(22°
par les formules
X +Y =-3(6xy2)°,
(B) 4 X —Y =—[xX=(2y)°IX+ 2(2y)°l[ 26+ (2y)7],
27 =—6xyz [X° + X(2y)° +(2y),

formules entiérement analogues aux formules (A).
En appliquant les formules (B) a la seconde so-
lution

x=20, y=-17, z=171,
données par les formules d’Euler, on retrouve les
valeursX',, y', et Z , données plus haut.
S au contraire, on suppcse z impair dans
I’équation proposée on obtient en identifiant dans
lavaleur de 4b°, I’ équation

3g(f2-g?) +f(f?-9g%) =a’.

L’ étude de cete é&uation, et d’ autres analogues,
fera I'objet d'un nouveau travail, dans lequel j'ai
démontré que les formules (A) et (B) résolvent
complétement I’ éguation proposée

Il est d'ailleurs fadle d'appliquer les principes
qui précaent, & la recherche de nouvell es solutions
des équations cubiques de la forme mnsidérée; on
a ans dansle cade A =7, lasolution nouvelle
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X=73, y=-17, z=38,

et toutes cdles qu'on déduira par les formules
d Euler.

Fermat, qui avait particuliérement étudié cdte
équation, en a donné pour solution, en dehors des
solutions immédiates,

Xx=2, y=-1, z=1,

x=4, y=5  z=3
lasolution

x=1265 y=-1256, z=183

qui se déduit des précélentes. Mais il n'a point
donné la solution ci-dessus, beaucoup plus simple,
ce qui semble prouver qu'il n’était pas en poses
sion de la méthode générale’.

! BRASSNNE. — Préds des (Euvres mathématiques de P. Fer-
mat, p. 70.
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§1l. DEL'EQUATION ax*™+bx*+cx*+dx+e=y?

Fermat a indiqué le moyen de trouver des va-
leurs rationnelles de x et de y en nombre indéfini,
dans |’ un destrois cas énoncés ci-dessous.

1° Lorsque le coefficient a de la plus haute puis-
sancede I'inconrue x est égal aun caré parfait | %,

On pose dors

y =D +mx + n,
et on identifie les coefficients de x° et de X, ce qui
permet de déterminer linéarement m et n a I'aide
desformules
b 4%c -b?
= — , n=———
2l 8?3
et il reste dors une éuation du premier degré, qui
donne lavaleur de x par laformule
_e-n?
2mn-d ’
En prenant pour exemple I’ équation
81x* —36C + 18 + 4x + 1=V,

gue nous résoudrons plus loin d une maniére géné-
rale, on trouve dns
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et par suite
2’ 4
Lorsque I’on connait ainsi une premiére solution
Xo: Yo, ON pose
X=X+ X,
et on se trouve ramené au cas précéent, et ains
d'une premiére solution de I'équation, on peut en
déduire une série indéfinie, amoins que I’ on ait
e=n%, ou 2mn=d,
ce qui n'arrive habituellement que lorsqu’il est ab-
solument imposshble de résoudre I’ équation propo-
see aitrement que par la premiére solution.
On trowe dnsi, avec |I'exemple précélent, la
solution nouvelle
= 162 85580
466 99523

2° Lorsgue le terme tout connu e est égal & un
caré parfait, on raméne ce @s au cas précdlent, en
1
remplacait X par —.
X

3° Lorsque les termes extrémes ont en méme
temps des carés parfaits 12 et n>. On peut faire
usage des deux moyens indiqués ci-dessus, mais on
peut poser immédiatement
y =D +mx + n,
et I'identification dorme
b c-m?> 2nl
m=— et Xx=————
2l +2mn-d
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ou encore
d 2im-b
m=+_— et Xx=——5——.
2n c—-m-+2nl
Euler a fait I'application de ce procédé aun
grand nombre de problémes d'analyse indétermi-
née On voit d'ailleurs ains, que si X, v, z, désignent
une solution en nombres entiers de |’ équation
X+ ady? + by = 7,

on ohtient une série indéfinie de solutions nouvel-
les, &I’ aide des formules

X =x*—by*,

Y =2 xyz,

Z=7"—(a®-4b%) xy".

Malheureusement, cette méthode ne résout
gu’incomplétement |’ équation proposée Nous don-
nerons plus loin la solution générale d'un grand
nombre de ces égquations; mais nous nous borne-
rons ici a faire voir que ceate forme d équation
comprend |’ équation cubique mnsidéréedans le pa-
ragraphe précélent ; soit en effet I’ éguation
¥+ b,

on ohtient en posant

x=a+ 2N, y=b+N,
I’ équation

N?(1+ 2’ + 3N (a2 + b) + 3(a%z +b%) = 0,

et s ontirelavaleur de N, qui doit étre rationnelle,
ona
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N3 Ezz+b13V’
2 41

avec!’ équation de condition

—a’Z* — 4b*Z + 6abZ — 4a’z—b? = 3V3,
et on trouve dns pour a =1, b = 2, en partant de la
premiere valeur z=—-1, lanouvelle valeur z=-4

qui dome x:—1—77 et y:2—70, solution d§a trou-

vée
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8§11l . DESEQUATIONS X*-2v*=+7? ET Z+8w*=x?

Les méthodes de résolution indiquées précé-
demment pour les équations biquadratiques ne don-
nent point toutes les lutions des équations propo-
sees. Je vais montrer comment il est possble de ré-
soudre cmmplétement un grand nombre d’ éguations
biquadratiques qui rentrent dans la seconde forme
considérée par Fermat, en donnant d'abord une so-
lution plus simple des équations traitées par La
grange.

En prenant d'abord le signe supérieur, on déduit
del’équation

(1) X4—2v4=7°

puisque X et Z, suppcses premiers entre eux, sont
impairs

X%+ 27 =27
X2 z=(w)*
Y =22w;

on obtient, par I'addition des deux premiéres des
équations qui précedent
X2=7+8w

et I’'on voit que la résolution de cdte éuation est
intimement liée & cdle de I’éguation (1). On tire de
cette derniére
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X +Z =2
X Z=4
W = XY,
et par suite
=2yt =+ 7
En prenant le signe supérieur, on est ramené a
une éuation identique avec I'équation proposée;
au contraire, en prenant le signe inférieur, on a une
équation qui dome le solutionimmédiate

=1 Yo=1, =1
On déduit donc pour premiere solution de
I’équation (1), al’aide des formules

X =x'+ 2y,
Y = 2xyz,
Z2=7-8xY,

les valeurs suivantes
X1=3, Y1=2, Z;=7,
et ces mémes valeurs donnent ensuite al’aide des
formules précédentes
X,=113 Y,=84, Z,=7967,
puis
X3=2626 21633

Y3 =1512 45528,
Z3=60 9125 60651 82847,

et ains de suite; on a dns de chaque solution ce
I’ équation
2 xX-2'=-7
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une série indéfinie de solutions premiéres entre dles
de I'équation (1) dans chacune desquelles Y, est
égal au produit de 2" par unnombre impair.

I nous reste donc atrouver toutes les lutions
de I'équation (2). Pour cda désignant par u et v
deux nouvelles variables déterminées par les condi-
tions

X=U+ v,
Z=Uu-v,
nous tirons de I’ équation précédente
Y =u VA
Larésolution de I’ équation (2) renferme donc la
solution d'un probléme proposeé par Fermat comme
tres-difficile, dans une observation sur le petit traité
des doubles égalit és de Bachet, placé da suite dela
guestion xx1v du livre VI de Diophante. Ce pro-
bléme nsiste atrouver un triangle redangle dont
les cotés ont exprimés par des nombres entiers, de
telle sorte que I’ hypoténuse soit un carré parfait ain-
s que la somme des deux cotés de I’angle droit ; ce
probléme revient d'ailleurs a trouver deux nombres
u et v, dont la somme soit un carré d dont la somme
des carrés it unbicareé.
Mais puisque u+V et u*+v* sont des carrés, on a

u=(r’—2rs+ 28%)? — 4r%,
V= 4rs (r — 2rs + 259),
x=r?-2¢,

r et s désignant des nombres premiers entre eux et
assujettis & la mndition fournie par I’ équation
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V2= (rP=2rs + 28)% + 4r%.
Ontire d'aill eurs de cdte derniére éuation
rP-2rs+288=f2—¢?
rs = fg,
y=f>+¢"
En supposant d’ abord
r=f et s=g,
on obtient en portant les valeurs de r et s dans la
premiéere des équations précéentes, I'un des deux
résultats suivants :
g=0 ou 3g=2f.

Le premier de ces résultats fournit la solution
immeédiate Xy = Yo = z = 1; tandis que le second
donne

f=3, g=2,
et par suite
X =1, y1=13 2z =239.
Mais pour résoudre généralement le probleme, il
faut poser
r=mf et g=ms,
m désignant un rombre rationnel ; on en déduit par
élimination der et dey, I'équation
mA(f2+ &) —2mfs + 28 —f2 =0,

et puisgue lavaleur de mdoit étre rationnelle, on a

_ fsxVv

S f24g?]
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avec!’ équation de condition
f4-2¢5'=V?
ce qui est prédsément I'équation (1). On satisfait
donc d’'une maniére générale a I'équation (2), en
nombres rationnels, en pasant
x=r?-2¢,
z=(r’—4rs + 28)% - 8r%s’,
y=f%+n’s,
formules dans lesquelles les quantités auxiliaires r
et m sont déterminées par lesrelations
r=mf,
_ fszxV
f2+s2’

f, s et V é&ant trois indéterminées qui résolvent
I’ équation
f4-2¢'=V2
Pour résoudre I’ équation proposée (2) en nom-
bres entier, il faut d’abord réduire m & sa plus sim-
ple expresson, puis chasser les dénominateurs.
On déduit ains des valeurs X, Yi, Z; de
I’équation (1)
+
f=3, s=2, m:g,
13
et en prenant le signe supérieur dans lavaleur de m

X1 =1, yi= 13 Z1 = 239,
valeurs déjatrouvees ; et avecle signe inférieur
f1=1343, s,=1525, m; =27 50257;
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on déduira encore des vaeurs X, Y, Z, de
I’équation (1)

%=23 72159, y,=21 65017, 2,=156 (907 4559,
et
X = 9788425919, Yy ,=4 24224 329609,

et ains de suite. Chaqgue solution X, Y,, Z, de
I’équation (1) donnera deux solutions nouvelles x,,
Y Zn €t X', ¥y Z 1 del’équation (2), et chaaune de
cdles-ci fournira une série indéfinie de solutions de
I’équation (1). Ains on déduira encore des valeurs
X1, Y1, Z de I’ équation (2) les valeurs suivantes pour
I’équation (1)
X'1=57123 Y’';=6214, Z';=32625 8053,

et de cesderniéresontirera

X", =10650 3835 57156 21873

Y”l =2 X11Y1lz11,
et ains de suite; inversement on déduira des va-

leurs X'1, Y'1, Z'1, de I’équation (1) la solution
nouvelle de I’ équation (2)

X =5 70577 12360 3821,
y =7 65824 64376 7229,

On remarquera que la méthode de Fermat ne
donne pas toutes les lutions. Ainsi Euler a trouvé
al’aide de cate méthode les solutions

XoYor XY XY ..,
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del’équation (2), mais n’apoint donné les olutions

X1Y'1, XY, e
cependant ces derniéres ® déduisent toutes de la
premiere d'entre dles X'; y'; par la méthode de
Fermat.
Nous considérerons maintenant les éguations
X —2yt=+7,
obtenues en remplacant z par Z dans les équations
proposées. L’'équation est imposshle avec le signe
supérieur, puisque d'aprés un théoréme démontré
par Euler, la somme d'un bicaré & du double d'un
bicarré ne peut ére un caré parfait (Voir le chapitre
Xl de la secmnde patie de ses Eléments
d’ Algebre). En prenant le signe inférieur, I’ équation
X—2yt=—7
apour solution uriquex =y = z= 1. En effet, repre-
nons lavaleur de z trouvéeplus haut, nous aurons
Z = (r? - 4rs +25°)% - 8r%S,
et par suite
rP—4rs+28 =+ (r? +2s9),
rs=r's.
Posons encore, comme précélent
r=nmr et s=ms,;

nous obtenons avec le signe + une éuation qua-
dratique en m, et en exprimant que la valeur de m
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doit étre rationnell e, cette éuation donne la mndi-
tion

r*+4s%=V?

équation impassible amoins que I’ une des indéter-
minéesr ou s’ ne soit nulle, ce qui domez= 1. En
prenant le signe —, on arrive aix mémes conclu-
sions.

Il résulte de la que I’ équation

X—2yt=—1,

apour solution uriquex=1, y=1.

Fermat avait énoncé cerésultat sous la forme
suivante: Aucun nambre trianguaire, exceté
I’unité, ne peut étre éalé a une quatrieme puis-
sance

Si on avait, en effet,

n(n+1)
2

:n4

on en conclurait, puisgue les fadeursn et n + 1 sont
premiers entre eux, qu'ils ont égaux I'un a un hi-
caré ¢ |'autre au double d'un bicaré & par suite
on serait ramené al’ équation précélente.

Ce théoréme démonté par Euler et Legendre'
d’une autre maniére, a &€ pour nous le point de dé-
part d'un giand nombre de théorémes nouveaux, sur
lesquels nous reviendrons plus loin.

! LEGENDRE. — Théorie des nombres, T I1. p. 7.
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§1V. DESEQUATIONS 4v'—u*=3W? et 9v*—u*=8V?

Les équations du paragraphe précélent sont, je
crois, les sules équations biquadratiques dont on
ait donné jusqu' a présent une solution compléte ; je
vais faire voir comment il est possble de résoudre
d’une maniére analogue les éguations proposees et
un certain nombre de cdles qui suivront.

Ces deux équations s ramenent, I'une & |’ autre,
au systeme des deux équations

2V —u
@) {2v2+u 2=37
et I’on a, en méme temps
W=wz, e V=uw

Ce systeme ad'abord une solution immeédiate
dans laguelle les inconnues sont toutes égales a
I"unité prise positivement ou négativement. On tire
d'aill eurs de la premiére éjuation de cesysteme

v=a’+h?
u=a?—b?+ 2ab,
w=a’—b*—2ab,

et en portant ces valeurs dans le seconde &juation,
on obtient en faisant b = 3b’, I’ équation

(@®+90'%)? + 4ab (&% —9b')) = 7,
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ou en développant
a*+4a’’ +18a’h'? —36ab* + 81b'* = 7,

équation que nous avons traitée plus haut par la mé-
thode de Fermat, et qui donne d’abord

v=37, w=47,
u=23 z=33
puis
2 53642 20918 55129,
3 58647 03316 69969,
6406 72783 29889,
z=9.4597777.11.64 33883
et aing de suite. Pour résoudre complétement cette
équation, on pase
a’-2ab +3b%=c,
a’+6ab +27?=d,

\Y
u

on obtient
3c+d=4v, 3c-d=2w, cd=7,
et par suite
2v+w=3c, 2v-w=d;

d’ou on tire, puisque v et w sont sSUpposEs premiers
entre aux et sont positifs

c=z> e d=2z3
et ains
(a-b)?+ 202 =72
(a+ 3b)?+ 2(3b')? =27
La premiére de ces deux équations hous dome

a-b=+(?-25), b =2rs,
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et lasemnde
a+3b =+ (r?-2s?, 3b=2rs.

Il nous reste aidentifier les valeurs de a et de b’
tirées de chaaune de ces équations. En prenant le si-
gre + dans la valeur de a — b’ et le signe — dans
cdledea+3b’,ona

r2+2rs—28=25%2-2r's —r'?,

3rs=r's,

et en posant
r=3mr e s=ms,
on ohtient, en diminant r’ et s entre les éguations
précéentes une @uation quadratique en m qui
donne sous le radicd, puisque la valeur de m doit
érerationnelle
24r%s2 —or* —4s? = H?,
équation imposshble suivant le module 3. En pre-
nant au contraire le signe — dans lavaleur de a-b'
et le signe + dans cdle de a + 3b’, on obtient en-
core, en changeant les sgnesde set de s, les deux
équations précélentes.
Mais $ nous prenons en méme temps de signe +
ou le signe — dans les valeurs de a — b’ et de
a+3b', nous arrivons aux deux équations
r’+2rs—28 =r'?-2r's —2s2,

3rs=r's,
qui donnent comme d-dessus

_ —4drs'tK

or?+2s2"
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I'indéterminéeK satisfait al’ équation
(3r?+65%)?-325* = K2,
On déduit aisément de cete éuation
3r?+652+ K =2p",
3r’+6s% K=(20)%
S=pq,
p et q désignant deux nombres premiers entre aux,
et par voie d addition et de soustradion, il vient
p'+8q"=3r"+ 657
p'-8q*=+K;
la premiere des équations précélentes peut
d'alleurss' éaire
(p*+30)*—q" = 3%,
et donne, par la décomposition en fadeurs
pz _ 2q2 -+ gz,
p? —4q® = + 3h?,
r =gh.
En prenant les sgnes supérieurs, on olient
I’ équation
pz _ 4q2 = 3n?,
imposshle suivant le module 1; en prenant au
contraire les sgnesinférieurs, on obtient le systéme

2q2 _ gz — pz,

2q2 + gz - 3h2,
entiérement identique ai systéme propcsé, et par
conséquent ce systéme est complétement résolu.
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Ainsi, en résumé, d’'une premiére solution u, v,
w, zdu systéme
2V - =W,
2V + P = 37,
on ohtiendra deux nouvelles olutions que nous dé-
signerons par des lettres majuscules a I'aide des
formules
U =(r?+8rs—28°)? - 72r%s,
V = (r* + 2rs — 2§9)% + 36r°S,
W = (r2 — 4rs 2592 - 72r%S,
Z=(r*+28) (2r* + 95),
dans lesquelles
r = uz—2vVw? +9U0°7Z,
s=ww—4uwz + (W' — 8u”).

Et ains lasolution immédiateu=v=w=2z=1

donne lanouvelle solution
u=52487, v=40573 w=23183,
=139 2z =323

et ains de suite.

Nous appli querons encore cdte méthode au sys-
teme particulier que I’ on obtient en suppaosant, dans
le systéme (1), I'inconrue w égale aun caré. En
remplagant w par w2, on a dnsi

a’—6ab —9b'?=wA
car on re peut supposer le seaond membre égal a
-w?, I'équation étant alors impossble stivant le
module 3. On tire de cdte &ueation
a—3b =+ (e + 2P,
3b’ = 2¢f,
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et en identifiant les valeurs de a et b tirées des équa-
tion précédlentes, avec céles que nous avons ohte-
nues ci-dessus, nous avons, en prenant en méme
temps dans ces équations le signe +

& + 2ef + 2f° =17 + 2rs - 28,
ef = 3rs.
Posons encore
e=3mr, e s=mf,
nous arrivons al’ équation
mA(9r? + 2f%) —4rfm+ 2f2—r2 =0,

et en égalant a un caré |’expresson placéesous le
radicd danslavaleur de m qui doit étre rationnelle

or*—12r2—4f* = R?,

équation impossible suivant le module 3, excepté
pour r =0 cequi donneu=1.

Si nous prenons au contraire le signe — dans la
valeur de a—b’, nous obtenons

r?+2f2=28 + 4rs - &,
et par suite, comme d-desus
4f2 _126%% _or* = R?,

équation impassible suivant le modue 4, en excep-
tant lasolution f = 0 qui dome encoreu = 1.
Il résulte de cdte discussgon que les équations

N-ut=3w e 9F-w=8/

n’ont en dehors de la solution immédiate
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u=v=w=2z=1,
aucune aitre solution en nombres entiers. Il en est
de méme de presque toutes les équations biquadra-
tiques que j'ai étudiées, et ains encore en particu-
lier de!’équation
X =5yt =7
satisfaite pour les sulesvaleurs
Xx=3, y=2, z=1;
cerésultat est bien différent de cdui qu'on obtient
pour les équations cubiques a trois termes qui,
comme nous |I'avons vu, ont une série indéfinie de
solutions, dans les cas ou ell es sont passbles.
Cependant il nen est pas toyjours ainsi, et par
exemple |’ équation
ax*+ 13y =7,
ales deux solutions
x=1 y=1 z=2,
X =3, y=1 7Z=4;

mais nous reviendrons plus tard sur cette question.
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§ V. DESEQUATIONS V'-36u*=W? et Z*-w'=24V?

Ces équations conduisent toutes deux au sys-
téme

V-6 = W,
D Lvrer=2

et I'on aen méme temps
W=wz, e V=uvw

On tire de la semnde éuation, en suppocsant
z+v divisible par 3, cequi ne nuit pas ala généra-
lité de la solution, si on suppacse que v peut étre né-

gatif
u=2rs, ou u=2rs,
v=23r2-2¢, v=6r’—¢:

en portant ces valeurs qui résolvent la seconde des
équations du systéme dans la premiére, on obtient
entrer et sI’une des conditions suivantes

or* —36r% + 4s* = w?,
2 { 36r* —36r’F + st =wA

La seconde de aes équations peut se mettre sous
leforme

(6r*—35)*—8s' =w?,
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et nous dome
3 {6r2—3321 w=12a"
6r’— 3 + w=+ 4b",
s=ab;
si nous prenons d’'abord ensemble les signes infé-

rieurs dans les mnds membres des équations pré-
cédentes, nous obtenons

(a®—b% (@®>—2b%) = w—6r2,
et par suite
a’—b? =6f?,
a’—b’=-¢€,
d'oul’ontire

6f >
) {b2+6f2-a

systéme identique au systeme proposé. Ainsi d’une
solution quelconque u, v , w, z du systéme (1) on
déduit une série indéfinie de solutions nouvelles a
I'aide des formules

U = 2uwwz,
5 V = 6UW — V2,
Z = 6UW + V7,
W=7 -2/
Par exemple, on déduit de la solution immédiate
v=5 u=2, w=1, z=7,
la solution nouvelle
V =1201, U=140 W =1151, Z=1249,
et ains de suite
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En prenant, au contraire, les signes upérieurs
dans les équations (3), nous obtenons
a*+ 3a%® + 2b* = 6r?,
équation qu' on peut éaire sous la forme suivante
(@ +b?) (@ + 2b% = 6r°,

et qui donne
a?+b? = 2%,
a?+2b°=3f?
r=ef.

Mais on tire de la premiére des équations précéden-
tes

a=g’—h?+ 2gh,

b=g?—h*-2gh,

e=g*+h?
et en portant ces valeurs dans la secnde, et faisant
h = 3h’", on obtient

6) (o 93P —4gh (-3 =12

équation que nous avons complétement résolue
dans le paragraphe précélent, avec cdte différence
gue g et h' sont remplacés par a et — b'. On voit
donc que la résolution des équations proposées est
initialement liée a cke des équations du paragraphe
précéent ; mais on peut aussi, comme nous alons
le montrer, ramener la résolution de I’ équation (6) a
cdle du systeme proposé. Cette éuation peut, en
effet, s éaire souslaforme

(gz _ ZgH —on 2)2 + 3292h12 =f 2,
et donne



SUR L’ ANALY SE INDETERMINEE. 43
f+(g°—2gh' —9h?) =22
f (g®°—2gh —9h'?d) =+ 16n%
et par suite
g?—2gh' —9h'2 =+ (12—8n?,
gh' =In;

nous powons donc poser, m désignant un nombre
rationnel

l=mg et h =mn,
et en déduire les éguations quadratiques en m
g° — 2gmn — 9n’n? = + (m’g® — 8n?) ;
s nous exprimons que la valeur de m tirée de @es
équations est rationnelle, nous obtenons avec le si-
gneinférieur, I’ équation de condition
189°n* —g* —72n* = H?,
impossble suivant le module 3, et avecle signe su-
périeur, nous obtenons
_ gnxH
- 9 2410n2 "
avec!’ équation de condition
g* + 18g°n* + 72n* = H?,
gue nous pouvons éaire sous laforme
(gz + 9n2)2 —on*=H?
et qui nous donne
g+ 12n° = p?,
gZ + 6n2 - q2’
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et par suite, nous conduit au systéme
qz —BP = gz,
q2 + 6n2 - pz,
identique au systéme propcse.
Par conséquent, d’ une solution quelconque u, v,
w, Z du systéme (1), on déduira deux solutions nou-
vellesal’aide des formules

(B) U=2rs, V=6r’-¢, Z=6r’+¢,
danslesquelleson a
r = nfw? + 9mu? + mAw? + 8nu?,
s= ("W — 9nPu?)? — 36nPn?uw?,
m=uwzv,
n=w"+ 97,
et ainsg lasolution immédiate u=2, v=5 w=1,
z=7, donre en prenant dans la valeur de mle signe
supérieur

U=26 39802 V =7776485

Z=101 13607. W =43 19999.

Nous n'avons jusqu’a présent considéré que la
seconde des équations (2) ; nous alons chercher ce
gue peut donner la premiére de ces équations. On
peut la mettre sous laforme

(3r*—65)% = w + 325",
et on déduit, par la démmpasition en fadeurs
3’ -6+ w=+2a",

3r’-65 w==(2b)?

(B")

s=ab.
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et par suite, en prenant ensemble les signes supé-
rieurs ou inférieurs du second membre, une &ua-
tion impossible suivant le module 8 ; on n"a donc
aucune solution nouvelle pour le systéme propcse.
Les formules (A) et (B) résolvent donc compléte-
ment les équations proposées dans ce paragraphe.

Il résulte d'ailleurs surabondamment de ce qui
précéle le théoréme suivant :

Les équdions

X'-y'=247 e x'-36y'=7,

n’ ont aucune solution en nombres rationrels.
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§VI. DE L'EQUATION 3x*—y*=27

Puisque dans cette guation x et y sont impairs,
on peut poser

) { X=p°+2p-0),
y? = 3p? — 207
Ontire de lapremiéere éuation
X+p=2r
X—p = (297
p—q=2rs,
et, par suite
X =r?+ 24,
p=r2-2¢
q=r>—rs—2¢,
et ces valeurs, déduites du systéme (1) sont généra-
les, en laissant aux quantités p, g, r, et s des sgnes
indéterminés. En partant ces valeurs qui résolvent la
seonde é&uation de cesystéme, on obtient
r*+8r¥s— 12’ — 16rs° + 4s* = 2,

équation qui rentre dans la seconde forme étudiée
par Fermat. On peut donc se servir de la méthode
gu'il a domée pour trouver une série indéfinie de
solutions, mais on peut auss résoudre généralement



SUR L’ANALY SE INDETERMINEE. 47

cette guation de la maniére suivante. On peut, en
effet, I’ écrire sous laforme
(P + drs = 28)° - 24°S =y,

et par suite, en admettant les valeurs négatives de y
@ 2+ 4rs—25° +y =+ 40
r?+4rs—28 —y =+ 6\,
ou encore
3 { 2+ 4rs— 28 +y =+ 120%,
P+ 4rs—28 —y =+ 2\,
Le systéme (2) nous dome, en prenant les si-
gnes supérieurs
1%+ 4rs — 28" = 20% + 3V,
rs = uv.
et en posant encore
u=mr et s=mv,
nous obtenons par éimination de u et de s, I'égua-
tion
2nP(r? + V) —4rvm+ 3V —r* = 0,
d’ou on tire, puisque la valeur de m doit étre ration-
nelle
2r*—evt = V2
équation impossble suivant le module 3.
Le systeme (3) donne, en prenant encore les s-
gnes supérieurs
r? + 4rs — 28° = 6U° + V2,
rs=uv,



48 RECHERCHES

et par suite, comme précaemment
2n7(3r? + V?) —4rvm + V2 —r? = 0,
et
3rt v =207
équation identique avec la proposée Mais cete
équation a pour solution immédiate
r=v=U==+1,;
on en déduit ainsi
=3, wn=1 z=11,
comme seande solution que donne aussi la mé-
thode de Fermat. En général, de chague solution x,

Yy, z de la propasée on déduira deux nouvell es solu-
tions, &1’ aide des formules

X =32+ 2my?,
Y= 6mix’ — A,
Z = 12m%y° — (0 — 2mxy — 2mAy?)?,
et I'on a pour mla valeur suivante que I’ on réduira
dabord a sa plus smple epresson avant
d effeduer lescdculs
_ Xytz
A+y?
on déduit ains de la solution précéente, les deux
solutions
X = 19, Yo = 25, = 13,
X3 =449, y;=167, 2z3=246 12,
et ains de suite.
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Le systeme (2) donne maintenant, en prenant les
signesinférieurs
287 —4rs —r? = 2U° + 3V,
rs=uv,
d’ou I’on conclut comme d-dessus

_rvxU
Vz_rz’

avecl’équation de condition
3V —r=2U7

et d’'une solution x, y, z, de la propcsée on obtien-
dra encore deux nouvelles al’ aide des formules

X =y + 2mAé,

Y=2mAy? — 3%,
Z = 124y — (2 — 2mxy — 2mAé)?,

et I’on a, en méme temps
_ Xyxz

X2 - y?

mais ces formules reproduisent les mémes lutions
gue précédemment.
Le systéme (3) donne efin, en prenant les -
gnesinférieurs
28 —4rs—r’ = 6U° +

rs=uv,
et conduit al’équation impossble
Vi —3r? =202

Il est vrai que nous N’ avons point encore résolu
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complétement |’ équation propcsée; mais on tire de
lapremiére guation du systéme précélent
x=r?+2s,
q=r’+4rs-25,
p=2rs,
et en transportant ces valeurs dans la seconde &ua-
tion, on retrouve I'équation a laquelle conduit le
systéme (1). On ne trouvera donc pas d' autre solu-
tions que cdles qui ont été déjatrouvees.
Il est d'aill eurs fadle de voir par la méthode des
fadeurs que les équations

a4t =3yt =27,
X+ 3y =2,
X—12y* =27,

se rameénent encore al’ équation proposée
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§VII. DE L'EQUATION 2x*-3y*=-7

On ad'abord

— 2
m  LImramn

et par suite, on tire de la premiére éuation ce ce
systéme

m=r’-2¢’, m=2r2—
(A){m n=2rs, OU(A){m n= 2rs

et delaseoonde

a2 a2, o2
(B){iZn—3r' 2<, ou(B’){ +n (ir +s%,

m-—-n=r’s, m-n=2r's.

L’identification des valeurs de m et de n tirées
des systémes (A) et (B’) donne

rP-28=2rs+ (3r¢+s?,
rs=r's,
€t en posant encore
r=nmr, s=ms,
on obtient avecle signe + lavaleur
_ -rs'tU
3r2+2s2

avecl!’équation de condition
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3rt—254= U2

qui est préasément I’ équation propcsée et avec le
signe — on obtient une éjuation impossble suivant
le module 3.

Ainsi donc en désignant par X, Y, z, une premiéere
solution de I’ équation propcsée on obtient une série
indéfinie de solutions nouvelles a I’ aide des formu-
les

X = 3y%(xy + 2)° — 43y + 2F)?,
Y = VA (By* + 2X3)% + 2&(xy  2)%,
et aing la solution immédiate
Xo= 1! Yo= 11 LH= 11
donne
X =13, y; =33, 2z =1871,
puis

X, = 8843, y,=28577, 2z =14101 40689,
et aing de suite.

L'identification des valeurs de m et de n tirées
des systémes (A) et (B) donne

2r*-28)=2r's +(3r’+s?),
rs=r's,
et en posant
r=mr, s=ms,
on obtient avec le signe + une éuation du second
degré en m qui dome sous le radicd une équation
impaossble suivant le module 3, et avecle signe —,
lavaleur
_ —rs'tU
2(s?-3r?) "’
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avec!’ équation de condition
st—ert=U2

Avant de traiter cette éjuation, nous ferons re-
marquer que I’identificaion des valeurs de m et de
n tirées des systémes (A’) et (B) ou (A’) et (B’) ne
conduit point a des lutions nouvelles. Dalll eurs
le systeme (1) ne résout pas compléetement
I’ équation propcsée mais en considérant le systeme
analogue qui compléte la solution on ne trouve rien
de nouveau. Nous prévenons dés maintenant le lec-
teur, que, dans ce qui va suivre, nous avons uvent
omis avec intention les équations et les systemes
d’équations dont I"'impassibilité se manifeste immé-
diatement par la @mnsidération du module 3 ou du
module 8.

L’ équation
Xt -6yt =7,
donne par la décomposition en fadeurs
X z=3(2p)%
X +z=2q"
_ y=2pq,
et par suite
q4 +2 4p4 =2 :

mais cette guation danne elle-méme lieu aux deux
démomposition suivantes

{x e=6r {x ?=12%
X+ of = 4", X+ =28,

conduisant aux deux équations
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AFi-2s'=¢f, et 6ri+s'=—¢
La premiére et I'équation propcsée dans ce pa-
ragraphe, et la solution immédiate donne

Xl = 5, yl = 2, Zl = 23,
Xo = 721, Yo = 460, Z = 39841,

comme premiéres lutions de I’ équation
X-6y'=72
Et d'aill eurs les lutions de cete derniére ne don-
nent point, comme il est fadle de le faire voir, de
nouwvelles olutions de I’ équation propcsée
Nous avons ains résolu complétement dans ce
paragraphe les équations
-2y =2
X —6y*=27,
X+ 24y = 7.
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§VIIl . DESEQUATIONS X*+y*=37Z et 9x*-8y*=7

Puisque x et z sont impairs dans la premiéere des
équations propcsées, on doit poser

7= p2 + 2q2,
et on ales deux équations

x* = (p+20)° - 607,
@) { Y= (p+0)*-3¢";

de lapremiére éuation, ontire

x=3r>-2¢, x=6r>-¢’,
(A) {p—2q=3r2+232, ou (A) {p—Zq:6r2+sz,

g=2rs, g=2rs,
et laseconde
2y=3r'%-2s?, y=3r'*s?,
(B) < 2(p-0)=3r'*+2s?, ou (By) {p+q=3r’2+s’2,
g=r's. g=2r's.

L’identification des valeurs de p et de g déduites
de dhaaun des systémes précélents conduit, en sui-
vant la marche que nous avons déa enployée s
souvent, alarésolution de I’ équation

18%+ %= U?

qui se raméne de deux maniéres différentes a la
premiére des équations propcsees.
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On tire, en effet, par la décomposition en fac-
teurs,

{ Uis’2:i2.9u4,ou{ U+s?=2+9(2u)*,
U s?=%(2v)*, U s?=z2v*,

et en ne cnservant que les équations possibles sui-
vant le module 3, on ohtient les deux équations

(2) au*-8v'=s? ou 72'-v=-s2
Lapremiéere de ces équations donne
3U2 +s = 2X14,
20+ s =4yt
V= lelr

et par voie d addition

3u%=x" + 2y,
et on est ains ramené al’équation propcsee En
conséquence, d’'une solution x, y, z de I’ équation

X14 + 2y14 = 322 ’
on déduira deux solutions nouvelles X, Y, Z al’aide
desformules

X = 24m° 7 — (X = 2y*?,
Y = 12&°72 —nf(x* — 2y%)?,
Z = [12¢°Z + mP(x*-2y*)? — dmxyz(x* - 2y)]?
+ 32mYPA (K -2yh)?,
m étant donné par |’ équation
_ BxyzAx* -2y*) + (92" +8x*y*)
m=
(X4 _ 2y4)2 _ 24x2y222
et ainsi la solution immédiate x =y = z= 1, donne
aveclesigneinférieur danslavaleur dem
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x=23, y=14, z=321,
et avecle signe supérieur
x=2375, y=6227, z=31827137.

La seconde des équation (2) donne encore par la
méthode de déoomposition en fadeurs, en ne
conservant que les suppasitions paossibles suivant le
module 8,

Vs = 2%
V' s =36y,
u = XiYs,
et par suite
X'+ 18" =V,
et on se trouvera ramené ure fois encore a
I’ équation propcsée

Il est d’alll eurs fadle en examinant tous les cas
de voir qu'on a ans résolu complétement les égqua-
tion proposées et en méme temps, les deux équation

Xt +18y* = 7,
X -7 =2
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§1X. DE L'EQUATION 27x*—2y* =7

On arrive fadlement en posant
x=r+2¢,
et par I'identificaion al’ équation
r*—20r%s— 12r’ + 40rs® + 4s* = y?,
qui résout complétement la propcsée
Cette derniére éuation peut s' éaire
(r?—10rs — 1259 — 108r’s* = y*,

et donne
r? —10rs —25° + y = 54p?,
r’—10rs—28° +y =207,
pg = rs,
et par suite

r?—10rs —28° = 27p° + 7,
et en posant
r=mp e q=ms
on obtient I équation
m(p® — s%) — 10mps = 25° + 27p?,
d’oul’ontire
_5psxU

m l
pz_sz

avecl!’équation de condition
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27p*-2s'= 1,
cequi est prédsément I’ éguation proposée qui ad-
met pour solution immédiate
x=1 y=1 z=5
et on obtient ensuite al’ aide de cdle-ci
X3 =1041, y;=1859, 2z =27 H715,
et en général d'une premiére solution de I’ équation
proposée on déduira une série indéfinie de solu-
tions nouvelles al’ aide des formules
X = (5xy % 22)%2 + 20 + y?)>¢,
Y = 270¢ + YA + (5xy + 22)5¢,
Quand aux équations
X} —54y* = 7,
xX*+ 216/ =7,
on voit aisement qu elles % ramenent a |’ égquation
proposée par la méthode de la décomposition en
fadeurs.

REMARQUE. — La premiére valeur de m déduite
de la solution immédiate se présente sous une forme
illusoire ; car le dénominateur s annule ; on se sert
alors de I'équation en m qui se raméne au premier
degré @ donne

__29
10°
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§ X. DESEQUATIONS Ax*+ By*=+CZ

Si dans I’ équation propcsée on pose X = mz, et
s on résout ensuite par rapport a z, on obtient une
équation de condition en exprimant que la valeur de
z doit étre rationnelle, et on a d@nsi a résoudre une
nouvelle guation qui est la suivante, en prenant
dans cette &uation X, y, zcomme indéterminées

CX* —4ABy* = Z,
et cete eguation dome de méme successivement
x* + 4ABCY* = 7,
x*—ABCY* = Z;
il est d’'aprés cdafadle de daser les équations bi-
guadratiques de la forme proposée @& groupes dans
lesquels larésolution de I’une d'elles, donneralaré-
solution de toutes les équations du méme groupe.
En nous bornant ici aux équations biquadrati-
gques dans lesquelles les fadeurs A, B, C ne

contiennent que les facteurs 2 et 3, on obtiendra les
groupes suivants :

Premier groupe,
axt —y* = 32, Xt -y =247,

X+ 9yt =2Z, Xt +36y* = 7,
Xt —36y* =2, ox* —8y* =7

ces équations ont étérésolues aux 8 1V et V.
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Deuxiéme groupe,
At -yt =27, 4t -3y =27,
X+ 3yt =27, X -1y =27,
ces équations ont été résolues au § VI.

Troisiéme groupe,

-2yt =2
X+ 24y* = 7,
Xt -6yt =7,

ces éguations ont été résolues au 8 VII.
Quatrieme groupe,
X+2y'=37 o'-8y'=7
Xt +18y* = 7, X -T2y =7,

ces équations ont été résolues au § VIII .

Cinguéme groupe,

27 =2yt =7,
X} —54y* = 7,
xX*+ 216/ =7,

ces équations ont été résolues au § I1X.

61
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Les autres éguations ont impossbles; il en est
de méme de toutes les équations des formes consi-
dérées ici lorsqu on remplace z par Z, en exceptant
les olutions immédiates.

Nous ferons voir dans un prochain travail que
toutes ces équations peuvent se ramener a la résolu-
tion d'une seule quelconque d’entre dles, et nous
donnerons auss la résolution d’' équations biquadra-
tigues comprises dans des formes beaucoup plus
générales.
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§ XI. DE LA RESOLUTION DE QUELQUES
PROBLEMES

Nous appliquerons la méthode que nous avons
développée précédemment a la résolution ce quel-
gues problémes qui se rappatent a I’ arithmétique
de Diophante.

PROBLEME |. — Trouver en nombres untriangle
redande dort I'hypoténuse soit égale a un carré,
ains gque la sommne ou a la différence des cotés de
I’ange droit.

En désignant par x* — y?, 2xy et x* + Y les trois
cbtés du triangle, on ales équations

X+ =2,
X =y + 2xy = P,

en laissant a x et y un signe indéterminé. De la pre-

miére, ontire

x=r’—-&, y=2rs, z=r*+¢,

et en transportant ces valeurs dans la second équa-
tion, on obtient

r*+ st —6r’s + 4rs(r’ —= 9 = U\,
équation qu on peut éaire sous laforme
(rP+2rs—H?-8r’s? = U4,
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et qui nous donne
r’+2rs—s +u=2p’
r’+2rs—s u=A4g’,
et aing
r’+2rs—s =p’+ 27,
rs=pq
et en posant encore
p=nr, s=nmq,
on obtient pour mlavaleur
+
avecla oondition
r*—2q* = U?,
équation que nous avons résolue compléetement au

glll .
Ona dns lestriangles redangles

—-119, 120, 169.
22 /0953, —473304, 23 5625.
456 4860 27761, 106 16522 23520, 468 72986 10289
formés respedivement des nombres
5 et 12,

1517 et —156,
2150905 et 246792,

les deux premiers ont tels que la diff érence des co-
tés de I'angle droit est un carré parfait ; et le troi-
sieme tel que la somme des cotés est un caré par-
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fait. C'est la plus petite solution en nombres entiers,
ainsi que I'avait assuré Fermat dans une observation
sur le Traité des douHes égalit és de Badhet.

On peut arriver plus smplement a cerésultat en
remarquant que si I’on appelle x, y, Z les cotés du
triangle, on a

X+y=1,
X+y =7,
et par suite
27 —ut = (xy)?;
équation que nous avons résolue ; mais la méthode

précélente résout immédiatement ce send pro-
bléme de Fermat :

PROBLEME II. — Trouver en nambres entiers,
un triange redange avec cette wndtion qie le
carré de la sommne ou ¢k la dfférence des cotés de
I’ange droit, diminué du double du carré du dus
petit coté fasse un carré.

En appelant x, y, zles cbtés, on ade suite
X +y =7,
(x-y)* -2y =1,
équations identiques a cdles du probléme précs-

dent.
Ainsi letriangle redangle dort les cotés sont

1517, 156, 1525

formés des nombres 39 et 2 satisfait a la question.
Nous donnerons encore la solution compléte du
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probléme suivant, pour lequel Fermat n’a point in-
digué la méthode générale.

PROBLEME Il . — Trouwer untriange redangle
dort les cotés ient exprimés en nambres entiers,
et dont la surface soit égale & six fois celle d'un
carré, comme pou letriangeredande dort les cb-
tés ont 3, 4 et 5.1

Les cotés du triangle éant désignés par
r’—&, 2rs, r’+<,
on doit avoir
rs(r’ — %) = + 6U%,

d’ou I’on titre I'une ou I autre des deux hypotheses
suivantes

r=6u>, s=V’, r+s=2, r—s=w,
ou
r=30% s=V’, r+s=4Z r-—s=2w
de cdte derniére hypothése, on déduit |e systéme
27 —wW = U,
27 + W = 3%,
gue nous avons résolu compl étement, et la solution
immediate donre le triangle dont les cotés ont
3, 4, 5
tandis que la solution v = 47, u = 33 donre le trian-
gle

! Arithmétique de Diophante. — Liv. V. Prob. VII|. — Observa-
tion de Fermat.



SUR L’ANALY SE INDETERMINEE. 67

72 16803. 2896804. 7776485

De méme, la premiére hypothése mnduit au sys-
teme
V- BU% = WP,
V+ 6 =72,

gue hous avons auss résolu completement, et la so-
lutionu =2, v=>5donreletriange

49, 1200, 1201,

dont lasurface &t égale 6 (70)>.

Une discussion analogue a la précéente,
conduit d'ailleurs au théoréme suivant qui compléte
cdui de Fermat.

THEOREME. — L’aire d'un triange redande
dort les cotés ont des nombres entiers ne peut étre
égale a un carré, ni au double ou au triple d'un
carré.

La méthode que nous avons indiquées applique
encore al’ équation suivante
(1) X =& +y =2,
gu'on navait point encore résolue complétement, et
gu’on déduit de I’ énoncé du probléme suivant :

PROBLEME IV. — Trouwver trois carr és inégaux
tels que la somne de deux quelconques d entre aux

diminuéedu troisiéme, soit un carr é parfait.*

! LEGENDRE. — Théorie des Nombres. T. II, p. 126.
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Dans cette éuation nous pouwons toujours sup-
poser X impair ety pair, et nous en tirons

(¢~ 2pf -2 =3/,
et par suite
{ X2 —-2y?+z=+24"%,
x*-2y? z=#+2s",
ou bien encore
{ x> —2y*+z=%6r",
x> -2y? z=#8s",
et nous avons en méme temps y = 2rs. Si nous pre-
nons les sgres inférieurs dans le premier des sys-
temes précéents ou les sgnes supérieurs dans le
seaond, nous obtenons les équations
X =8r’d—12r* ¢,
X% = 3r* + 8% + 45",
impaossbles suivant le module 4 ; il nous reste donc
arésoudre en prenant les autres combinaisons de si-
gnes, les deux éguations
2 12r* + 8r’s? + ' = &,
©) 3t —8rid +4st = — x4
Pour résoudre I'équation (2), nous I'éairons
sous laforme
(S +4r3)2 -2 = ar?,
et par suite, nous aurons avecr = uv,
s? +4r? +x=2u4,
s?+ar? x=2v*,
et nous en déduisons I’ équation
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X2 = Ut — AV + VP
identique avec!’équation (1), et qui a pour solution
immédiate

Xo= 2! Yo= 11 LH= 11
d'oul’ontire
X =15 vy;=4, z =191,
et en généra, d'une premiere solution X, y, z de
I’équation proposée on obtient une érie indéfinie
de solutions nouvelles al’ aide des formules
(A) X=x-y" Y=2xz z=12¢-7,
gu’ on déduirait d’aill eurs de la méthode de Fermat.
Quand al’équation (3), nous pourrons |’ éaire

AS -2+ =14,

et poser, par lasuite,
x=UW-V, £-r’=u, rP=u’+V~

Nous en déduisonsle syteme

F=U+V+uy,
rP=u+V
mais nous tirons de la seconde
u=2pq, v=p’-d, r=p’+d,
et en portant dans la précélente
p*+2p°q + 2p°q" - 2pef + ' = °;
pour résoudre cete éguation, nous la mettrons us
laforme

§ = (p* + pg— )’ + 3p’f,
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et comme u et v sont premiers entre aux, et u pair,
NOUS POWONS SUPPOSer p pair et q impair, et poser

p®+pg-g°£s=£6g°,

p’+pg-g° s= 2n°,

q=2gh;

il est d'aill eurs évident que nous pouvons nous dis-
penser des sgnes inférieurs, et nous obtenons avec
les supérieurs,

pz—q2:392—29h—h2 ;
posons comme nous I’ avons fait jusqu’ici

p=2mg, h=mq,

nous obtenons pour que la valeur de m soit ration-
nelle

q4 + 8ngz + 1294 — UZ,
équation qui se ramene, ains que nous |'avons vu
plus haut, a I'équation (1). Et ains, on obtiendra
une série indéfinie de solutions nouvelles de
I’équation propcsée a l’aide d'une premiere x, y, z
par les formules

X = 16m>E°Z — (4mXey* — )2,
(B) { Y = 2(4mP&? + Z) (34 + miD),
Z = 43y + mPD) +3(4mdAYP + ),

dans lesquelles
_ 4 _ 4
m= YZEXT -y

ax?y? + 72

Les formes (A) et (B) résolvent complétement
I’ équation proposée



CHAPITREII

De la sommation des Puissances mblables
des x premiersnombresentiers

§|. DESNOMBRESDE BERNOULL |

On sait qu'il est fadle de trouver, al'aide de la
formule du bindme de Newton, la somme des puis-
sances emblables des termes d’'une progresson
arithmétique, en fonction des sommes des puissan-
ces emblables d'exposants inférieurs. En prenant,
pour plus de simplicité, la progresson arithmétique
représentéepar la série des nombres entiers, on a

OAHD)™ = XM+ [ 2] XM+ [ X L+

formule dans laguelle [m],, représente le mefficient
de rang n + 1 dans le développement de la puis-
sance m du bindme ; en y faisant successivement x
égal al, 2, 3, ... X, on trouve en additionnant toutes
les égalités obtenues

D +1)™ —1=[m+ 1S+ [M+ 1sSma + ...
+[m+1];s + .

formule dans laquelle s, désigne la somme des
m®™ puissances des x premiers nombres entiers, et
onadaill eurs 55 = x.

Des deux développements de
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X+D"+(x=1)" e xX+D"—(x-1",
on déduira de méme
(2 x+1)™xX"—1=2(m|sSme + [MsSna+ ...).
(A X+1)"-x"—1=2(m1Snq + [MlsSns+...).

Les formules (1), (2), et (3) permettent de cdcu-
ler sy quand on connait Syq, Smo, - - - €N prenant
successvement pour mlesvaleurs 0, 1, 2, 3, . . .;
ontrouve ans
Sp =X,

1ol 7 6 T 4,10

Lol 27 s

Sg ==XV +=x¥+2x8 - —x® + Zxt - =%,

10 2 4 10 2 20
0= SV S Y e x3+£x,

11 2 66
su:ix12+1x11+£wa—£Lx8+E'xﬁ—E'x“+£x2

12° 2 120 8 6 8 12
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Avant d exprimer la loi des coefficients de sy,
nous allons en indiquer quelques propriétés qui dé-
coulent des formules précédentes, et nous considé-
rerons deux cas siivant que mest pair ou impair.

Laformule (1) nous montre d’abord al’aide des
valeurs de et de s;, que sy, est toujours divisible
par le produit x(x + 1), ains qu' on le voit, en substi-
tuant x =0 et X =—1 dansle premier membre.

Laformule (2) nous dome, en supposant m pair
et égal a2i,

(x+ D? =X = 2x = 1 = (252 + 2144
+ ...+ [2].%) ;

mais le premier terme s annule pour X = —%2; donc
Sy est divisible par le produit x(x + 1) (2x + 1), ou
par s;. La méme formule nous donne au contraire en
supposant mimpair, et égal a2i + 1,

X+ oo+ ) x(x+1) -1
=2([21 +1]oSpa + ..+ [20 + 1]5S9)

et comme la dérivée du premier membre s annule
pour X = 0 et pour X =— 1, on en conclut que S, est
divisible par le produit X*(x + 1)? ou par S;. On a
donc le théoréme suivant® :

THEOREME. — La somme des m®™ puissances

des x premiers nombres entiers est divisible par la
somie des carr és des x premiers nombres s m est

! Ce théoréme que nous démontrons trés-simplement et que nous
compléterons plus loin se trouve éoncé par M. Prouhet dans la
note VI du Cours d’ Analyse de Sturm. — T. I, p. 375.
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pair, et par la somme des cubes des x premiers
nombres $ mest impair.

Les deux formules dont nous venons de nous
servir pour la démonstration du théoréme préadent
conduisent immédiatement a une propriété remar-
guable de lafonction s, Les premiers membres de
ces équations représentent en effet une fonction im-
paire de X + Y2 dans le ca de m pair et une fonction
paire de X + Y2 dans le ca ou m est impair. On a
donc encore:

THEOREME. — La somne des puissances m®™s
des x premiers nombres entiers, est une fonction
paire ou impaire de X + Y%, suivant que m est impair
ou padr.

Enfin comme le premier membre de la premiére
des formules considérées est égal au produit de

2i + 1 par la dérivée du premier membre de la se-
conde, on en déduit larelation

ds2i+1 ;
—===(21+1s, ,
dx ( ) 2i

On trouvera d'aill eurs a |’ aide des formules ui-
vantes

ds,; . .
%ZZI(SZi_l—I—l) B ,

et ces deux formules permettent de cdculer rapide-
ment S, par voie d'intégration en déterminant cha-
gue fois la mnstante & de déduire al’aide du théo-
réme de Rolle, cethéoréme important™.

! J. BERTRAND. — Traité de Calcul différentiel. — T. 1, p. 352.
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THEOREME. — Lorsque X varie entre—1et0Ola
fonction s, (X) change une fois de signe, en
Sanndant pour x = — %, et la fonction Sy.1(X)
conserve toujours le méme signe € atteint un
maximum ou un minimum pour X = — %5,

On a pour expresson générale de S, en suppo-
sant m pair et égal a2i, laformule

@) (2i+1)s, =x¥"+ 2'2 2+lo,g 20 +1],x7

= (FD)'B,[2i +1],, x* "
.= (-D'B[2i +1]x,

danslaquelle By, By, Bg, ... . By, .. .. Bj, représen-
tent des fadeurs numériques que nous all ons déter-
miner.

En supposant au contraire m impair et égal a
2i+1,0ona

2i +2 21
2

(5) (2i +2)s,,, = X2 + B,[2i +2],x?

= (FD)" B, [2i + 2], x*
.= (-1'B;[2i +2],x*

Les fadeurs numériques B4, B,, . . .qui figurent
dans les formules précélentes se retrouvent dans un
grand nombre de questions d’ analyse & sont conrus
sous le nom de Nombres de Bernoulli. On les dé-
termine par la condition que lavaleur de s, doit étre
égale al'unité pour x = 1, ce qui donne les deux
formules
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i—1=By[2i +1],—-B[2i + 1], +. ..
©) —(=D'Bi[2i +1].
i =Byf2i +2],—-By[2i + 2], +. . .
—(-D'Bi[2i + 2],.
qui déterminent B; si I’on connait By, B, ... Bi_1. En
faisant successivementi =1, 2, 3, 4, . . .il vient, a
I’ aide de la seconde des formules (6), par exemple.

1:£Bl,
12

_655 6543,
12 ' 1234
3=87p 8765, 876543,
12.3.456

2

12 1.2.34

4=109p 10987, 1095, 109.3,
12 ' 1234 ° 12.6 ° 1.2..8

ontiredela

1 1 1 1 5
B:_,B:_'B:_,B :_'B =—,
176" 72300 % 42" Y 30" ° 66
.= 691, B7:Z, B :3617, 89:43867,
2730 6 510 798
_ 174611 _ 854513 _ 236364091
Bo=—F(—— Bu=——— B =—F—,
330 138 2730
_ 8553103
B ==

Les formules (4) et (5) se démontrent aisément
par induction a |I'aide de la formule (1) en faisant
voir: 1° que s pour une valeur déterminée de X
elles nt vraies pour les ®MMeES Sy1, Sna, ... Si,
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elles Nt encore vraies pour sy,; 2° que si, pour
toute valeur déterminéede m, elles nt vraies pour
touteslesvaleurs 1, 2, 3, . . ., x de x elles sont en-
core vraies pour cette derniére valeur de x augmen-
téesdel’unité.

On peut encore trouver d' autres formules pour
le cdcul des nombres de Bernouilli, en se servant
des propriétés de la fonction s, Puisgue ;.1 est di-
visible par (x + 1)2 on déduit que la dérivéede .1
par rapport a X sannule pour X = — 1, mais on re-
trouve ansi la seconde des formules (6) ; la substi-
tution dex = — % danslavaleur de s, donne

(7) 2i=[2i +1],2°B,—[2i + 1].2°B,
L (F)'[2i + 12278,

équation conforme a cdle donnée par M" Serret a
I’ aide des développements en série’.

La substitution de x = 2 donre ai contraire pour
m= 2i,

2i+1  2i- . 1
N2z T‘[2+1]2_B -[2i+2, ;B

22I+1

+. - (D[ +1], TBi !

etpour m=2i +1
()2'+2+2'T-[2 +2]2i|3 [2i+2]42i4|32

22|+2

1

- (_1)i[2i + 2]2i A2 Pi

1J A. SERRET. — Traité de Trigonamétrie, 4° édition, p. 258 et
suivantes. 6
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On ad'aill eurs les formules connues

1.2..2 1.1, 1
= + =+

B = o [1”? et

1.2...2 1 1 1
S el

2°7m 3 5 7
gui montrent que la suite des nombres de Bernouilli
d’'abord déaoissante, ne tarde pas a devenir indéfi-
niment croissante, et ces nombres ont tous positifs.

La premiére des formules (7) a €& domée sous
une forme un peu différente & par les développe-
ments en série’.

On peut d'ailleurs trouver une formule qui per-
met de cdculer diredement B; sans passer par le
cdcul desBy, By, . .. ,Bi_1. En €effet, s dans la for-
mule (5) on fait successivement x égal a 1, 2, 3, ...1,
on obtient i équations qui permettent de cdculer les
i inconrues By, By, . . . Bi. On voit que s équa-
tions du premier degré gpartiennent a une forme
spédale dont la solution a été donnée pour la pre-
miere fois par Lagrange, et il sera fadle d'en dé
duire B;.

B =2 +... 1,

1 J. A. SERRET. — Cours de alcul différentiel et intégral. T. I,
p. 219
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§1l. DE QUELQUESNOUVELLESFORMULE SDE
SOMM ATION

Considérons la série de x quantités
Ug, Ug, U, . .. . Up, . ... Uy,

et formons ure table de multiplicaion en éaivant
successvement les uns au-desus des autres les
produits des termes de cdte série par

Up.Ux.U3..... Up..... Uy,

La somme des termes de la table de multiplica-
tion sera égale au caré de la somme des x quantités,
ainsi gqu’'on le voit en sommant successivement cha-
gue ligne horizontale. D’ autre part, en prenant seu-
lement les p premiers termes de la table qui se trou-
vent dans la p“™ ligne horizontale ¢ lesp — 1 pre-
miers qui se trouvent dans la p'*™ colonnre verticde,
on a pour expresson de leur somme, en désignant
par U, la somme des p premiéres quantités ci-
desais

2U,Up — Uy,
et en faisant la somme de toutes ces expressons de

p=1ap = x, on retrouve la somme de tous les ter-
mes de latable, cequi donne laformule générale

(8) U, = 2Su,U, + Su,2 =0,

les S étant prisentre leslimitesp=1et p=x.
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On peut, a I'aide de cdte formule, trouver la
somme de nouwvelles gries en donnant & u, des va-
leurs particuli éres, ainsi que jeI’ai indiqué dans une
note publi éeprécélemment’. En posant

U,=p(p+1)...(p+a-1),
ona
_X(X+D...(x+a)
UNERS A A s 4
a+l
et par suite
S(2p+ a—1)u,’ = (@+ U2
Si on pose encore
1

Y T p(p+Y) . (pra-1)’

ona

10 1 1
u, = -

a-18.2..@-) (x+h(x+2)..(x+a-1)
et par suite

S@2p+a-1)uy’ =

C
C
C

2
1.2...(a-)
Formons maintenant une table de multiplication

en éaivant successivement les uns au-dessous des
autres les produits des termes de la série

Ux—(a—-1)U,2

Up.Ux.U3..... Up..... Uy,
par ceux delasérie
Vi.Vo.Vgz..... Y/ T

! Nouvelles Annales de Mathématiques. — Année1870. P. 49.
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en faisant la somme des termes de la table d'aprées
chaaun des deux procédés indiqués ci-dessus, on
trouve la formule générale suivante

(9) Ux. Vi=S(UpVp + VpUp) +SUpVp =0
dans laquelle U, et V, désignent les ommes des p
premiers termes des deux séries, et les S sont pris

entreleslimitesp=1letp=x.
En supposant, par exemple,

_ 1 — P
u, = et v,=a’,
p(p+1)
on déduit
a” 2 X +1
+(a-1 ——a’
Sp(p+l)¢l ( )P ) X+1

en faisant en particulier a = ¥ et en faisant augmen-
ter X indéfiniment on trouve

2=1532, 2603, STRY,

4 4 A5MA0 bS6MH4

En effeotuant le quotient de 1 + (a - 1)p? par
p(p + 1), on a encore
_ _ x+1
Sl (a 1)pap:a_a .
p(p+1) x+1
et pour le ca particulier dea= 2, on a auss
pH
Lor 22,3, b p=2__ g,
23 34 45 (p+D(p+2) p+2
et pour a="%
31, 41 51+p+21_1_ll

—_ A ——+——+.. B
122 2322 3428 p(p+1) 2°P p+12P
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Les formules (8) et (9) sont susceptibles de gé-
néralisation et peuvent sappliquer a un rombre
quelconque de séries. En effet supposons qu' on ait
d'abord disposé dans un plan, une table de multipli-
cation al’aide de deux séries de quantités

U .Up.U3z..... Up..... Uy,
Vi.Vo.V3z..... Vp. oo Vy
ains qu'on I'a fait plus haut. Considérons une troi-
sieme série de quantités
Wi1. Wo. Wa. .. .. Wp. .o W,

et plagns les une les autres au-desus des autres
les tables obtenues en multipliant tous les termes de
la premiére table successvement par tous les termes
de cete troisieme série. Nous formerons ains un
cube, et le mmpartiment ayant pour coordonnées p,
g, r contiendra le produit ugvqw;. Cela posé, consi-
dérons successivement les cubes ayant a partir de
I'origine 1, 2, 3, . . . ,p unités de dté, et cherchons
la somme des termes quil faut ajouter au
(p-1)"*"cube pour obtenir le p*™. Cette somme
est, en désignant par Uy, V, et W, les smmes des p
premiers termes des Fries précélentes

(UpVp + VpUp — UpVp) (W, — Wp) + W, UV,

et puisque la somme des termes de toutes les tables
est égale au produit des sommes des trois Fries, on
a la formule suivante dans laquelle les S sont pris

entreleslimitesp=1etp=x
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(10) UV, Wy — SupV Wy — SvpWoUp — SWpUpVy
+ SUpVpW)p + SvpWpUp + SWpUpVp
— SUpVpW,= 0.

Dans le c& particulier ou les trois ries nt
identiques, on a

(1) U3-3SuUy% + 3Su,°Up — Sue’ = 0,

formule dans laquell e les différents coefficients sont
ceux du développement du bindbme (a— b), et qu'on
peut d'aill eurs vérifier par induction.

On a de méme par une voie analogue laformule
générae
(12) an _ 2 SJpUpml + n(; 21) SJpZUpmz

n(n-1)(n-2) n_Q.
—TSJPSUpn_S'i'...iSJp =0;

Si dans cette formule, on fait en particulier u, = 1,
on obtient

X" _Esn—l + n(n-1)

1 12

Sip+...+(-D)"s, =0.
S dans la formule (8) on suppcse u, = p™, on
trouve al’aide des formules (4) et (5), laformule
m+1
(13 T Sﬂz = Sme1 + Bi(M+ 1), Som
—Bo(m+1),Sma+. ..
qui donne mmme ca particuliers
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N

s°=s,
=25+ 1y,
37 3
= 1s+ I,
27 2
2= 25+ 25- 1,
57 3 15

Si danslaformule(g) on suppose u, = p", et
=p", on dbotient encore

(14) S = B—+ni+lEsn+H + ZBy(M+ N)Speng

- Z Bao(Ms + N3)Smena + E Ba(Ms + N5)Smins—. . .

Cette derniére éuation nous fait voir: 1° en
suppcsant m et N de méme parité que Sy+1 est algé-
briquement divisible par s,° et que le quotient est
une fonction entiére de s;; 2° en supposant m et n
de parité diff érente, que s, est algébriquement divi-
sible par s, et que le quotient est encore une fonc-
tion entiére de s;. Ces propriétés permettent de dé-
duire des formules qui fadlitent le cdcul des som-
mes s. En désignant par .1 €t par gy les quotients
de ;v par s)° et de Sy par s, et faisant sucoessve-
ment n=1 et n =2 danslaformule (11), on obtient
enposanty = 2s; = x(X + 1)

(19 (+1y.gua=(+ 2)Q2i+3 +Ba[2i + 2]50014
—(-1)'Bi[2i + 2],.

(16 ﬂ)'2 Qi1 = BZ—EQ2|+4 + B4[2i + 2] 0542
. —(=1)'Bj[2i + 2],
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Ces deux formules donnent successvement pour
i=1,23,4,...leséguations suivantes:

0; =1,
qo= 2y_ L
5 3 3,
1 2 1
= — - —V+ —
07 2)’2 3y 3’
2 5 3
= —\V V' + —V— —
G 5y3 yz 6)’ 5’
et
302 =3,
5q4:3y_11
706 =3y’ -3y + 1,
27 9
9 =3y’ 6y + Ty -

11040 = 3y* — 10y° + 17y? —15y + 5,

Les coefficients des diverses puissances de y
sont alternativement positifs et négatifs, comme -
la résulte de la loi de formation. On vérifie
d’aill eurs ces formules en faisant y = 2 et on obtient
pour g lavaleur 1.

Il serait fadle encore en appliquant les formules
(10) et (11) d’ exprimer s,S:S, €t s> en fonction li-
nédre des ommes s et de générali ser ces résultats.
On retrouverait ains comme ca particulier les for-
mules

45’ =35 + 5,
125,° = 168 — 55 + S,
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qui seraient les deux premieres d’une série de for-
mules analogues et qui ont été indiquées par
M. Edouard Amiges'. On trouverait d'ailleurs a
I’aide de la formule générale (12) le développement
de s,y en fonction linédre des ommess.

DE LA SOMM E DES PUISSANCES EEMBLABLES
DES XPREMIERSNOMBRES IMPAIRS

En désignant par t,, |a somme des m*™ puissan-
ces des x premiers nombres impairs, on déduit du
développement de (2x— 1) laformule

tn = 2"Sn—M.2™ 50 + MpSpo + ... — (<)

On peut ausg, au lieu d exprimer t,, en fonction
des mmes s, exprimer t, en fonction des mmes
tma, tma, . .. €n suivant la marche alopéedans le
81, et on obtient les formules suivantes analogues
aux formules (4) et (5)

(2 + 1) 7 = (202 Cy[ 20 + 1](207 1 + . . .

~(-1)'G[2i + 1](2x),
(21 + 2) thieg = YA(2X)? 2= C [ 21 + 2] (207 + . ..
~(-1)'Ci[2i + 2]5(2X)’,

et les fadeurs numériques C; sont déterminés en
remarquant que ty et ty.; sont égaux a |’ unité pour
x=1, et quety Sannule pour 2x =+ 1, et ains on a
lestroisformules.

! Nouvelles Annales de Mathématiques. — Année 1871, p. 81 et
117.
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2i+1 = 22— Cy[2i+1],2% 7 + . . H(-1)'C[2i+1]2,
2i+2 = 227 C [ 2i+2],2%+ . . ~(-1)'C[2i+2],2%,
0= Y- Cy[2i+1], + Cy[2i+1] . . +(-1)'C[2i+1],

de cdte derniere formule qu’'on obtient auss dans
les développements des fonctions circulaires en sé-

ries, on déduit les valeurs
c=tc=l =3t g =2 o =S
6 30 42 30 66

On a d'aill eurs aistment les relations suivantes
entre les facteurs C, et les nombres de Bernouilli

(1) C, = Ya—¥f2r], + [2r],.2B1 —[2r]4.2°B, + . . .
—(-1)'2*'B..
Au lieu d'exprimer la somme des puissances
semblables des x premiers nombres impairs en ure
fonction développée suivant les puissances de X, on
peut aussi I'exprimer en une fonction développée

suivant les puissances du cernier termez=2x—1;
ona aiss

2(2i+1) ty = 21+ [2i+1] 2 + 22BY2i+1),2 7 +
+(-1)'2?Bi[2i+1]z,
2(2i+1) ty .= 272+ [2i+2] 21 + 2°B,[2i+2], 2 +
+-1)2"B{[2i + 2.7 + (-1)"'R,,

et lesnombres R; sont déterminés par les formules

2R=2i+1-2B2i +2,+2°B,[2i +2]4+...
+(-1)227'Bi[2i + 2],

1), —A. SERRET. — Traité de Trigorométrie, p. 265.
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—B'2R==Cy[2i + 2], + Cy[2i + 2])s +. . .
+(=1)'C[2i + 2],,
etona aiss
R;=1,R,=3,Rs =17 R, = 155, Ry = 2073.. .. .

D’aill eurs en modifiant les calculs dans le cas
qui nous occupe, on obtient, en posant y = 4x°,

t1:X2,
t3 = XZHX _lH,
02 0

ts= X (y? -5y+7),

3
37 ,.49 31
=l -y 22y Sl
! EZ 37 "7 3%
et
3=x(y-1),

Sty =13y - 7),
ts = t(3y? — 18y +31),
Btg=t, Bﬁ -11y* + 239 y- 38
O 3 5C
On obtient encore, en généralisant, le théoréme
suivant.

THEOREME. — La somne des puissances smbla-
bles impaires des x premiers termes d’ une progres-
sion aithmétique est divisible algébriquement par
la somme des x premiers termes, quel que soit x.
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811l . THEOREMESNOUVEAUX D' ANALYSE
INDETERMINEE

On sait que la somme des X premiers nombres
impairs est toujours égale aun caré parfait, et pré-
cisément au caré de X ; on sait aussi que la somme
des x premiers cubes est un carré parfait, le caré de
la somme des x premiers nombres. || m'a paru inté-
ressant de dhercher des théorémes analogues pour
les smmes des puissances semblables des x pre-
miers nombres, ou des X premiers nombres impairs,
et j’al reconnu que les théoremes énoncés ci-dessus
sont des principes d’exception, et que, le plus sou-
vent, la somme des puissances smblables des x
premiers nombres ou des x premiers nombres im-
pairs n'est pas un caré parfait ou une puissance
exade.

En se servant des résultats indiqués sur
I’équation

X+ Yy =AZ,
des théorémes de Lejeune-Dirichlet et Lebesgue sur
I’ équation’

X +yP =AZ,

! LEJEUNE-DIRICHLET. — Journal de Crellg, t. I11.
LEBESGUE. — Journal de Liouville, t. VIII.
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et des théorémes que nous avons énoncés dans le
chapitre précddent et quelques autres analogues sur
les équations biquadratiques, on arrive aux princi-
pes slivants.

THEOREME |. — La somne des x premiers nom-
bres entiers n'est jamais égale & un cube, a un hi-
carré ou aune dnguiéme puissance.

THEOREME Il. — La somme des carrés des x
premiers nombres n'est jamais, excepté pour x=24,
égale au carré d' un nombre entier.

THEOREME Il1. — Aucun nombre pyramidal ne
peut étre égal a un carré, en excetant les deux
nombres

2.3.4 ot 48.49.50

123 1.2.3

Il résulte immédiatement de ces deux théorémes
et des deux suivants qu’'une pile de boulets a base
triangulaire ou caréene cntient jamais un nombre
de boulets égal au caré, au cube ou ala dnquiéme
puissanced un nombre entier.

Il faut cependant excepter la pile abase carée

24.25.49 _ 702,
1.2.3
et lespilestriangulaires
2.3.4 _ 2 et 48.49.50:1407_
1.2.3 1.2.3

THEOREME |V. — La somme des carrés des x
premiers nombres n'est jamais égale au cube ou a
la cinquiéme puissanced un nombre antier.
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THEOREME V. — Aucun nombre pyramida ne
peut ére éal au cube ou a la cinquiéme puissance
d’un nambre entier.

THEOREME VI. — La somme des x carrés
conséautifs n'est jamais égale a un carré pou tou-
tes les valeurs de x @mprises entre 1 et 24, les va-
leurs 2, 11, 23 et 24 étant exeptées.

Dans ces cas d’ exception, on arrive ades égua-
tions indéterminées qu'il est fadle de résoudre gé-
néralement, et qui comportent un rombre indéfini
de solutions formant une série réaurrente.

THEOREME VII. — La somme des carrés de x
nombres impairs conséautifs n’ est jamais égale a un
carré pou les valeurs de x @alesa 2, 3, . . .14,
15. — La somme des carrés des x premiers nom-
bres impairs n’est jamais un carré, un cube ou ure
cinquiéme puissance

THEOREME VIII. — La somne des cubes des x
premiers nombres n'est jamais égale au cube, a la
cinquéme puissance ou a la hutiéme puissance
d’un nambre antier.

Cette somme sera ggale aun bicarré pour lesva
leurs de x qui rendent égale a un caré parfait la
somme des x premiers nombres.

THEOREME IX. — La somme des cubes des x
premiers nombres impairs n'est jamais égale a un
cube, dun Hcarré ou aune dnquiéme puissance

Elle est égale aun carré pour les valeurs de X sé-
rieréaurrente

1,5,29 169 985, ... .
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THEOREME X. — La somne de deux aubes
conséadtifs n’est jamais égale & un carré parfait,
exceté pour lescubes 1 et 8.

THEOREME XI|. — La dfférence de deux cubes
conséautifs n’est jamais égale & unbicarré.
THEOREME XII. — La somme des cubes de 3

nombres consécutifs n'est jamais égale a un carré
ou a uncube, ou aune dnqueme puissance en ex-
ceptant les lutions

13+23+33:62,

F+4+5°=6"

THEOREME XIIlI. — La somme des cubes de 5
nombres conséautifs n’est jamais égale a un carré,
en excetant les olutions pour lesguell es le nombre
moyen est 2, 3, 27,98 ou 120,

THEOREME XIV. — La somrme des x premiers
bicarrésn’est jamais égale & uncarré, a uncube ou
a ure dnquiéme puissance

THEOREME XV. — La somme des cinquémes
puissances des x premiers nombres n'est jamais
égale a un cube, & un bicarré, ou & ure cinqueme
puissance

Etc. , etc.

La premiere partie du théoreme 1 est d’ Euler, et
la seconde de Fermat ; les autres théorémes me
semblent nouveaux.



