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Les mathcmaticiens sont commc les amants...
;

accordez a un mathematician le moindre prin-

cipe, il va vous en tirer une consequence qu il

faudra que vous lui accordiez aussi, et de cette

consequence une autre; et, malgre vous-meme, il

vous porte a perte de vue, a peine le pouvez-vous
croire. Ces deux sortes de gens, les mathemati-

ciens et les amants, prennent toujours plus qu on

ne leur donne.
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AVERTISSEMENT

Nous

donnons aujourd hui le quatrieme et dernier Vo

lume des Recreations mathematiques d Edouard Lucas.

Les dedicaces placees en tete de cinq des Recreations

contenues dans ce Volume figurent sur le manuscrit, tout entier

de la main de Lucas. Les trois autres Recreations ne portent pas

de dedicaces; nous n avons pas cru devoir y suppleer, pour les

motifs indiques dans 1 Avertissement du Tome III.

II existait, dans les papiers de Lucas, trois cahiers intitules :

Arithmetiqne amusante, et divises en quatre Chapitres :

GHAPITRK I. Calculs clementaires.

GHAPITRE II. Le calcul rapide.

CHAIMTRE III. Les progressions arithmetiques.

CHAPITRE IV. Les progressions geometriques .

Ce manuscrit represente en quelque sorte une Introduction
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Avertissement.

aux Recreations mathematiques, auxquelles il sert de prepa

ration.

L accueil fait a ces dernieres par le public scientifique nous

permettra de livrer a 1 impression ce dernier travail de Lucas,

qui a ete commence en 1888 et termine peu de temps avant sa

mort.

Nous esperons que la publication de VArithmetique amusante

pourra avoir lieu dans un assez court delai.

H. DELANNOY, C.-A. LAISANT, E. LEMOINE,

Membres de la Societe Mathematique de France.

Paris, Jmllet 1894.



PREMIERE RECREATION.

LE CALENDRIER PERPETUEL
ET

LE CALCUL AUTOMATIQUE DES RESIDUS.

A Son Excellence le Prince Balthazar Boncompagni.

J aime! voila le mot que la nature entiere

Crie au vent qui 1 emporte, a 1 oiseau qui le suit

Sombre et dernier soupir que poussera la Terrc,

Quand elle tombera dans 1 eternelle nuit.

Oh! vous le murmurez dansvos spheres sacrees,

Etoiles du matin, ce mot triste et charmant !

La plus faible de vous, quand Dieu vous a creees,

A voulu traverser les plaines etherees

Pour chercher le Soleil, sonimmortel amant.

Elle s est elaucee au sein des nuits profondes.
Mais une autre 1 aimait elle-meme; et les mondes

Se sont mis en voyage autour du firmament.

( MUSSET. Poesies nou-velks.
)

E. LUCAS. Recreations mathem., IV.





PREMIERE RECREATION.

LE CALENDRIER PERPETUEL
ET LE CALCUL AUTOMATIQUE DES RESIDUS.

LE CALENDRIER JULIEN ET GREGORIEN.

Nous
n avons 1 idee de la succession des instants que par

le mouvement. Les divisions du temps ne peuvent etre

marquees que par des espaces parcourus. Mais, pour que

la mesure soit exacte, il faut que le mouvement soit constant et

uniforme. II n en est point de tel sur la terre. L ame qui souffre

et 1 ame qui jouit ne comptent pas de meme; et le temps, qui se

traine en vieillard dans les jours de la douleur, a la course rapide

du jeune homme pendant les courts instants d une jouissance

agreable et vive. Le seui mouvement constant et uniforme est

celui des corps celestes. Ges corps marchent d un pas egal et

tranquille dans Tespace de i univers avec une Constance qui a ete

refusee 1 homme, avec une duree, peut-etre sans limites, qui

n est pas dans sa nature. II emprunta de 1 Astronomie la mesure



Premiere recreation.

du temps. L intervalle d un lever du soleil a Tautre est une me-

sure qui fut appeleeyoMr. Mais la societe a besoin de mesurer

de plus longs espaces; on fit done usage des mouvements du

soleil et de la lune. En effet,le retour des memes phases de la

lune ou des memes saisons donnait des intervalles sensiblement

egaux. Les peuples s y reunirent; les uns compterent par lunes

ou par mois; les autres, par les revolutions du soleil ou par

annees; d autres compterent par mois et annees.
( BAILLY, Histoire

de VAstronomic.)

La combinaison de ces mouvements et de leurs revolutions

nous a donne la mesure du temps, par le Galendrier, qui devait

servir beaucoup plus tard a formuler les lois du mouvement des

corps celestes par 1 attraction universelle!

DE ROMULUS A JULES CESAR.

Depuis Numa jusqu a Jules Cesar, le Calendrier romain,d o\i

le notre derive, n avait aucune regie precise. La correspondance

del annee lunaire de 12 lunaisons formant 355 jours, avec Tan-

nee solaire qui regie les saisons, avait lieu au moyen d intercala-

tions fixees arbitrairement. La derniere annee de ce Calendrier,

que Ton a appelee I annee de confusion (46 avant J.-C.), fut de

455 jours.



Le Calendrier perpetuel.

LA REFORME JULIENNE.

Le Calendrier julien est du a Jules Cesar, assiste de Sosigene,

celebre astronome et mathematicien d Alexandrie. L annee ju

lienne est communement de 365 jours; tous les quatre ans, on

ajoute un jour intercalaire apres le 28 fevrier, a la date du 29.

On forme ainsi 1 annee bissextile de 366 jours ; les annees bissex

tiles du Galendrier julien sont toutes celles dont 1 ensemble des

deux derniers chiffres du millesime se compose de deux zeros,

ou forme un nombre exactement divisible par quatre. La

duree moyenne est done de 365 \ jours solaires moyens. Mais

cette duree est un peu trop grande, puisque 1 annee tropique,

intervalle de deux equinoxes de printemps, se compose de

365 jours, 2422042; cette difference fait a peu pres 7 jours en

neuf siecles. Aussi, des 1 annee 1414, on commensa a s apercevoir

que les equinoxes du printemps et de 1 automne devancaient de

plus en plus les epoques du 21 mars et du 21 septembre, aux-

quelles ils se rapportaient primitivement. La reforme du Calen

drier fut des lors constamment reclamee. Gette reforme cut

lieu enfin sous le pontificat de Gregoire XIII, qui en ordonna

1 execution par une bulle du 24 fevrier i582. Elle fut adoptee

aussitot dans tous les pays catholiques, et successivement, mais

beaucoup plus tard, chez les nations protestantes. La Russie et

la Grece sont maintenant les seules contrees de 1 Europe qui ont

conserve le vieux style (Galendrier julien); depuis 1800, la diffe

rence des deux Calendriers est de 12 jours, elle sera de i3 jours

au mois de mars de 1 annee 1900.
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LA REFORMS GREGORIENNE.

Gette reforme consiste dans Vomission nominate des dix jours

qui suivirent le 4 octobre 1 682, le jour suivant ayant etc compte

pour le i 5 au lieu du 5, et dans la suppression du jour interca-

laire dans trois annees seculaires sur quatre. Dans le Calendrier

gregorien, 1 annee seculaire, terminee par deux zeros, est bis

sextile lorsque le millesime est divisible par quatre, apres la sup

pression des deux zeros. Ainsi 1600 et 2000 sont des annees

bissextiles; 1700, 1800, 1900, 2100 ne le sont pas.

Pour voir 1 approximation de la regie gregorienne, cherchons

le nombre de jours contenus dans cent siecles gregoriens; de i a

10000, il y a 25oo nombres divisibles par quatre; pour les an

nees seculaires, de i a 100. il y a 25 nombres divisibles par

quatre, et y5 qui ne le sont pas; par suite, dans 100 siecles gre

goriens, ilya 2425 annees bissextiles et 8652425 jours; la duree

moyenne de 1 annee gregorienne est done de 365 jours, 2425,

valeur encore un peu trop forte, dormant moins d un jour sur

3ooo ans.

BUT DU CALENDRIER.

Notre Calendrier perpetuel (Jig. i
)
a pour objet de donner lire

methode pour trouver rapidement le nom du jour de la sernaine

qui correspond a une date donnee du Calendrier julien ou grego-

rien. L application en est simple, puisqu il suftit de savoir addi-

tionner quatre nombres ne depassant pas six, dont le total ne



Le Calendrier perpetuel.

depasse jamais vingt-quatre. Quant a la formation du Galendrier,

on la comprendra facilement. Unedatequelconquese compose de

quatre donnees : le Quantieme, ou numero du jour dans lemois;

le nomdu Mois; le numero de VAnnee dansle siecle, et le nu

mero du Siecle
( julien ou gregorien). Verifions d abord Tun ou

1 autre des deux Calendriers pour une date quelconque, celle du

jour present, par exemple.

Cela pose, on conceit que la somme des quatre nombres Q, M,

G ou J, et A, augmente d une, de deux, de trois, ... unites,

quand le Quantieme augmente, et que Ton peut supprimer tous

les multiples de sept. Aussi la colonne Q contient le reste de la

division du Quantieme par sept, et Ton peut se passer du premier

tableau des Quantiemes. De meme, en passant de Mars a Avril,

le nombre M augmente de 3
;

il est devenu 6
;
cela tient a ce que

Mars a 3i jours, c est-a-dire quatre semaines plus trcis jours; en

passant d Avril a Mai, on doit augmenter M de 2 unites, puis-

qu Avril a 3o jours, ou quatre semaines et deux jours en plus ;
M

devient done 8, ou en supprimant sept jours, M devient i, et ainsi

de suite. On observera d ailleurs que nous avons repot te a la fin

du tableau des Mois, les mois de Janvier et de Fevrier, parceque

le jour intercalate de 1 annee bissextile se trouve apresle 28 Fe

vrier, et ainsi pour trouver un jour de Janvier ou de Fevrier

deFannee 1800, par exemple, on doitse reporter a 1 annee 1799.

L Annee commune se compose de cinquante-deux semaines et

d un jour en plus ;
1 Annee bissextile, de deux jours en plus ;

aussi

les nombres A, en passant d une annee a 1 autre, augmentent

trois fois d un, et une fois de deux, en supprimant les multiples

de sept. Enh n, pour les Siecles juliens, en y reportant 1 Annee

bissextile seculaire, un Siecle se compose d un nombre exact de



GALENDRIER PERPETUEL

On suppose que I annee

REGLE POUR LE CALENDRIER JULIEN.

Ajouter les quatre nombres Q, M, J, A, qui correspondent a la date

donnee; chercher le total dans le tableau des Quantiemes etprendre le jour

correspondant.

EXEMPLE. Determiner le jour qui correspond au 12 Octobre 1492 (de
-

couverte du Nouveau-Monde).

Q = 5
M
J = 5

A 3

Quantieme 12

Mois Octobre

Siecle 14
Annee .... 92

Reponse.. Vendredi Total = 13

Ce Calendrier, encore en usage en Russie et en Grece et chez les Chretiens

d Orient, est valable a partir du i
er Janvier 45 avant notre ere.



JULIEN ET GREGORIEN

i commence qu au i
ef mars.

REGLE POUR LE CALENDRIER GREGORIEN.

Ajouter les quatre nombres Q, M, G, A, qui correspondent a la date

donnee; chercher le total dans le tableau des Quantiemes et prendre le nom
du jour correspondant.

EXEMPLE. Determiner le jour qui correspond au i5 Octobre 1682

(origine de la reforme gregorienne).

Quantieme i5 Q l

Mois Octobre M O

Siecle i5 G 1

Annee 82 A 4

Reponse . . Vendredi Total = 6

Ce Calendrier est indefiniment valable a partir du i5 Octobre 1682. Pour
1 Angleterre, il commence en 1752.
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semaines augmente de 100 jours, plus 25 pour les Annees bis

sextiles; ce qui fait un nombre exact de semaines diminue d un

jour; aussi les nombres J decroissent-ils successivement de 1 unite,

d un Siecle au suivant, tandis que les nombres G decroissent de

deux, a partir de 7 ou o, et de 1 unite seulement en passant de

i5oo a 1600 ou de 1900 a 2000.

Ainsi, dans notre Calendrier perpetuel, on suppose que 1 Annee

ne commence qu au i
er Mars. En la faisant commencer au

i
er

Janvier, on eut obtenu une contexture beaucoup moins

simple. Afin de ne pas laisseroubliercette disposition au lecteur,

nous lui donnerons cette jolie description poetique du mois

de Mars, avec lequel commence ce Calendrier.

Du pauvre mois de Mars il ne faut pas medire,
Bien que le laboureur le craigne justement :

L univers y renait; il est vrai que le vent,

La piuie et le soleil s y disputent 1 empire.

Qu y faire? Au temps des fleurs, le monde est un enfant,

G est sa premiere larme et son premier sourire.

( MUSSET. Poesies nouveHes.)

CALCUL MENTAL DES DATES.

Nous donnerons maintenant un moyen de calculer tres rapi-

dement, sans le secours de la plume ou du crayon, et par un

petit effort de calcul mental, les nombres de notre Tableau.

Calcul mental du nombre Q des Qiiantiemes. Ce nombre

est egal au restede la division par sept du nombre qui exprime

le Quantieme.
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Calcul mental du nombre M des Mois. On suppose que
Tannee ne commence que le i

cr
Mars; ainsi Mars est le pre

mier mois, Avril le second, Septembrele septieme, Octobre, No-

vembre, Decembre, les huitieme, neuvieme et dixieme mois, Jan

vier le onzieme, et Fevrier le douzieme.

On prend le double plus deux du numero du mois augmente
de deux unites, on ajoute a ce nombre le triple de son dixieme,

le reste de la division par sept de I erjtier de ce total donne le

nombre M.

Calcul mental du ncmbre J des Siecles juliens. On ajoute

deux unites au numero du siecle, on divise le total par sept et

Ton relranche le reste de sept.

Calcul mental du nombre G des Siecles gregoriens.

Ce nombre est zero, si le reste de la division du numero du siecle

par quatre est zero; dans le cas contraire, on retranche de sept le

double de ce reste.

Calcul mental du nombre A des Annees. Au numero de

1 annee dans le siecle, on ajoute 1 entier de son quart et Ton prend

le reste de la division par sept.

UTILITE DU CALENDRIER PERPETUEL.

L utilite de ce Calendrier se comprend d elle-meme pour les

recherches historiques, et nous 1 expliquerons par les circonstances

memes qui lui ont donne naissance. Dans notre voyage a Rome,

pour la publication des (Euvres de Fermat, nous avons pu
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obtenir de la generosite et du desinteressement du prince

Boncompagni la communication de deux volumes contenant

des lettres inedites de Fermat, de Mersenne, et de plusieurs

autres savants. Quelques-unes de ces lettres ne portent pas la

date de 1 annee, mais seulement le mois, le quantieme et le jour

de la semaine; il fallait les classer; nous avons du faire un pre

mier travail pour retrouver le chiffre de 1 annee, a six ou sept

annees pres, ce qui suffit amplement, avec ie contenu, pour

retrouver la date precise. Telle estl origine de ce Calendrier.

Gregoire XIII mourut peu de temps apres la reforme du Calen

drier, le roavril i585; ce fut un pape eclaire, car il confirma

Tetablissement de la congregation de 1 Oratoire; il fut charitable,

car ses aumones monterent a deux millions d ecus d or. Avant

son elevation au pontiricat, le i3 mai i5y2, il etait marie et pere

de famille. G estdonc avec une emotion respectueuse que nous

dedions ce modeste travail, comme un faible temoignage de notre

reconnaissance, a Fun de ses plus illustres descendants, eclaire

et genereux comme lui, a Son Excellence le prince Balthazar

Boncompagni.

LE GALCUL AUTOMATIQUE DES RESIDUS.

Nous avons public en i885 (M un Galendrier qui ne differe

du precedent que par 1 adjonction d une roulette mobile autour

de son axe. Cette roulette porte les noms successifs des jours de

( )
Calendrier perpetitel a roulette. Paris, chez Belin, rue de Vaugi-

rard, 52.



Le Calendrier pervetuel. i3

Fig. 2.

RESTES

par sept.

la semaine sur les sept divisions egales formees par des secteurs.

On fait apparaitre successivement les jours par une lucarne, et

1 addition des nombres Q, M, G, A est remplacee, dans le mouve-

ment de la roulette, par le passage d un nombre egal decrans. Le

reste de la division par sept s obtient sans caicul, de telle sorte

que, dans ce Galendrier, il ne reste d autre trace d operation

arithmetique que la lecture tneme des Tableaux.

Nous donnerons encore une autre disposition du Galendrier,

beaucoup plus simple dans son application que la precedente et

qui peut s adapter, non seulement a tous les Galendriers des dif-

ferents peuples, mais qui constitue un precede

tres simple pour le caicul des residus, c est-a-dire

pour trouver automatiquement les restes de la di

vision d un nombre quelconque par un nombre

qui ne depasse pas soixante. Nous expliquerons

ce precede sur le caicul des restes de la division

par sept d un nombre ecrit dans le systeme deci

mal; 1 appareil se modifie legerement pour un

systeme de numeration dont la base est quel

conque, et, par exemple, pour le systeme duo

decimal.

Une premiere tablette fixe
(Jig&quot;. 2) contient les

nombres plus petits que le diviseur, a savoir : o,

i, 2, 3, 4, 5, 6, sur des lignes horizontales equi-

distantes. En general, pour un diviseur quel

conque, le nombre des lignes de la tablette fixe

est egal au nombre des unites du diviseur, quel que soit le sys

teme de numeration employe.

La fig. 3 represente le Tableau des unites; on peut le sup-

o

o

3

UMJ _
,|

5

6
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poser imprime des deux cotes et colle sur des feuillets de carton

reunis par de petites bandes de toile, de maniere a pouvoir les

plier selon les lignes de division verticales. On peut aussi decouper

le Tableau en sept reglettes collees sur carton; on peut aussi le

Fig 3.

Tableau des unites.

coller sur un rouleau de maniere a n apercevoir par une lucarne

que Tune des colonnes do ce Tableau. Pour plus de commodite

dans 1 explication et dans la construction, nous supposerons le

Tableau des unites decoupe en sept reglettes. Si Ton place Tune

d elles en avant de la tablette de la fig. 2, et si Ton suit le trait

le plus eleve a la gauche, son extremite a droite indique imme-

diatement le reste de la division par 7.

La disposition des lignes du Tableau des unites s explique

d elle-meme et serait identique pour un systeme quelconque de
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numeration. II suffirair, pour le systeme duodecimal
,
d ajouter

les chiffres qui represented dix et onze, dans leurs colonnes res-

pectives, en haut du Tableau, ainsi que nous 1 avons fait; mais,

pour les Tableaux qui^ correspondent aux unites des ordres supe-

Kig. 4.

Tableau des dizaines.

rieurs, il suffit de permuter les colonnes du Tableau des unites.

Pour les dizaines, nous observons que les restes de la division de

oo ou 70, 10 ou 80, 2u on 90, 3o, 40, 5o, 60

par sept sont respectivement
&quot;v

o, 3, 6, 2, 5, i, 4.

II nous suffit done de disposer dans 1 ordre o, 3, 6, 2, 5, 1,4,

a partir de la gauche, les colonnes du Tableau des unites portant

les chiffres correspondents (fig. 4).
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Pour obtenir le Tableau des reglettes pour les centaines,

nous observons que les restes de la division de

ooo, 100, 200, 3oo, 400, 5oo, 600,

par sept sont respect!vement

o, 2, 4, 6, i, 3, 5;

c est 1 ordre des tablettes des unites a partir de la gauche, en y

remplacant les chiffres de la ligne precedente par ceux de la ligne

au-dessus.

Et ainsi de suite.

Cela pose, supposons que Ton ait construit le Tableau des re-

Fig. 5.

Le reste de la division de 241 25y par 7 est 2.

glettes ou des rouleaux jusqu aux centaines de mille
;
on obtiendra

immediatement, sans aucun calcul, le reste de la division d un
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nombre de six chiffres au plus, par le nombre 7. Considerons,

par exemple, le nombre 241 2 5 7, en pla$ant les reglettes corres-

pondantes dans 1 ordre convenable (fig. 5), et, en suivant le trait

superieur de gauche, on trouve ie reste 2.

CALENDRIER PERPETUEL A REGLETTES.

II est facile de former un calendrier automatique au moyen de

Fig. 6.

Le rouleau des Mois.

reglettes analogues a celles qui out servi pour le calcul des re-

sidus.

Une premiere reglette porte 1 indication des quantiemes.

Un second groupe de sept reglettes (fig. 6
)
donne les mois.

E. LUCAS. Recreations mathem
,
IV. 2
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Un troisieme groupe de sept reglettes (fig. 7) comprend les

siecles juliens.

Un quatrieme groupe de quatre reglettes (fig. 8) comprend
les siecles gregoriens jusqu au trentieme siecle. Les siecles mar-

SIECLE
JULIEN

7
1* 21

SIECLE
JULIEN
1 8
15_- 22

SIECLE
JULIEN
2 9
16 23

SIECLE
JULIEN
3 10

17 2k

SIECLE
JULIEN
^ 11

18 25

SIECLE
JULIEN
5 12

19 26

SIECLE
JULIEN
6 13

20 27

Le rouleau des Siecles
julien&amp;gt;.

ques d unasterisque sont ceux dont le millesime est divisible par

quatre.

Un cinquieme groupe de sept reglettes (Jig. 9) renferme les

annees. L asterisque designe les annees bissextiles.

Enfin sur une derniere reglette se troiivent inscrits les noms

des sept jours de la semaine.

Si Ton demande a quel jour correspond la date du lomai 1889,

il suftit de disposer les reglettes comme Tindique la fig. 10.

A cote de la reglette des quantiemes,on met la reglette du mois
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SIECLE
GREGORIEN
16* 20*

*_ 28*

SIECLE
GREGORIEN
17 21

25 29

SI ECLE
GREGORIEN
15 19
23_27

Fig. 8. Le rouleau des Siecles gregoriens.

Fig. 9. Le rouleau des Annees.



Premiere recreation.

de mai, puis celle du siecle gregorien r8. ensuite la reglette cor-

Fig. 10.

Calendrier du mois de mai 1889 et de Janvier 1890,

respondant a 1 annee 89, et enfin celle des jours de la semaine.

En partant de la ligne ou est inscrit le quantieme 10 et en sui-

vant le trace jusqu a la colonne des jours, on voit immediate-

ment que le 10 mai 1889 etait un vendredi.



DEUXIEME RCRATION.

L ARITHMETIQUE EN BOULES.

A Monsieur Paul Mansion, professeur a I Universite

de Gand.

Je forme un triangle, 6 merveille!

Le peuple des lois endormi

S agite avec Icnteur, s eveille

Et se deroule a 1 infini.

Avec trois lignes sur le sable,

Jeconnais, je ne doute plus!
Un triangle est done preferable
Aux mots sonores que j

ai lus?

SULLY PRUD HOMME.





DEUXIEME RECREATION.

L ARITHMETIQUE EN BOULES.

CETTE

recreation a pour but Imposition de quelques

principes de Calcul, et meme d Arithmetique supe-

rieure, par des precedes de demonstration qui ne sup-

posent au lecteur d autres connaissances mathematiqu.es que les

quatre premieres regies et les definitions de la Geometric elemen-

taire. C est encore un essai de restauration des methodes dont

se servaient peut-etre les ancetres de la Science, dans la Chine

et dans 1 Inde, pour arriver a la decouverte des proprietes et des

lois du nombre et de 1 etendue. Nous n ignorons pas que les

savants qui s occupent des origines. de rArithmelique et de la

Geometric sont divises sur la question de savoir si les solutions

des problemes relatifs a la mesure des surfaces et des volumes

ont ou n ont pas precede celles des problemes de meme ordre

dans le calcul des nombres polygonaux et des nombres figures

que nous definissons plus loin; nous devons dire que cette Re

creation et la suivante viennent apporter un nouvel appoint a

ceux qui pretendent que i etude de 1 Arithmetique a precede celle

de la Geometric; mais nous n y reviendrons que plus tard, pour
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demeurer fidele a notre methode d enseignement et de vulgari

sation qui consiste toujours a passer du simple au compose ;
nous

commencerons par les questions les plus elementaires.

L ADDITION.

Avec des boules, des billes, des noix. ou mieux encore avec

les pions d un ou de plusieurs jeux de dames, nous pouvons suc-

Fig. ii.

Un Deux Trcis

Quatre Cinq

Les cinq premiers nombres.

cessivement representer les nombres entiers 1,2, 3, 4, 5, ...,

ainsi que nous indiquons ci-dessus (fig. 1 1
).

L Arithmetique et, par suite, toutes les Mathematiques repo-

Fig. 12.

---- 5 II

^ eb2

3et3

et5

L addition.

sent sur cet axiome, que le nombre est toujours egal a la somme
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de ses unites, quelle que soi t la maniere de les assembler ou de les

grouper. Ainsi, en partageant le nombre 6 en deux parties, on

peut obtenir les dispositions representees sur la Jig. 12.

Done le nombre 6 est la somme de 5 et de i, par definition,

mais aussi de 4 et 2, de 3 et 3, de 2 et 4, et enfin de i et 5. Par

suite, la somme de deux nombres ne change pas lorsque Ton

intervertit 1 ordre des nombres ajoutes; il en est de meme pour la

somme d autant de nombres que 1 on voudra.

LA MULTIPLICATION.

La multiplication de 4 par 6 est 1 addition de six nombres

egaux a 4; nous Tavons represented (fig. 1 3 ); le resultat s appelle

ig. Fig. 14.

Le produit. 4x6 Le produit renverse. 6X4

le produit de la multiplication ou le nombre rectangulaire de

cotes 4 et 6. Si Ton fait tourner la figure d un quart de tour, le

nombre des unite s ne change pas; on obtient alors le rectangle

(fig. 14) provenant de la multiplication de 6 par 4.

La comparaison des fig. i3 et 14 demontre cette proposition,
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que le produit de deux nombres ne change pas lorsque Ton inter-

vertit 1 ordre des facteurs, ainsi qu on peut le constater sur la

Table de multiplication. Cette demonstration est classique.

LES NOMBRES TRIANGULAIRES.

Supposons toujours les nombres represented par des boules

juxtaposees en ligne droite et placons successivement (fig. 1 5
)
le

A
13

Les triangulaircs.

premier nombre sur le second, les deux premiers sur le troisie:ne,

les trois premiers sur le quatrieme, les quatre premiers sur le

cinquieme. et ainsi de suite. Nous formons ainsi successivem^nt

ce que Ton appelle les nombres triangulAires.

Si Ton veutconstruire la Table des nombres triangulaires, etla

conduire aussi loin qu on voudra, on ecritsurune premiere ligne

les unites r, i, r, ...; sur une seconde ligne les nombres successifs
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i, 2, 3, ..., detelle sorte que chaque nombre de cette ligne soil la

somme de celui qui le precede dans la ligne et de 1 unite i qui est

au-dessus de lui; c est la loi meme de formation des nombres en-

tiers.

Unites i i i i i i i i i i

Entiers t 2 3 4 5 (&amp;gt; 7 8 Q i o

Triangulaires. i 3 6 10 i5 21 28 36 43 i&amp;gt;5

Sur une troisieme ligne, on forme la suite des nombres trian-

gulaires en ajoutant au dernier nombre obtenu celui qui se

trouve au-dessus dans la colonne suivante; ainsi, par exemple,

28= 21 -hy, et de meme pour tous les autres. Pour avoir les

cent premiers triangulaires, on a done a faire cent additions suc-

cessives de deux nombres.

LA. PILE D OBUS,

Mais il vient se placer ici tout naturellement une question im-

portante. Comment peut-on determiner directement le centieme

triangulaire, ou plus generalement, comment peut-on calculer

un triangulaire de rang donne?

On sait que, dans les arsenaux. les projectiles emmagasines

sont de deux especes : les uns sont des boulets destines aux

pieces lisses; les autres, qui serventa la charge des pieces rayees,

ont une forme cylindro-conique. Nous ne nous occuperons

pour 1 instant que de ces derniers. Une premiere tranche ver-

ticale represente un nombre triangulaire dont le profil est re-

presente fig. 16. Pour donner plus de solidite a la pile, on
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place plusieurs rangees verticales semblables; et le nombre total

des obus est le produit du nombre des tranches par le triangu-

laire correspondant qu il s agitdonc de calculer.

Pour cela, considerons, par exemple. le cinquieme triangu-

Fig. 16.

La pile d obus.

laire et placons a cote, en sens inverse (jig. 17), le meme trian-

gulaire represente par des boules blanches; nous formons ainsi

Fig. 18.

un parallelogramme; chaque ligne contient (5-f- i) boules et,

puisqu il y a cinq lignes, le nombre total des boules qui repre

sente le double du cinquieme triangulaire est le produit de 5 par

5 -h i ou 6; ainsi le cinquieme triangulaire est la moitie du pro
duit de 5 par 6.
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CALCUL DIRECT DES TRIANGULAIRES.

Par cette demonstration absolument pareille a celle qui prouve

(fig. 1 8) que 1 aire du triangle est la moitie de 1 aire du paralle-

logramme de meme base et de meme hauteur, on voit que:

Le double dun nombre triangulaire de rang quelconque est

le produit du nombre qui indique son rang par le nombre

suivant.

Le rang est d ailleurs egal au nombre de boules sur le cote, et

nous considerons ces deux expressions comme equivalentes.

Ainsi, en resume, on peut calculer les nombres triangulaires

par additions successives, de maniere a les obtenir tous; mais

aussi on peut les calculer isolement par uneseule multiplication,

ainsi que nous venons de le voir. Le second precede sert de ve

rification au premier en calculant directement les triangulaires

de dix en dix.

.Le Tableau precedent peut etre allonge indefiniment dans le

sens de la longueur, en ajoutant autant de colonnes que Fon

veut; mais on peut aussi 1 allonger dans le sens de la largeur en

ajoutant des lignes. II existe deux precedes d extension absolu

ment differents : le premier donne la theorie des nombres poly-

gonaux ; c est, pour ainsi dire, YArithmetique de Diophante;

nous 1 exposerons dans cette Recreation. Le second precede donne

la theorie des nombres figures; c est plus specialement YArith

metique de Fermat; nous 1 exposerons dans la Recreation

suivante intitulee : VArithmetique en batons.
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LES NOMBRES CARRES.

Placons des boules aux sommets d.e carre s egaux distribues

comme ceux des cases d un echiquier. Nous avons represente

dans \&fig. 19 le carre de 5
;
ce carre est un nombre rectangu-

laire dont les cotes sont egaux; par consequent, le nombre des

unites qu il renferme est 5 x 5 ou 25. Nous savons done cal-

Le carre de cinq.

culer, par multiplications successives, tous les carres ainsi le

nombre des cases de 1 echiquier de 8 cases de cote est 64; le

nombre des cases du damier de 10 cases de cote est TOO; mais,

pour le nombre des sommets de toutes les cases, on doit aug-

menter le cote d une unite. Ainsi, dans \&fig. 19, il y a 16 cases

et 25 sommets; de meme, le nombre des sommets de 1 echiquier

est 8 1, et le nombre des sommets du damier est 121.

Contrairement a ceque nous avons fait pour les nombres trian-

gulaires, nous trouvons L-i tout d abord le procede de calcul pour

chaque carre pris isolement
;
nous aliens chercher le procede par

lequel on peut les obtenir par additions successives. Dans ce

but, nous determinerons ce qu il faut ajouter a un carre pour

obtenir le carre suivant; nous avons represente par des boules
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blanches, dans la Jig. 20, le nombre qu il faut ajouter a chacun

des carres pour obtenir le carre suivant. Ce nombre, que Ton ap-

pelle accroissement, exces ou difference, est forme d uneligne

brisee a angle droit et renferme successivement 3, 5, 7, 9 unites,

c est-a-dire continuellement 2 en plus; il en sera toujours de

oooo-o

Les accroissements des carres.

meme, comme il est facile de s en convaincre. Ainsi les accrois

sements des carres sont representes par les nombres impairs, et

Ton voit alors d une maniere evidente que le second carre est la

somme des deux premiers impairs i et 3; que le troisieme carre

est la somme des trois premiers impairs; que le quatrieme carre

est la somme Jesquatre premiers impairs, et ainsi de suite. On a

done cette proposition : La somme des premiers impairs a partir

de i est egale au carre de leur nombre. On la trouve dans

TArithmetique de Nicomaque, de Gerase, qui vivait vers la fin

du i
cr siecle de 1 ere chretienne.
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LA TABLE DES CARRES.

222222222 2

Impairs i 3 5 7 9 11 i3 i5 17 19
Carres i 4 9 16 25 36 49 6 \ 8x 100

Nous profiterons du theoreme precedent pour construire rapi-

dementla Table des carres. Sur une premiere ligne, on ecrit con-

stamment le nombre 2
;
sur une deuxieme ligne, on forme succes-

sivement les impairs en ajoutant 2 au dernier impair obtenu; sur

une troisieme ligne, on forme les carre s en ajoutant au dernier

carre obtenu le nombre place au-dessus dans la colonne suivante;

ainsi, par exemple, 49 36 -+- i3. On verifie d ailleurs le cal-

cul en placant a 1 avance les carres des nombres termines par

des zeros, etl on doit les relrouver dans le courant de Toperation.

La Table des carres est d une extreme importance pour 1 Arith-

metique theorique et pratique, et nous pensons que son emploi

est beaucoup plus utile et plus etendu que celui de la Table des

logarithmes. Nous y reviendrons plus d une fois dans le courant

de cet Ouvrage. Nous supposerons done que Ton possede une

telle Table, que Fon peut rapidement construire soi-meme d apres

les indications precedentes. II n est pas douteux que c est par son

secours que Fermat a obtenu et demontre la plupart de ses inven

tions arithmetiques.

Nous nous servirons de cette Table pour rdsotfdre diverses

questions. On reconnaitra tout d abord si un nombre est carre eh

le cherchant dans la Table, puisque les carres sont ranges par

ordre de grandeur, et nous supposerons d ailleurs que ce nombre

ne depasse pas les limites de cette Table, et, par exemple, cent

millions, si Ton a calcule la Table des dix mille premiers carres.
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Comment reconnaitre maintenant, avec la Table descarres, si un

nombre donne est triangulaire; on se servira pour cela du theo

reme suivant que Ton trouve dans 1 Arithmetique de Diophante :

L octuple d un triangulaire augmente de Iunite est toujours

Fig. 21.

Theoreme de Diophante.

un carre. La demonstration de ce theoreme resulte immediate-

ment de la vue de la fig. 21 ci-dessus.

Inversement, tout carre impair diminue de I unite est roc-

tuple dhm triangulaire.

Par consequent, pour savoir si 55 est un triangulaire, on Ic

multiplie par 8 et Ton ajoute i . ce qui fait 441 ou le carre de 21 ;

done 55 est un triangulaire; pour avoir son cote
7
on prend la

moitie du cote de carre diminue prealablement de i et Ton trouve

10. Ainsi 55 est le dixieme triangulaire.

E. LUCAS. Recreations mathcm., IV.
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LES RESTES DES CARRES.

A la seule inspection de la Table des carres, on reconnait im-

mediatement que ceux-ci sont termines par 1 un des chiffres

o, 5, i, 4, 6, 9 et ne sont jamais termines par Tun des quatre

chiffres 2, 3, 7, 8
;

cela resulte de ce que le dernier chiffre d un

produit est le meme que celui du produit de ses deux derniers

chiffres. On peut done affirmer que si un nombre est termine

par 2, 3, 7, 8, il ne peut etre un carre parfait. On dit que les

nombres o, 5, i, 4, 6, 9 sont les restes des carres par 10, et que

les autres sont des non-restes ou des non-residus.

De meme, les triangulaires ne sont jamais termines par Tun

des chiffres 2, 4, 9, 7, parce que leur octuple augmente de

I unite donnerait pour dernier chiffre un non-reste de carre; ces

observations permettent de simplifier dans beaucoup de cas les

recherches pour savoir si un nombre est triangulaire ou carre.

LES DECOMPOSITIONS D UN CARRE.

Si nous plagons au-dessous du Tableau des triangulaires la

ligne des carres, nous obtenons ainsi la nouvelle Table :

Unites i i i i i i i i i i

Entiers 12345678 910
Triangulaires... i 3 6 10 i5 21 28 36 ^5 55

Carres i 4 9 16 25 36 49 64 81 100

On reconnait immediatement que tout carre est la somme du
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triangulaire de meme rang et du triangulaireprecedent. Gette

propriete est visible sur la Jig. 22; de meme la Jig. 23 nous

Fig- 22. Fig. 23.

montre que tout nombre carre est egal a son cote augmente de

deuxfoisle triangulaire de rang precedent.

LES NOMBRES PENTAGONAUX.

La Jig. 24 represente le cinquieme nombre pentagonal; on

formerait le sixieme nombre pentagonal en ajoutant des boules

au dela du contour EPQR. Ainsi les nombres pentagonaux sont

formes par des boules placees sur des enceintes ou contours suc-

cessifs d un pentagone regulier ;
le premier pentagonal est repre

sente par la boule A
;
le second pentagonal par cette boule et les

quatre boules blanches aux sommets du pentagone regulier de

coteAB; le troisieme pentagonal par les boules precedentes et

celles qui se trouvent sur le pentagone de cote AC, et ainsi de

suite.

Puisque le contour exterieur EPQR a trois cotes, EP, PQ r
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QR, on voit que, d un contour au suivant, le nombre des boules

augmente de trois unites. Par suite, le Tableau des pentagonaux

se fait comme celui des carres, mais en remplacant la premiere

Fig. 24.

ABC E

Le cinquieme pentagonal.

ligne des nombres tous egaux a 2, par des nombres tous egaux

a 3.

LA TABLE DES PENTAGONAUX.

3333333 3 3

Triples moins 2 i 4 7 10 i3 16 19 22 25 28

Pentagonaux.... i 5 12 22 35 5i 70 92 117 145

Ainsi, en continuant le Tableau precedent, on peut calculer

tous les pentagonaux par additions successives; mais, si 1 on veut

calculer isolement un pentagonal de rang donne, il suffit de con-

suiter la Jig-. 25, qui nous montre immediatement 1 exactitude

de cette proposition :
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Tout pentagonal est egal a son cote AB augmente de trois

fois le triangulaire de rang precedent.

Cette proposition correspond a celle qui resulte, pour le carre,

de la vue de laJig. 28, mais si Ton ajoutele cote ABde \&fig. 25

au triangle place au-dessus et forme de boules blanches, on en

deduit la propriete correspondante a celle cle \&fig. 22 pour le

carre et que Ton enonce ainsi : Tout pentagonal est la somme dn

Fig. 26.

triangulaire de meme rang et du double du triangulaire pre

cedent.

II nous reste maintenant a resoudre la question suivante :

Comment reconnaitre qu un nombre donne est pentagonal? Mais

il resulte immediatement de 1 etude de \&fig- 26 que : Le triple

de tout nombre pentagonal est un nombre triangulaire dont le

rang est le triple moins un du rang du pentagonal. Inverse-

ment, tout triangulaire dont le rang est un triple moins un est

le triple d un pentagonal. Ainsl, un nombre etant donne, pour

savoir si ce nombre est un pentagonal, on le multiplie par 3, et

le produit doit etre un nombre triangulaire. Par consequent,

en appliquant le theoreme de Diophante : Le produit par 24
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dun nombre pentagonal ctant augmente de I unite donne nn

carre dont le cote est le sextuple moins un du cote du pentago

nal. Inversement, tout triangulaire dont le rang est un sextuple

Le triple pentagonal.

moins un est le produit plus un d un nombre pentagonal

par 24.

On reconnait encore facilement qu un nombre pentagonal ne

peut etre termine par 1 un des chiffres 4, 8, 3, 9, parce que, s ii

en etait ainsi, le triple de ce nombre serait termine par 2, 4, 9, 7

et que 1 un de ces chiffres ne peut etre le dernier chiffre d un

nombre triangulaire.
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LES NOMBRES KEXAGONAUX.

La fig. 27 represente le cinquieme nombre hexagonal; il est

forme en placant des boules a egale distance sur les contours suc-

Fig. 27.

Lc cinquieme hexagonal.

cessifs d hexagones reguliers ayant pour sommets communs le

sommet A, et dont les cotes sont respect!vement i, 2, 3, 4; on

pourrait construire la Table des nombres hexagonaux en rempla-

c,ant, dans la premiere ligne de la Table des carres ou des penta-

gonaux, les nombres 2 ou les nombres 3 par le nombre 4; on peut

aussi calculer directement un nombre hexagonal de rang quel-

conque en observant [fig* 27) que : Tout nombre hexagonal est

egal a son cote AB augmente de quatrefois le triangulaire de

rang precedent.

Si Ton reunit les boules blanches du triangle P a celles du cote

AB. on a encore cette proposition : Tout hexagonal est la somme

du triangulaire de meme rang et du triple du triangulaire pre

cedent.
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Mais le calcul de la Table des nombres hexagonaux est inutile,

et les resultats se deduisent de la Table des triangulaires, car il

resulte de la proposition precedente et de la vue de la. fig. 28 que :

Fig. 28.

Tout hexagonal est un triangulaire de cote impair et recipro

quement.

LES NOMBRES POLYGONAUX.

En continuant le mode de construction des nombres pentago-

naux et hexagonaux, on apprend a construire tous les nombres

polygonaux. Pour cela, on figure un polygone regulier d un

nombrequelconque de cotes en placant une boule a tous les som-

mets. Si Ton joint un sommet determine a tous les autres et si

Ton place des boules a une distance double, triple, quadruple de

ce sommet, on obtient des sommets de polygones de cotes doubles,

triples, quadruples. Puis Ton place sur les cotes de ces polygones

des boules dont la distance est toujours egale au cote du polygone



L Arithmetique en boules. 41

primitit. On a les deux propositions suivantes analogues a celles

qui ont ete indiquees plus haul :

Tout polygonal est egal a son rang augmente d autant de

fois le triangulaire precedent qu ily a d unites dans son rang

diminue de deux.

Tout polygonal est egal au triangulaire de meme rang

augmente d autant de fois le triangulaire precedent quil y
a d unites dans son rang diminue de trois.

Fig. 29.

Le nonuple triangulaire.

D ailleurs. pour construire tous les polygonaux dont le nombre

des cotes est donne, ilsuffit de rem placer dans la Table des carres

ou des pentagonaux la premiere ligne contenant les nombres 2

ou les nombres 3, par des nombres tous egaux au nombre des

cotes diminue de deux unites.

Nous donnons ci-apres la Table des dix premiers nombres

triangulaires, carreV, pentagonaux, hexagonaux, heptagonaux,

octogonaux, nonagonaux et decagonaux.
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TABLE DES NOMBRES POLYGONAUX,

Les nombres octogonaux donnent lieu a la proposition sui-

vante : Le triple plus tin d un octagonal cst un carre dont le

cote est le triple moins tin du cote de Voctogonal.

Mais, pour demontrer ce theoreme, nous remarquerons d abord

que tout octogonal est egal au pentagonal de meme rang aug-

mente du triple du triangulaire de rang precedent; cette propriete

resulte de la decomposition d un pentagonal par une diagonale

menee du sommet qui correspond a 1 unite. Cela pose, la jig. 29

nous montre quc : Le nonuple plus un d un triangulaire est un
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triangulaire dont le cute est le triple plus tin du cote du pre

mier. Si Ton superpose le cote A 2 A 3 de cette figure sur le cote

Ao A 3 de Ja Jig. 26, en tenant compte de la decomposition de

1 octogonal en un pentagonal et trois triangulaires de rang prece

dent, on demontre 1 avant-derniere proposition, car on forme ainsi

un losange dont le nombredes boules est un carre.

Par suite, un octogonal ne peut etre termine par 1 un des

Fig. 3o.

Lc double decagonal.

chiffres 7, 4, 2, 9; car, s ilen etait autrement, son triple plus un

qui est un carre serait termine par 2, 3, 7, 8; ce que nous avons

reconnu impossible.

Les nombres decagonaux dormant lieu a la propriete suivante :

Le double plus un d un decagonal est un triangulaire dont le

rang est le quadruple moins deux de celui du decagonal.

En effet, tout decagonal vaut un triangulaire de meme rang

augmenle de sept triangulaires de rang precedent; or, en ajoutant

(fig. 3o) 1 un des triangulaires ombres aux sept triangulaires
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en boules blanches ou noires, on forme le decagonal. 11 resulte

de cette proposition qu un decagonal ne saurait etre termine par

Tun des chiffres 3,4, 8, 9.

DEUX PROBLEMES DE FERMAT.

La theorie des nombres polygonaux se trouve dans VArithme-

tique de Diophante, et les formules qui servent a les calculer sont

reproduites dans la Geometric de Boece, et dans un recueii en-

cyclopedique du xv e

siecle, ayant pour titre : Margarita philoso-

phica. Gette theorie semble avoir ete abandonnee a cause de son

peu d application pratique ;
mais elie a occupe les plus grands

geometres et, en particulier, Fermat. Nous indiquerons la solu

tion de deux problemes fondamentaux; cette solution est beau-

coup plus simple que toutes celles qui ont paru jusqu ici dans

les essais de restauration d un passage obscur de Diophante. Ces

deux problemes sont les suivants : i Etant donne un nombre,

trouver de combien de manieres ce nombre pent etre polygo

nal; 2 Trouver un nombre qui soit polygonal autant de

fois qu on voudra et trouver le plus petit de ceux qui satis-

font a la question.

Pour resoudre ces deux problemes, nous aurons recours a la

Table des nombres polygonaux (p. 42 ), que Ton consulte comme

la Table de Pythagore.

A 1 inspection de ce Tableau, on reconnait facilement qu il

est plus simple de le calculer par colonnes, car, en passant dans

chacuned elles d une ligne a la suivante, tous les nombres aug-

mentent d une meme quantite, a savoir le triangulaire de la co-

lonne precedente. Par suite, pour savoir de combien de manieres
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uii nombre donne est polygonal, il sutril de le diviser par Jes

triangulaires successifs en ne conservant que les divisions dans

lesquelles le reste represente le triangulaire qui precede le divi-

seur. Le second probleme se ramene de meme a determiner un

nombre qui, divise par des nombres donnes, fournisse des restes

donnes; la solution en est connue.

LA TABLE DES QUARTS DE CARRES.

Les Tables des carres et des Quarts de carres sont fort

importantes pour les calculs exacts de l Arithmetique theorique

et de l Arithmetique pratique. Dans la pratique, on trouve un

precede rapide de calcul qui remplace, comme dans le systeme

des logarithmes, la multiplication par une addition. Dans la

theorie, on trouve un precede plus rapide encore pour la decom

position des grands nombres en facteurs premiers; ce precede

fort expeditif etait connu de Fermat.

En 1690, Ludolf publiait une Table des carres des cent mille

premiers nombres et expliquait, dans son introduction, que cette

Table pouvait donner les produits de deux nombres a et b par la

formule des quarts de carres

ab = -la-\-by -(a 3~)
2

;

4 4

on a done pour la multiplication une Table a simple entree,

tandis que celle de Pythagore est a double entree. La premiere

Table des quarts de carres, que Ton construit comme celle des

carres, par additions successives, a ete publiee par Voisin, sous
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le titre : Tables des multiplications, ou logarithmes des nombres

entiers depuis i jusqu a 20000, au moyen desquelles on pent

multiplier tons les nombres qui nexcedenl pas 20000 (Paris,

1817). Par le mot logarithme, Voisin entend un quart de carre,

et ainsi-a 2 est le logarithme de a; par suite, la formule prece-

dente s enonce ainsi :

Le logarithme d un produit est egal a la difference des loga

rithmes de la somme et de la difference des facteurs.

II existe une Table des quarts de carres jusqu a 100000, publiee

par Laundy, en Angleterre, et une Table manuscrite jusqu a

200 ooo par le general Shortrede
I

1

).

Sylvester a donne, dans le Philosophical Magazine de 1854,

la generalisation de la formule des quarts de carres en exprimant

le produit de n quantites par une somme de puissances d expo-

sant 72.

Lorsque la somme (a -+- b) des deux facteurs a multiplier de-

passe les limites de la Table^ on peut encore effectuer le produit,

lorsque les facteurs a et b sont contenus dans la Table, par la

formule

mais alors il faut entrer trois fois dans la Table, et doubler ensuite

le resultat.

Nous terminerons cette Recreation en indiquant quelques exer-

cices de calcul qui se rapportent a notre sujet.

( ) J.-W.-L. GLAISHER. On multiplication by a table of single entry.

(Philos. Mag., nov. 1878).
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EXERCICE ;. Le chiffre des dizaines d un carre termine par i ou par 9
est un nombre pair.

Le chiffre des dizaines d un carre termine par 5 est 2.

Le chiffre des dizaines d un carre termine par 4 est un nombre pair.

Le chiffre des dizaines d un carre termine par 6 est un nombre impair.
Un nombre n est pas un carre parfait, si 1 ensemble de ses deux derniers

chiffres n est pas 1 un des vingt-deux nombres

oo; 01,21,41,61,81; 09,29,49,69,89;
25; 04, 24, 44, 64, 84; 16, 36, 56, 76, 96.

EXERCICE 2. Etendre les resultats precedents a un systeme quelconque
de numeration, et en particulier au systeme duodecimal.

Combien y a-t-il de nombres de deux, trois, ... chiffres qui terminent

les carres des nombres ecrits dans un systeme de numeration de base

don nee ?

EXERCICE 3. Toute somme de deux Carre s a un nombre pair de dizaines,

si elle est terminee par i, par 5 ou par 9, et un nombre impair, si elle est

terminee par 3 ou par 7.

Lorsqu un carre est termine par i ou par 9, la moitie du nombre de ses

dizaines est de meme parite que le nombre des centaines.

EXERCICE 4. Le carre d un nombre termine par 8212 890 625 se ter

mine de la meme facon, ainsi que toutes ses puissances; et il n y a qu un
seul autre nombre de dix chiffres, en exceptant dix zeros ou neuf zeros

suivis de un, qui possede la meme propriete: c est le nombre i 787 109 376.
Les nombres de dix chiffres du systeme de base six, dont toutes les puis

sances se terminent par les memes dix chiffres, sont

322i35o2i3 et 2334205344.

De meme, dans le systeme duodecimal ou Ton designe dix par a et onze

par b, ce sont les nombres

2 i 66 i 63 854 et 9 ao5 ao8 369

EXERCICE 5. Trouver les n derniers chiffres d un nombre, connaissant

les n derniers chiffres de son carre.

Par exemple, si les n derniers chiffres du carre d un nombre sont
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224 466 889, les neuf derniers chiffres de ce nombre sont parmi les sui-

vants :

2658ioo83, 7658roo83, 363466333, 863466333,

734189917, 234189917, 636533667, i3653366 7 .

EXERCICE 6. Connaissant le produit d un nombre par le nombre ren-

verse, retrouver les facteurs du produit.

EXERCICE 7. Former les puissances successives de 2. En doublant

continuellement, on forme la suite des nombres

2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 5i2, 1024

On verifie les calculs par les resultats suivants :

2&quot; = 65 536

2 3S
42949 67296

2 64 = 18446 74407 37095 5i6i6.

La puissance de 2 d exposant 196, egale a seize fois le cube de la prece-

dente, se compose des soixante chiffres suivants :

10043 36277 66:86 89222 13726 30771
32266 26576 37687 11142 45522 o6336.

La notation des exposants est due a Nicolas Chuquet; on la trouve dans
son Ouvrage intitule Triparty en la Science des nombres, ecrit en 1484 et

public pour la premiere fois par M. Aristide Marre, en 1880, dans le

Bullettino di Bibliograjia (t. XIII) du prince B. Boncompagni.

EXERCICE 8. Former les puissances successives de 5. Le lecteur les

trouvera dans 1 interessante preface de la Table des Logarithmes de Callet.

Demontrer que le chiffre des dizaines de mille d une puissance quelconque
de 5 ne peut etre ni un 3, ni un 8. (LAISANT. )

EXERCICE 9. On considere le tableau des neuf quantites

p* -f- q- r2
s 2

, z(qr-+-ps), z(qs pr},
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Verifier que la somme des carres des nombres contenus dans une meme

ligne ou dans une meme colonne est egale au carre de p~ -+- q- -\- r- -h s\

EXERCICE 10. Trouver quatre nombres tels que leurs produits deux

ii deux, augmented de 1 unite, soient des carres. (DIOPHANTE, Liv. I\
,

Prob. XXI.) Si Ton pose

a = r,

b = s(rs-&amp;gt;r 2),

c (s-h i
) (rs 4-r + 2),

d --
4 (

,.5 _j_ i
) (

rs -+- r -i- i
) (

rs
3
-h rs 4- 2 5 -+- i ),

les carres des six expressions

7*5 -f- I
,

rs -
-.- r -r- r,

2 7
2 5 2 H- 2 r J 5 -r

4&quot;5
-h 2 / + I,

rs 2
-i- i*5 4- 2 s + I ,

2 7-
2 5 J 4- 2 r 2 5

2 + 6 rs- 4- 4rs + 45 -4- i
,

2r s
s

3

-f-4r
s s 3 + 6 r5a

-f- 2r a 5 -r 8rs + 45+ 27- -h 3

sont respectivement egaux aux six quantites

ab -H i ,
ac -}- i, ad -f- i

,

fc -h i
,

W + i
,

erf + i .

E. LUCAS. Recreations mathem., IV.





RCRATION.

L ARITHMETIQUE EN BATONS

A Monsieur Leon Rodet, ancien eleve de I Ecole Polytechnique,

Ingenieur des Manufactures de I Etat.

Les questions aisees doivent etre traitees par des

moyens egalement faciles
;

il faut reserver 1 analyse
savante pour les questions qui exigent les grands

moyens et il ne faut pas ressembler a ce personnage de

la Fable, qui, pour se delivrer d une puce, voulait em-

prunter a Jupiter sa foudre ou a Hercule sa massue.

(
DELAMBRE. )





TROISIEME RECREATION.

L ARITHMETIQUE EN BATONS.

DANS L INDE, AU TEMPS DE CLOVIS.

AYANT

rendu hommage a Brahma, a la Terre, a la Lune,

a Mercure, a Venus, au Soleil, a Mars, a Jupiter, a

Saturne. et aux Constellations, Aryabhata, en la Cite

desfleurs, expose la science tres venerable.

Les lignes qui precedent sont, d apres M. Leon Rodet
(

!

), in-

genieur des Manufactures de 1 Etat, la traduction du premier

distique des Lecons de Calcul d Aryabhata, mathematicien, ne en

Tannee 475 ou 476 de notre ere, qui enseignaitl Arithmetique et

1 Astronomie de 5oo a 55o, a Pataliputra, Fantique capitale des

premiers monarques historiques de Tlnde. Ces lecons se com-

posent de diverses regies de calcul condensees dans trente-trois

distiques qui forment pour ainsi dire le programme de son cours.

En particulier, les distiques XXI et XXII contiennent les regies

que 1 on demontre actuellement dans les cours de Mathematiques

( )
Lecons de Calcul d*Aryabhata, par M. Leon Rodet. (Extrait du

Journal Asiatique}. Paris, Imprimerie Rationale; 1879.
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pour la preparation a nos Ecoles du gouvernement et dont on se

sert couramment dans les arsenaux pour calculer le nombre des

boulets d une pile a base triangulaire ou a base carree. De plus,

le second vers du distique XXII est traduit ainsi : Le carre de

la pile des nombres simples est le volume de la pile des cubes.

L Ouvrage en question ne contient aucune methode, aucune

demon stration
,
aucun indice permettant de faire une restauration ;

mais nous devons dire que 1 on trouve deux demonstrations de

cette derniere proposition dans un Ouvrage de la fin du dixieme

siecle
( ).

LE FAKHIU D ALKARKH!,

II est intitule : Al Fakhri, traite d Algebre compose par Abod

Beqr Mohammed ben Alhacan, surnomme Alkarkhi, le Calcula-

teur; il est dedie a Abou Ghalib Mohammed ben Khalaf, sur

nomme Fakhr Almoulq, la Gloire du gouvernement, vizir de

Beha Aldaoulah. qui mourut le 3 septembre 1016 de notre ere.

Le manuscritqui contient le Fakhri, et cote 962 an supplement

arabe de la Bibliotheque nationale, a ete traduit par Woepcke;

il se termine ainsi : J ai exclu de mon present ouvrage ce qui

ne s y rapporte pas. J avais desire y ajouter quelque chose en fait

des particularites des figures, du cercle et des testaments. Mais

je ne 1 ai pas fait pour deux raisons dont Tune est mon aversion

pour la prolixite; la seconde est que j
ai deja compose surchacun

( ) D autre part, M. Maurice Cantor, professeura 1 Universite de Heidel

berg, a recemment retrouve cette formule de la sommation des cubes dans

1 Ouvrage d Epaphroditus, qui devait vivre sous 1 Empire remain, et peut-etre

au temps de
Trajan&amp;gt; (die romischen Agrimensoren, p. 117. Leipzig, i8j5).
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de ces sujets un ouvrage etendu embrassant leurs theories exactes,

et la solution des problemes les plus subtils avec leur methode.

Louanges sansbornes et sans fin a Celui qui donne 1 intelligence

et qui nous delivre de Terreur! Que sa benediction soit sur notre

Seigneur, Mohammed, le prophete, son elu parmi ses creatures,

et sur sa famille et ses compagnons les purs, les saints!

Geci fut ecrit et acheve par Saliq le Pauvre. Fin.

L etude de la figure renfermee dans ce manuscrit nous a per-

mis de perfectionner la demonstration et de retrouver des prece

des probablement fort analogues a ceux dont se sont servis les

anciens pour obtenir les regies du calcul concernant le volume

des pyramides.

LES NOMBRES EN BAGUETTES.

Prenons des regies d ecolier, de meme grosseur, et supposons

pour fixer les idees, que la largeur et 1 epaisseur aient un centi

Fia. 3 i.

Les nombres simples.

metre
; portons successivement sur une regie des longueurs egales

a i, 2, 3, 4, 5, ... centimetres et, par quelques traits de scie,

coupons cette regie en petits morceaux; nous figurons ainsi les

premiers nombres par ce que 1 on appelle des parallelepipedes

rectangles (fig. 3i
) ;

[ addition de plusieurs nombres se fait en

lesplacant bout a bout,, et Ton peut ainsi expliquer aux enfants

les diverses proprietes de 1 addition.
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Prenons maintenant deux regies de meme longueur, placons-

les a cote Tune de 1 autre et avec de la colle forte reunissons-les.

comme ferait un ebeniste, de maniere a former une regie plate

dont la largeur est double de la hauteur
; portons encore sur cette

regie des longueurs egales a 1,2, 3, 4, ... centimetres, et, par qnel-

Fig. 32.

Les nombres doubles.

ques traits de scie, coupons cette regie en petits morceaux
;
nous

rigurons ainsi les nombres doubles 2, 4, 6, 8, ... (fig. 32).

Avec trois regies accolees et decoupees comme nous 1 avons

Fig. 33.

Les nombres triples.

fait precedemment, nous representons les nombres triples 3, 6,

9, 12, ... (fig. 33).

Et en accolant 4, 5,6, 7, 8, 9, 10 regies et decoupant comme

precedemment nous representerons les nombres quadruples,

Fig. 84.

Les nombres quadruples.

quintuples, septuples, septuples, octuples, nonuples et decuples

(fie- 34).
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TABLE DE MULTIPLICATION DES ARABES.

Par consequent, nous representons ainsi les produits des nom-

bres 1,2,3,4, 5, ... respectivement par i, 2
, 3,4, 5, ..., c est-

a-dire que nous formons la Table de Pythagore. En effet, reunis-

sons bout a bout les nombres simples; placons a cote les nombres

doubles, et ainsi de suite, nous obtenons pour les quatre premiers

nombres la fig. 35; c est la Table de Pythagore rendue mate-

rielle; mais nous pouvons aussi la dissequer, et pour ainsi dire

en disloquer tous le elements. Par suite, en combinant et en

assemblant tous les morceaux de diverses manieres, nous pouvons

obtenir les demonstrations d un tres grand nombre de theoremes

cTArithmetique elementaire.

Au lieu de se servir de regies d ecolier, on peut decouper une

La Table de Pythagore en briquettes.

planchette dont 1 epaisseur est egale au cote du petit carre A

(fig. 35), par des traits de scie representes par les lignes de 1 in-

terieur du carre. Gette figure est, avec quelques differences peu

notables, la reproduction de celle dont nous avons paiie plus

haut et que Ton trouve dansle Fakhri d Alkarkhi (fig. 36). M. le

colonel Laussedat a fait construire, sur nos indications, une Table



58 Troisieme recreation.

de cette nature, pour les demonstrations des cours publics et

Fig. 36.

Tiree du Fakhri.

que Ton trouvera dans les galeries du Conservatoire des Arts et

Metiers.

LES NOMBRES PYRAMIDAUX A BASE TRIANGULAIRE.

Avec les nombres simples de la premiere ligne de la Table de

Fig. 3 7 .

Le sixieme triangulaire.

multiplication, on peut representer un nombre triangulaire;

ainsi \&fig. 3? represente le sixieme triangulaire; on peut de-

montrer encore que le double d un triangulaire (Jig. 38) est egal
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a son rang multiplie par le nombre suivant. Mais 1 emploi de

nos briquettes nous permet d obtenir des demonstrations nou-

velles qu il serait plus difficile de figurer avec des boules. Nous

commencerons par etablir la formule qui permet de calculer la

somme des triangulairesa partirde 1 unite; c est aussi le nombre

des boulets d une pile triangulaire. En effet, une telle pile est

formee, a la base, de boulets tangents entre eux et dont les cen-

Fig. 38.

Le double triangulaire.

tres sont aux sommets de triangles equilateraux tous egaux; par

suite, le nombre des boulets de cette base est represente par le

triangulaire dont le rang est egal an nombre des boulets sur

chaque cote.

Le second etage est forme de boulets places dans les interstices

des boulets de la base inferieure et forme le triangulaire pre

cedent, et ainsi de suite, de telle sorte que 1 etage superieur est

forme par un seul boulet representant le premier triangulaire.

On appelle nombre pyramidal triangulaire le nombre egal a

la somme des unites contenues dans tous les triangulairesa partir

du premier, qui vaut un, et le rang du pyramidal est egal au

rang du dernier des triangulaires dont on a fait la somme. Par

suite, il est facile de construire la Table des pyramidaux suc

cess ifs.
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TABLE DES PYRAMIDAUX TRIANGULAIRES.

Unites i i i i i i i i i i ...

Entiers 12 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Triangulaires i 3 6 10 i5 21 28 36 46 55 ...

Pyramidaux i 4 10 20 35 56 84 120 i65 220 ...

La ligne qui correspond aux pyramidaux se calcule par addi

tions successives en ajoutant chaque pyramidal au triangulaire

place au-dessus et a droite dans la colonne suivante; ainsi, par

exemple, i65 = 120 -j- 45. On peut done, par ce moyen, conti-

nuer cette Table aussi loin qu on le voudra.

Mais comment determiner directement, sans calculer tous les

precedents, im pyramidal triangulaire dont le rang est donne?

Pourcela, nous commencerons pardoubler tous lestriangulaires,

en les remplac,ant par des rectangulaires (fig. 38); placons-les

par etages successifs, ainsi que nous 1 avons fait (fig. SQ). nous

Le cinquieme pyramidal.

obtenons le double pyramidal qui se trouve ainsi adosse a deux

des faces OZAY et OZBX d un parallelepipede (fig. 41). Con-

struisonsa cote et dans une meme orientation un second double
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pyramidal egal au precedent; faisons-le tourner d un quart de

tour autour d une verticale, dans le sens XCY, puis faisons-le

basculer d un quart de tour autour d une droite parallele a CX,

nous I amenerons sur le premier. La jig. 40 represente 1 accole-

ment de ces doubles pyramidaux; on voit tout de suite que le

Fig. 40.

Le sextuple pyramidal.

vide ZAYG du parallelepipede rectangle pent etre rempli par un

troisieme double pyramidal identique.

On forme done ainsi une sorte de tas de paves^ dont il est facile

de determiner le nombre des paves; la hauteur AY est egale au

rang du pyramidal; la largeur CX est egale a ce rang augmente

de 1 unite, et la longueur ZB est egale a ce rang plus deux
; on a

done cette propriete :

Le sextuple d un pyramidal triangulaire est le produit de

trois nombres entiers consecutifs et croissants dont le premier

est le rang du pyramidal.

Veut-on, par exemple, obtenir le nombre des boulets d une

pile triangulaire dont la base contient 100 boulets sur le cote :

il suffit de prendre le j de 100 X 101 x 102, ce qui fait

171700 boulets.



Troisieme recreation.

La methode geometrique pour trouver le volume de-la pyra-

mide resulte (fig. 41 )
de Pequi valence des trois pyramides ayant

Fig. 41.

Le paralleiepipede.

pour sommet commun le point Z et pour bases respectives les

trois rectangles ayant pour sommet commun le point C, a savoir

CXOY, CXBD, CDAY.

LES PYRAMIDAUX QUADRANGULAIRES.

Une pile de boulets a base carree est formee, a la base, de bou-

lets tangents entre eux dont les centres sont aux sommets de carres

egaux; par suite, le nombre des boulets de cette base est le carre

du cote, le second etage est forme de boulets places dans les in

terstices des boulets de la base inferieure et forme le carre prece

dent, et ainsi de suite, de telle sorte que Fetage superieur est

forme par un seul boulet representant le premier carre.

On pent former la Table des pyramidaux quadrangulaires

comme celle des pyramidaux triangulaires, en ajoutant uneligne

a la Table des carres (voir p. 32 ); mais si Ton veut calculer di-
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rectement le pyramidal quadrangulaire de rang donne. il suffic

de se rappeler que tout carre est egal au triangulaire de meme

rang augmente du triangulaire precedent; par suite, on aura cette

proposition : Le pyramidal quadrangulaire est egal au pyra

midal triangulaire de meme rang, augmente du pyramidal

triangulaire de rang precedent.

En multipliant par 6 et en se rappelantla formuledu triangu

laire, et en observant que les parallelepipedes qui representent

deux sextuples pyramidaux triangulaires consecutifs ont deux

dimensions communes qui permettent de les placer bout a bout,

on a cette nouvelle proposition :

Le sextuple d unpyramidal quadrangulaire est leproduit de

son rang par le nombre siiivant, puis par le double de son rang

plus un.

II est facile d avoir des resultats analogues pour les pyramides

polygonales obtenues en etageant successivement les polygonaux

d un meme nombre de cote s.

LES PILES DE BOULETS.

Dans lesarsenatix, les boulets sont ranges suivant trois sortes

de piles. Les piles triangulaires ne sont employees que rare-

ment, et seulement pour un petit nombre de projectiles, a cause

de 1 espace qu elles exigent ;
IQS piles carrees ou quadrangulaires

sont aussi peu usitees, et le plus souvent on emploie les piles

rectangulaires. Dans ces dernieres, la base est un rectangle

allonge; 1 etage au-dessus est forme de boulets en rectangle dont
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les cotes sont plus petits d ime unite que les cote s du rectangle de

base, el ainsi de suite, de telle sorte que 1 etage superieur est for

me d une seule file de boulets.

Pour determiner le nombre des boulets de cette pile, on la de

compose facilement en deux autres, une pile a base carree, et

un prisme dont les boulets sont disposes comme dans la pile

d obus.

II est facile de retenir les diverses formules qui servent a cal-

culer les boulets des quatre piles que nous avons considerees, en

les condensant dans une formule simple qui s applique a toutes :

Le nombre des projectiles d une pile d obus, d une pile trian-

gulaire, d une pile quadrangulaire ou d une pile rectangu-

laire, est egal au nombre triangulaire quirepresente le nombre

des boulets d uneface triangulaire par le tiers du nombre des

projectiles contenus dans Vensemble de trois files paralleles

partant des sommets de la face consideree.

En Geometric, on retrouve le theoreme correspondant pour le

volume du prisme triangulaire, de la pyramide a base triangu

laire ou carree, et du prisme tronque. C est encore un exemple de

1 analogie des formules concernant simultanement la science des

nombres et la science de 1 etendue.

LA PILE DES CUBES.

Nous demontrerons maintenant le theoreme d Aryabhata, dont

il est parle au commencement de cette Recreation, sur la pile des

cubes. Reprenons la Table de Pythagore (fig. 35) et rangeons les
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briquettes par etages successifs, sur les nombrescarres de la Table

qui sont places sur la diagonale AZ. En prenant pour chaque

carre de base les briquettes placees a la gauche dans la meme

rangee, et au-dessous dans la meme colonne, on reconnait facile-

lenient que 1 on forme ainsi les cubes successifs de i, 2, 3, 4, . . .

Fig. 42.

La pile des cubes.

de cote (fig. 42) ; mais, d autre part, le cote de la Table renferme

un nombre d unites egal au triangulaire; par suite, et en conser-

vant la forme de 1 enonce d Aryabhata, la pile des cubes est le

carre de la pile des nombres.

E. LUCAS. Recreations mathem , IV.





LE.JEU DES MERELLES AU XIII&quot; SIECLE.

En ce moyen entra en affection d icelle science

numerale, et tous les jours apres disner et souper y
passoit temps aussi plaisantement qu il souloit es dez
ou es chartcs.

(RABELAIS. Gargantua.)
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LE JEU DES MERELLES AU XIII e SIEGLE.

LA
Bibliotheque de 1 Ecole de Medecine de Montpellier

possede un curieux manuscrit in-8 sur velin, qui a pour

titre
(

J

j
:

Livre du jeu d Escheis, tables et des merelles et sapelle le

diet liure Bacot inuente par Nembrot qui fonda la tour de

Babylone.

M. de Fontenay, receveur principal des postes en retraite, a

bien voulu nous adresser une copie de ce manuscrit pour ce qui

concerne les parties de merelles; c est d apres ce travail que

nous presenterons a nos lecteurs 1 un des jeux favoris de nos

ancetres.

Ce manuscrit du xm e
siecle, sans nom d auteur, debute ainsi :

( )
Recreations mathematiques, t. II, p. 99.
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CHI COMMENCHE

li I i ures de par
tures des Esches. et de

Tables et de Merelles

ct sc clairne cis liures

Bakot et le trouva

Nebron le ioiant qui fist premiers en Babylone
la tour qu on claime Babel, ou li Iangage furent

mue par la volente nostre Segneur. qui vit lor

outre cuidanche. et de la fu Bakot aportes a

troie la grant, et de troie en gresse. Apres
la destruction de

troie et de gresse
vint en fr anche
et encore i est.

oo

X

X

X

X X

00

X

CO

Ce volume contient 206 parties d echecs, 48 parties de Tables

(tric-trac) et 28 parties demarelles, avec autant de figures. Nous

ne nous occuperons que de ces dernieres qui se rapportent a 1 une

des dispositions que nous avons appelee Marelle triple.

Elle est represented dans \&fig. 4-3 ; elle se compose de vingt-

quatre cases reunies trois a trois par des lignes droites. Ghacun

des joueurs prend neuf pions, les uns blancs, ies autres noirs, et

les place alternativement sur les cases. Quand tous les pions sont

poses, chacun des joueurs, a tour de role, peut les faire glisser
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sur une case immediatement voisine, a la condition de suivre

1 une des lignes tracees sur la figure. Le but est de faire un terne,

c est-a-dire d amener, soit en posant, soit en poussant, trois pions

sur une meme ligne droite. Lorsque Tun des joueursy parvient,

Fig. 4 3.

18O

Notation de la Marelle triple.

il prend un pion a son choix dans le jeu de son adversaire qui

continue la partie a son tour. Lorsque Tun des joueurs n a plus

que quatre pions, il peut leur faire franchir, sur une meme ligne

droite, la station intermediaire inoccupee; il peut aussi, suivant

convention, sauter sur une case vide quelconque.

Nous donnons ci-dessous les diverses parties de 1 auteur.

Toutes les parties du manuscrit sont figurees en deux couleurs;

les pions (ou merelles) sont representes par des signes differents.

tels que la Croix, VEtoile, la Lune ou Croissant, VEcu, le Carre,

la Ronde, etc. G est probablement a cause de ces denominations

diverses que les commentateurs ont pense que les regies dece jeu
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etaient differentes des regies actuelles; mais on pourra se con-

vaincre qu il n en estrien. Nous engageons le lecteur a etudier

chaque partie, la merelle a la main, ainsi que je 1 ai fait moi-

meme avec mon ami Delannoy.

Nous designerons chacune des cases par deux chiffres, le pre

mier chiftre distingue par i_, 2, 3, les trois carres de 1 exterieur

a 1 interieur; le second chiffre indique pour chaque carre, de i a

8, a partir d un coin, le rang de chaque case sur le perimetre du

carre, en tournant toujours dans le meme sens. Avec un peu

d habitude, on peut retenir de memoire la place et le numero de

chacune des vingt-quatre stations.

PROBLEME I. Blancs : 1 1
, 16, 17, 22, 23, 32.

Noirs : 25, 27, 34, 36, 38.

Les blancs jouent en premier et, par convention, leur pion

1 1 est seul mobile, et s il est enferme, Us ont perdu. Partie

nulle.

Les blancs jouent 1 1 en 1 2, font terne et prennent 36
;
les noirs,

de 38 en 37. Blancs, de 12 en i3; noirs, de 34 en 35, sinon

ils perdraient la partie. Si les blancs revenaient de i3 en 12

pour former un terne, ils prendraient 1 un des quatre pions noirs

25, 27, 35, 37, mais perdraient la partie, attendu que les noirs

feraient terne en deux coups; mais les blancs jouent i3 en 14.

Un joueur inhabile pourrait penser que les noirs ont perdu;

ceux-ci perdraient, en effet, en jouant sur 36, car les blancs

feraient terne de 14 en i5, enleveraient le pion noir 36 et refor-

meraient le meme terne en deux coups; mais les noirs jouent

25 en 24. Si les blancs faisaient terne de 14 en i5, ils seraient
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obliges deprendre le pion 24, sinon ils seraient enfermes; alors

les noirs feraient un terne en deux coups par 27 en 26 et 36, et

gagneraient la partie; mais les blancs reviennent en i3. Pour

annulerla partie, les noirs jouent 24 en 25 et Ton retrouve une

position precedente.

Cependant si le pion blanc 23 n existait pas au debut de la

partie. les noirs gagneraient. En effet, ils remplacent alors leur

dernier coup par 24 en 14. Les blancs, obliges de faire un terne,

prennent necessairement 27, car autrement les noirs feraient terne

en deux coups. Les noirs jouent 14 en i3 et font reculer le

seul pion blanc mobile en i r, et finissentpar 1 enfermer surl une

des cases du carre interieur. Mais cette tactique ne vaudrait rien

pour les noirs, si le pion 23 existait, car les blancs viendraient

faire un terne en 21 en passant par 18 et 28.

PROBLEME II. Blancs : 14, 16, 25, 36.

Noirs : n, i3, 22, 27, 3i, 33.

Le trait aux blancs; par convention, le pion 14 ne pent etre

deplace qiiune seule fois. Partie nulle, si les deux adver-

sairesjouent correctement.

Les blancs jouent 25 en 26 et prennent 22; noirs, 27 en 28.

Blancs, 26 en 25
; noirs, 3i en 32. Blancs. 25 en 26 et

prennent 32; noirs, 28 en 21.

Si les blancs jouaient le pion 26, ils perdraient, car le pion

noir 33 viendrait en 32 et, quelque pion que prissent les blancs,

les noirs feraient ensuite terne les premiers. Les blancs joueront

done 16 en 17, et les noirs 33 en 32. Blancs, 14 en ID, ce pion
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ne pourra plus se mouvoir; noirs, 21 en 22. Blancs, 26 en 16

et prennent 22
; noirs, 32 en 22. Blancs, 36 en 26, sinon ils

perdraient ;
si les noirs prennent, ils ont perdu; il en est de

meme s ils jouent le pion i3. Ils joueront done 11 en 18.

Blancs, de 26 sur une case voisine; noirs, 22 en 12. Ges deux

coups doivent etre joues indefiniment. Gelui des joueurs qui

prendrait perdrait la partie.

II y a beaucoup de joueurs qui font cette partie sans le pion

blanc 14, et alors les noirs gagnent.

PROBLEMS III. -- Blancs: 35, 36, 38.

Noirs : 16, 17, 18, 21, 23, 32.

Les blancs jouent et gagnent.

Les blancs jouent 38 en 87, font terne et prennent 23 ; noirs, de

16 en 26. Blancs, de 3/ a 38
; noirs, de 22 a 21 . Les blancs

jouent 38 en 37, font terne et prennent 21. Puisles blancs font

la navette de 35 a 34 et de 34 a 35 et gagnent la partie.

L auteur fait observer que cette parture est commune et

soutive . En effet, si les blancs prenaient un pion autre que

23 et 21 . ils perdraient.

PROBLEME IV. -- Blancs : 35, 36, 38.

Noirs : 12, 16, 17, 1 8, 21, 23.

La position initiale de cette partie ne differe de la pre-

cedente que par le dcplacement d nn pion noir de 32 en 12.

Les blanes jouent et perdent.

Les blancs jouent 38 en 37, font terne et prennent 12; noirs, de
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23 a 24. Les blancs jouent un coup quelconque; les noirs, de

21 a 22. Les blancs font terne et sont obliges de prendre 17,

sinon les noirs feraient terne en deux coups par T i et 17 ou i5

et 17; noirs, de 24 a 14. Les blancs jouent un coup quel

conque; les noirs jouent de 22 a 12 et occupent les milieux des

quatre cotes 12, 14. 16, 18 du carre exterieur. Les blancs font

terne, mais perdent la partie.

PROBLKME V. Blancs : 12, 22, 3i, 33.

Noirs : 16, 26, 35, 3j.

Les noirs out le trait; mais le pion 35 est suppose immo

bile. Partie nulle.

Les noirs jouent de 26 a 36, font terne et prennent 22
; blancs,

de 12 a 22. Noirs, de 16 a 26, sinon les blancs feraient terne

et gagneraient; blancs, de 3i a 38, car s ils faisaient terne, ils

perdraient en deux coups. Noirs. de 26 a une case voisine;

blancs, de 38 a 3 i
;
on retrouve une position precedente et la

partie est nulle.

Si le pion 35 etait mobile, les noirs gagneraient la partie.

PROBLEME VI. Blancs : 12, 22, 3i. 32, 33,

Noirs : 16, 26, 35, 36, 37.

Les noirs ont le trait; mais le pion 35 est suppose immo

bile. Partie nulle.

Les noirs jouent de 26 a 25; les blancs, de 22 a 23. Les
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noirs, de 25 a 26, font terne et prennent 23; blancs, de 32 a 22.

Noirs, coup quelconque; les blancs, de 22 a 32, font terne

et prennent un pion noir autre que 35. On est ramene a la

partie precedente.

PROBLEME VII. -- Blancs : 3i, 32, 33.

Noirs : 16, 25, 26, 27, 36, 3y.

Par convention, la partie est gagnee par le joueur qui fait

terne le premier, et les blancs et les noirs peuvent sauter sitr

line case vide quelconque. Les blancs jouent et gagnent.

Les blancs jouent de 3i en 35; les noirs, en 34 ou 3i. Les

blancs de 35 en 3 1 ou 34 font terne, et par consequent, gagnent.

Cette partie est de peu de valeur, dit 1 auteur; toutefois, elle

pourrait bien, par hasard, valoir contre quelques-uns.

PROBLEME VIII. Blancs : 12, 21, 22, 23, 32.

Noirs : 16, 25, 27, 36.

Les noirs ont le trait et perdent la partie, meme en suppo-

sant que les pions blancs 21 et 23 sont immobiles.

Noirs, de 1 6 en 26, font terne et prennent 22
; blancs, de 1 2 ou

de 32 en 22 et prennent 16. Noirs, de 36 en 26, font terne et

ont perdu, quel que soit le pion qu ils prennent.

PROBLEME IX. Memes positions que dans la partie pre

cedente ; les pions blancs 1 2 et 82 sont immobiles. Les noirs

ont le trait et gagnent.
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Noirs, de 25 en 24; blancs, de 21 a 28. Noirs, de 27 a 26,

fontterneetprennent23; blancs.de 28 a 21 ou de 22 a 23. Dans

le premier cas, noirs de 24 a 23, et gagnent la partie. Dans le

second cas, noirs de 26 a 27; les blancs font terne et prennent

Pun des quatre pions noirs, ou bien jouent de 28 a 21. Noirs

font terne, prennent Tun des pions blancs immobiles et gagnent

la partie.

PROBLEMS X. Blancs : II, 22, 32.

Noirs : i5, 16, 17, 26.

Les pions noirs i5 et 17 sont supposes immobiles. Les blancs

ont le trait et gagnent la partie.

Si les blancs faisaient terne avec le pion [ i
,

ils perdraient,

quelque pion qu ils prissent. Ils joueront de 22 a 21
; noirs, de

26 a 36. Blancs, de 1 1 a 12; noirs, de 36 a 26.

Les noirs sont obliges de jouer inderiniment ces deux memes

coups, sinon ils perdraient immediatement. Les blancs jouent

successivement de 32 a 22, de 22 a 23, de 21 a 28, de 12 a 22,

de 28 a 27, de 27 a 26
;
ils finissent par enfermer le pion noir 1 6.

ils font terne et gagnent la partie.

PROBLEMS XI. Blancs : 12, 22, 3i, 33.

Noirs : 16, 25, 26, 27, 36.

Les blancs ont le trait. Les noirs gagnent la partie, meme

en supposant que leurs pions 25 et 27 sont immobiles.

Blancs, de 22 a 32, font terne et prennent 26; noirs, de i6a 17.



y8 Quatrieme recreation.

Quel que soit alors le coup joue par les blancs, les noirs font

terne en portant 36 en 26 et prennent un pion tel qu ils puissent,

sans remuer 26, ramener 17 en 16 an moment ou les blancs sont

sur le point de faire terne. Quel que soit le pion que prennent

alors ces derniers, ils perdent la partie.

Si, au debut, les blancs avaient joue de 3i a 32 et pris 26, les

noirs auraient fait terne et pris 3 i . Les blancs auraient fait terne

de nouveau, pris un pion quelconque et perdu la partie.

PROBLEME XII. Blancs : 12, 21, 23, 32.

Noirs : 16, 25, 26, 27, 36.

Lejoueur qui a le trait perd la partie .

L auteur engage a dire a 1 adversaire : Ghoisis la couleur que

tu veux et joue le premier, ou bien laisse-moi choisir et jouer

(bien qu on ne desire pas qu il accepte cette derniere offre); il

choisira plus hardiment et perdra la partie, comme tu peux le

voir par toi-memc.

PROBLEME XIII. Blancs : 12, 21, 22, 32.

Noirs : 3i, 33, 34, 36, 38.

Comme dans le probleme precedent, le joneur qui a le trait

perd la partie; il est facile dele verifier.

PROBLEME XIV. Blancs : 12, 21, 23, 32.

Noirs : 26, 3i, 33, 34, 36, 38.

Les blancs ont le trait et gagnent la partie.
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Les blancs, de 21 a 22, font terne et prennent 26. On retombe

sur la partie precedente, et les noirs perdent parce qu ils sont

forces de jouer les premiers.

Les blancs auraient perdu s ils avaient pris 36, carles noirs au-

raient joue 26 en 36. Les blancs auraient ete obliges de ramener

22 en 21
;
les noirs auraient fait terne, pris 32 et gagne la partie.

PROBLEMS XV. Blancs : 21, 22, 23.

Noirs : i5, 16, 17, 26, 27, 36.

Les pions peuvent sauier oil Us veulent, et le joueur quifait

terne le premier gagne la partie. Les blancs ont le trait et

gagnent.

Blancs jouent de 21 a 25 et font forcement terne au coup sui-

vant.

Ce probleme ne differe du septieme que par la position des

pions. La solution est la meme dans les deux cas.

PROBLEME XVI. Blancs: IT, 12, 18, 26, 35, 36.

Noirs : 14, 25, 34.

Les noirs ont le trait et perdent la partie.

Noirs, de 25 a 24, font terne et prennent 26; blancs, de i2ai3.

Noirs, de 24 a 25
; blancs, de 36 a 26. Noirs, de 25 a 24,

font terne et prennent 1 1 ou 18; blancs, de 26 a 25. Les noirs

jouent un pion quelconque; les blancs prennent la case aban-

donnee par les noirs, assemblent leurs pions, font terne et ga

gnent la partie.
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PROBLEME XVII. -- Blancs : IT, 12, i3, 22, 28.

Noirs : 14, 17, 26, 36.

noirs ont le trait. Partie nulle.

Noirs, de 14 a 24; blancs, de 28 a 27. Noirs, de 24 a 2 i ;

blancs, de 27 a 28, et ainsi indefiniment.

Le joueur qui joue autrement perd la partie. Si, par exemple,

les blancs jouaient de 28 a 21, les noirs joueraient de 24 a 25,

puis feraient terne et gagneraient en prenant convenablement.

Etudie cette partie par toi-meme, dit Tauteur, car elle est forte

et belle. Elle presente, en effet, un grand nombre de combinai-

sons, quand 1 un des joueurs cesse de jouer les deux coups pri-

mitifs, et la moindre faute suffira pour faire perdre le joueur qui

aurait du gagner.

PROBLEME XVI 1 1. Blancs: 12, 14, 16, 18, 36.

Noirs : 21, 22, 32, 34.

Les noirs ont le trait. Partie nulle.

Noirs, de 32 en 33
; blancs, de 36 en 35. Si les noirs retournent

a leur place primitive, les blancs font de meme, et ainsi de suite

indefiniment.

Si les blancs avaient joue de 36 a 37, les noirs joueraient 34 en

35. Les blancs n auraient rien de mieux a faire que de rame-

ner 35 en 34. Les noirs feraient terne et gagneraient la partie.

La position des pions doit etre erronee. Nous ne nous expli-

quons pas la maniere de jouer indiquee par i auteur. II nous
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semble que les blancs auraient dii faire terne en deux coups sur

une des lignes exterieures et auraient gagne la partie,

PROBLEMEXIX. Blancs: 12, 21, 23, 32.

Noirs : ii, i3, i5, 17, 26, 3i, 26.

Les blancs ont le trait et gagnent la partie,

II faut pour cela que, apres avoir fait terne avec i3, ilsprennent

i5 ou 17.

Si les blancs prenaient 26, les noirs gagneraient, car ils joue-

raient 36 en 26; Jes blancs reviendraient de 32 a 33. Les noirs

feraient terne et prendraient 1 2
;
les blancs feraient terne en allant

de 32 a 22 et prendraient 16. Alors les noirs iraient de i5 a 14,

puis de 3 1 a 38 et gagneraient en deux coups, quel que fut le pion

pris par les blancs.

PROBLEMS XX. Blancs : 12, 14, 22, 23, 32, 34.

Noirs : 16, 25, 27, 36.

Les noirs ont le trait et perdent la partie.

Noirs, de 27 a 26, font terne et prennent 23; blancs, de 34 a 33.

Noirs, de 26^27; blancs, de 14 a 1 3.

Noirs, de 27 a 26, font terne, prennent un pion quelconque et

perdent la partie.

PROBLEME XXI. Blancs : i3, 14, 16. 26, 36.

Noirs: n, 12, 21, 22, 23, 3i, 32, 33.

Les blancs ont le trait et gagnent la partie.

E. LUCAS. Recreations mathem., IV. 6
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Blancs, de 16 a i5, font terne et prennent 1 1
; noirs, dei2 a 1 1.

Blancs, de i3 a 12; noirs, un coup quelconque. Les blancs

ramenent 12 en i3, font terne et prennent un pion tel que les

noirs ne puissent faire terne en un coup; noirs, un pion quel

conque. Blancs, de i5 a 16, font terne, prennent un pion conve-

nable et finissent par gagner en prenant un pion a chaque coup.

Si, au commencement, il y avait eu un pion blanc en i5 au

lieu de 16, les blancs auraient perdu.

PROBLEMS XXI I. Blancs : 16, 25, 36.

Noirs : 22, 23, 27.

Les noirs ont le trait. Partie nulle.

Noirs, de 27 a 26
; blancs, de 25 a 24. Noirs reviennent de 26

a 27; blancs, de 24 a 25, et ainsi indefiniment.

Si les noirs, apres le premier coup, avaient cherche a faire mar

cher 22, puis 23 vers le pion 27 pour faire terne, les blancs 1 au-

raient fait avant eux et auraient gagne la partie.

PROBLEME XXIII. -- Blancs : 16, 33, 34, 36.

Noirs : 1 1, 12, i3, 32.

Les blancs ont le trait et gagnent la partie.

Blancs, de 16 a i5; noirs, de 12 ou de 32 a 22. Blancs, de 36

a 35, font terne et prennent 22; les noirs jouent en 22. Blancs,

de 1 5 a 14; noirs font terne, prennent un pion quelconque et

perdent la partie, les blancs faisant terne en deux coups.

La maniere de joner eut ete analogue si, au debut, il y avait

eu un pion blanc en 26 au lieu de 16.
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PROBLEMS XXIV. -- Blancs : i3, 23, 33,

Noirs : 14, 24, 34.

Les noirs ont le trait et perdent lapartie.

Quel que soit le pion joue par les noirs, le pion blanc corres-

pondant le suit. Ainsi, les noirs allant de 34 a 35, les blancs

jouent de 33 a 34. Quoi que fassent les noirs, les blancs iront de

23 a 22, puis de 1 3 a 1 2 et gagneront la partie.

Si, au debut, il y avait eu un pion blanc en 25 au lieu de 23,

les blancs auraient encore gagne. Us auraient occupe la case aban-

donnee par les noirs, puis amene leurs deux autres pions en 35

et en 1 5 et auraient gagne avant que les noirs fussent parvenus

a faire ternc.

PROBLEME XXV. Blancs : i5, 17, 25, 26, 27,

Noirs : 12, 21, 22, 23, 32.

Les blancs ont le trait, et, par convention, leur pion 26 est

seul mobile. Us gagnent la partie.

Blancs, de 26 a 36; noirs. de 21 a 28. Blancs, de 36 a 26, font

terne et prennent 23. Apres quoi le pion blanc qui est en 26

prendra a tout coup et les blancs gagneront.

Si les noirs avaient joue le pion 32 au lieu du pion 21, les

blancs auraient pris 12 et auraient encore gagne.

PROBLEME XXVI. Blancs: 16, 25, 36,

Noirs : 11, i3. 22, 27, 3i, 33.

Les blancs ont le trait et perdent la partie.
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Blancs, de 25 a 26, font terne et prennent22; noirs,de 27 a 28.

Blancs, de 26 a 25; noirs, de 3i a 32. Blancs font terne et

prennent 32
; noirs, de 28 a 21. Blancs, de 26 a 25; noirs, de 33

a 32. Blancs font terne, prennent un pion quelconqueet per-

dent la partie, les noirs faisant terne en deux coups.

PROBLEMS XXVII. -- Blancs : n, 22., 32,

Noirs: i5, 17, 26, 35, 37.

Les blancs out le trait. Les pions blancs 22, 32 et les pions

noirs 35 et 3j sont supposes immobiles. Les noirs gagnent la

partie.

Blancs, de 1 1 a 12, font terne et prennent 26; noirs, de i5 en

1 4. Blancs, de 1 2 a 1 1
;
noirs, de 1 7 a 1 8.

Les blancs font terne et prennent un pion quelconque.

Les noirs jouent en 1 1 ou en i3 et finissent par faire terne ou

par enfermer en 36 le pion blanc mobile.

PROBLEME XXVIII. Huit pions dememe couleur sont places

sur les cases 1 1, i3, i5, ij, 22, 24, 26, 28. Faire six ternes

en six coups et enlever un pion apres chaque terne, de maniere

quil ne reste plus que deux pions.

De 28 a 18, on prend 18. De 26 a 16, on prend 17.

De 24 a 14, on prend i5. De 16 a i5, on prend i5.

De 22 a 12, on prend i3. De 14 a 1 3, et Ton prend un quel

conque des trois derniers pions.

Pourdonner une idee de la maniere assez obscure del auteur,

nous reproduirons le dernier probleme selon le manuscrit.
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Apres la figure qui indique les positions des huit pions, on

trouve ce qui suit :

Ceste pture est tele q tu vois et samble q li ait mout petit a

faire. Mais ceoc le cuideroit faire q i faudroit, fai por une

vifois et en prent cascun coq une pq i, il ne demeure q deu^.

pren celi de qoi tu fais por une au pmier cop. apres pren

selonc ce q tujues. car ie ne quier plus deviser.

Explicit des pt ures des Merelles.
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LES CARRES MAGIQUES DE FERMAT.

Les geometres, sans s epuiser en principes sur

la logique et n ayant que le sens nature I pour guide,

parviennent, par une marche toujours sure, aux verites

les plus detournees et les plus abstraites ;
tandis que

tant de philosophes, ou plutot d ecrivains en philo

sophic, paraissent n avoir mis a la tete de leurs ou-

vrages de grands traites sur 1 art du raisonnement que

pour s egarer ensuite avec plus de methode, semblables

a des joueurs malheureux qui calculent longtemps et

finissent par perdre.

(D ALEMBERT.)
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LES CARRES MAGIQUES DE FERMAT.

ON
appelle carre magique 1 ensemble de nombres egaux

ou inegaux places dans les cases d un carre de telle

sorte que la somme des nombres renfermes dans cha-

cune des lignes, des colonnes et des diagonales soit toujours la

meme et egale a un nombre fixe appele la constante du carre.

Autrefois. on ne considerait que les carres magiques formes par

la suite des nombres entiers consecutifs
;
mais on a du amplifier

cette definition a cause de la question des carres dits a enceintes.

Dans une lettre bien connue de Fermat a Mersenne, on trouve

un carre incomplet de ce genre avec 144 cases remplies par

Fermat; mais parce que le temps me manque, ecrit-il, jedif-

fere a vous envoyer les cinq enceintes qui manquent, pour par-

faire le carre entier de 22, jusqu au depart du prochain courrier.

Apres cela, vous devez croire que, des que j
aurai le loisir, j

irai

aussi avant sur cesujet qu il est possible. Nous donnerons plus

tard la restauration complete de ce carre
;
cette restitution, qui

portaitsurla recherche de 840 nombres, a ete faited une maniefre
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fort remarquable par M. V. Coccoz, commandant d artillerie en

retraite; mais nous esperons plus et donner le nornbre des so

lutions du probleme d apres les indications de Fermat.

Nous ferons observer que la plupart des auteurs qui ont ecrit

sur les carres magiques, et ils sont nombreux, paraissent s etre

trompes en ne considerant la question qu au point de vue arith-

metique; c est, avant tout, une question d algebre pure. Ils agit

de trouver pour le carre de quatre, par exemple, seize nombres

assujettis a dix conditions : quatre pour les lignes, quatre pour
les colonnes, et deux pour les diagonales. On pourrait done ap-

pliquer les methodes ordinaires de la discussion d un systeme

d equations du premier degre et exprimer les inconnues en fonc-

tion de six d entre elles. Mais on voit immediatement que les

conditions du probleme ne sont pas distinctes, et que 1 une

d elles est la consequence des neuf autres. En effet, lorsque Ton

a impose aux seize nombres les conditions telles que la somme

des quatre lignes et des trois premieres colonnes soit la meme, il

est bien evident qu il en est ainsi dela quatrieme colonne. Mais,

si 1 on supprime cette condition, le probleme devient dissyme-

trique, pour ainsi dire, et fort difficile a resoudre par les precedes

ordinaires. Si Ton traite la question des carres magiques par la

theorie des determinants ou par la resolution algebrique des

equations suivant la methode ordinaire, on est conduit a d e-

normes calculs. C est peut-etre la premiere marche suivie par

Fermat lorsqu il ecrit dans une autre lettre a Mersenne que les

inventions de Frenicle le ravissent, et qu il desirerait connaitre

quelques-unes de ses methodes, enavouant que les siennes, pour

le sujet des carres magiques, comme pour d autres, conduisent a

de grands calculs.
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Quoi qu il en soit, la theorie complete des carres magiques

paraissait une enigme dont on devait attendre longtemps encore

la solution, lorsque nous avons eu le bonheur de mettre la main

sur des manuscrits originaux et inedits de Fermat; ces manus-

crits se composentdequatorze cahierset de feuillets detaches. La

presente Recreation a pour but de montrer la marche suivie par

Fermat dans la formation des carres pairs, d apres 1 etude des

dessins et des carres du manuscrit. La methode est loin d etre

developpee ; chaque page contient quelques dessins faits d un

trait de plume et des carres magiques avec des lettres, presque

toujours, et quelquefois des chiffres. Au-dessous, une ou deux

lignes indiquant par le signe oo ou ceq 1 egalite de nombres com-

pris dans les cases indiquees et reunies par un trait sur le dessin;

puis le nombre des solutions pour chaque dessin et pour chaque

carre. Nous avons cherche a reproduire aussi fidelement que

possible la pensee de notre auteur favori
; mais, pour la rendre

intelligible a tous ceux qui s occupent, aux heures de loisir, des

questions de cette nature, nous Favons rendue aussi elementaire

que possible, puisqu il suffit, pour la comprendre, de connaitre les

quatre premieres regies de TArithmetique. Le lecteur admirera

1 art merveilleux et incomparable avec lequel 1 illustre genie qui

surpassa tous les geometres de Pantiquite et que nul n a surpasse

depuis, a su se debarrasser de tous les calculs.
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LES CARRES MAGIQUES DE TROIS.

On peut placer les neuf premiers nombres dans les cases d un
carre conformant au tableau (fig. 44 ) ; cette figure possede
les proprietes suivantes :

Fig. 44-

Carre de trois. Colonnes.

Lignes. Diagonales.

Les carres de trois.

i La somme des nombres renfermes dans une meme colon ne

est egale a quinze pour chacune des trois colonnes;

2 La somme des nombres renfermes dans une meme ligne est

encore egale a quinze pour chacune des trois lignes ;

3 La somme des nombres renfermes dans chacune des deux

diagonales est encore egale a quinze.

On dit que cette figure est un carre magique de trois; on

peut realiser cette figure avec les neuf premieres boules du jeu de
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loto oil encore avec les des d un jeu de dominos dont les en

sembles de points representent successivement les neuf premiers

nombres, ou encore avec les cartes de meme couleur, depuis 1 as

jusqu au neuf d tm jeu de whist.

LA ROTATION ET LA SYMETRIE.

Si Ton fait tourner le carre magique (fig. 44) d un quart de

tour autour de son centre, il reste magique : car les lignes de-

Fig. 45.

La rotation des carres magiques.

viennent les colonnes, les colonnes deviennent les lignes et les

deux diagonales s echangent 1 une dans Tautre. On se rend

mieux compte encore de cette propriete en faisant tourner les
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tigures. En continuant le mouvement, il en estdememe; par

suite, la rotation d un carre magique en donne trois autres. Nous

avons represente (fig. 45 )
les quatre carres qui se deduisent les

uns des autres par rotation.

Separons les lignes horizontales de Tun quelconque des quatre

Fig. 46.

La symetrie des carres magiques.

carres que nous venous d obtenir et, au lieu de les supposer dans

1 ordre de haut en has, plac,ons-les dans Pordre de has en haut,

nous obtenons encore (fig. 46) quatre carres magiques.

Ainsi tout carre magique donne huit solutions distinctes,

parce que tous les nombres du carre sont inegaux entre euxdeux

a deux. Mais on a amplifie la definition des carre s, et, dans cette

definition plus generale, on ne suppose pas qu il soit necessaire

de prendre des nombres consecutifs a partir de un, ni des nombres

tous distincts. Nous representons (fig. 47) des carres magiques
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contenant plusieurs nombres egaux ;
les principes de rotation et

de symetrie ne donnent plus que quatre solutions distinctes au

lieu de huit.

Enfin. si tous les nombres du carre sont egaux, il n y a plus

Fig. 47.

Carres magiques a nombres egaux.

qu une seule solution
;

il est d ailleurs facile de voir que tout

carre de trois donne i
, 4 ou 8 solutions, et jamais plus.

LES CARRES MAGIQUES DE QUATRE.

Ecrivons les seize premiers nombres suivant 1 ordre naturel,

dans les seize cases d un carre de quatre (fig. 48) ; lorsque nous

designerons plus tard une case par un numero, ce sera toujours

par le nombre correspondant de cette figure.
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Echangeonsentre eux les huit nombres qui se trouvent places

deux par deux sur les cases representees par les boules noires

opposees (fig* 49 h nous obtenons ainsi le carre magique de

j a jig. 5o. On trouve ce carre dans Fermat et dans le Memoire

de Frenicle dont il est parle plus loin, avec 1 indication du pro-

Fig. 48. Fig. 49. Fig. 5o.

13

15

10

cede qui sert a le construire. Mais, si Ton place routes les lignes

dans 1 ordre inverse, on obtient, par symetrie, le carre magique

qui se trouve represente sur la celebre gravure Melencholia d Al

bert Diirer, burinee en 1 5 14 ;
la date de cette gravure est d ailleurs

indiquee par les deux nombres 1 5 et 14 de la ligne inferieure.

DE L ADDITION ET DE LA MULTIPLICATION DES CARRES.

Les carres magiques se pretent a diverses transformations ge-

nerales evidentes :

i Un carre reste magique si Ton augmente ou si Ton diminue
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tous les elements d une meme quantite; en les diminuant de-

leur moyenne arithmetique, c est-a-dire du quotient de leur

somme par leur nombre, on pent supposer la constante nulle
;
on.

introduit ainsi des elements negatifs, mais cet inconvenient est

compense par la simplification des calculs
;

2 Un carre reste magique lorsque Ton multiplie ou que Ton

divise tous les nombres par une meme quantite ;

3 En ajoutant les nombres des cases correspondantes de deux

carres magiques, on obtient encore un carre magique ;
dans le cas.

ou les carres ne sont pas de meme grandeur, mais de meme pariter

on pent border le plus petit de quatre, huit, douze, . . . rangees en

plac.ant des zeros ou des nombres egaux dans les cases ajoutees.

Mais ces transformations alterent, dans le cas general, les ele

ments du carre; voici une transformation qui conserve les memes

nombres lorsque ceux-ci sont complementaires deux a deux, c est-

a-dire tels que si on les range par ordre de grandeur et si on les-

designepar
a, b, c, d, . .., d

,
c

,
V

,
a

,

la somme des nombres places a egale distance des extremes soit

conslamment la meme. Ainsi, Ton suppose

a -f- a b H- b c -\- c = d 4- d . . . s.

En effet, considerons un carre magique quelconque forme avec

de tels nombres, et remplacons Pun par 1 autre chaque nombre

complementaire. Les elements d une meme ligne, d une meme

colonne ou d une meme diagonale se trouvent remplaces par leurs

complements, et ainsi

o, p, q, r, ...

E. LUCAS. Recreations mathem.
t
IV. 7
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par
s o, s p, s q, s r, . . .

;

la sommc de chaque rangee n est done pas alteree.

Nous devons faire observer que cette methode de transforma

tion, quenous appellerons methode par complement, nedonne pas

toujours de nouveaux carres; ainsi, en 1 appliquant a la fig. 5o,

on retrouve un carre que Ton pourrait obtenir par rotation et

par symetrie. On se rendra facilement compte du resultat pour

tout carre en joignant par des droites les centres des cases con-

tenant les nombres complementaires et en regardant si le dessin

obtenu est ou n est pas symetrique par rapport au centre ou aux

medianes du carre.

En prenant quatre nombres a, b, c, d tels que

a -+- d = b 4- c.

on dit que ces nombres torment une ^quidifference, et lorsque

Ton prend au hasard les deux premiers a et b
t
on obtient tou

jours une equidifference en les augmentant tous deux d un

meme nombre quelconque; si Ton augmente maintenant les

quatre nombres a
y b, c, d d une meme quantite, on forme une

nouvelle equidifference e 3f} g, h.

Les methodes de Fermat pour le carre de quatre s appliquent

ainsi a huit nombres a, b, c, d, e, f, g-, h formant une double

equidifference, et a huit nombres complementaires obtenus en

retranchant les huit premiers d un meme nombre s.
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TRANSFORMATIONS GENERALES DES CARRES.

Tout carre pair, c est-a-dire celui dont le cote contient un

nombre pair de cases, se divise en quatre quartiers par deux

lignes medianes; cela pose, on a la proposition suivante : Tout

carre pair reste magique, si Von echange simultanement, sans

les tourner, les quartiers opposes. Nous designerons dans la

Fig. 5i.

Echange des quartiers.

suite les quartiers par les n os
i, 2, 3, 4 comma dans le carre a

gauche (fig. 5i): en echangeant ies quartiers i et 3, 2 et 4, on

obtient le carre a droite. On constate immediatement sur ces

deux carres que les rangees ct les deux diagonales conservent les

memes nombres dans un ordre different. On demontre de meme

la proposition suivante : Tout carre impair reste magique si

Ion echange simultanement, sans les tourner, les quartiers

opposes ainsi que les fragments opposes des deux rangees me

dianes (fig. 52
).

Ces transformations ne donnent pas de nouveaux carres pour

le carre de trois; mais, pour celui de quatre, elles en donnent
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Fig. 52.

Fig. 53.

N&quot; 3. N&quot; 4 .

Echanges des quartiers et des medianes.
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d autres que ceuxquel on aurait obtenus par rotation ou par sy-

metrie. On demontre de meme Fexactitude de la transformation

suivante qui s applique indistinctement aux carres pairs et aux

carres impairs : Tout carre reste magique si Von echange deux

hori^ontales, puis deux verticales qui sont toutes les quatre a

la meme distance du centre. Nous laissons au lecteur le soin de

verifier cette proposition en construisant la figure.

Si Ton applique cette transformation apres 1 echange des quar-

tiers opposes, on obtient encore un nouveau carre
; par suite, tout

carre donne, par Techange des rangees ou des quartiers, trois

autres carres magiques. Nous donnons (Jig. 53) les quatre carres

que Ton deduit d un seul carre de quatre par les echanges que

nous venons de demontrer.

LES TABLES DE FRENICLE.

Les Ouvrages de Frenicle ont ete publics dans un volume im-

prime au Louvre en 1698, par les soins du mathematicien de la

Hire, et reimprimes dans le tome V des Memoires de VAcade-

mie des Sciences (Paris, 1729). On y trouve la Table gene-

rale des Quarre% de Quatre; cette Table, de 45 pages in-4,

contient les 880 solutions du probleme pour tous les carres faits

avec les seize premiers nombres entiers; en tenant compte de la

rotation et de la syme*trie, on obtient done 7040 carres differents.

Mais, si Ton se reporte a la theorie des echanges que nous ve

nons d exposer, on s apercoit immediatement que les Tables de

Frenicle peuvent etre reduites au quart de leur etendue, etqu il
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sulfir, pour classer tous les carres, de supposer que Tun quel-

conque des seize nombres du carre, le plus petit, par exemple,

peut toujours etre ramene dans 1 une des cases i ou 2 (fig. 48).

En effet, d apres le principe de rotation, on peut toujours sup-

poser un nombre quelconque dans le premier quartier, c est-a-dire

sur 1 une des cases i, 2,5, 6
;
en outre, par symetrie, si le nombre

choisi est place sur la case 5, on peutle ramener sur la case 2, et

par echange des quartiers, lorsqu il est place sur la case 6, on peut

le ramener sur la case i
;
d ailleurs, nous montrerons, dans ce qui

suit, 1 inutilite de cette Table. Cependant on trouve dans le Me-

moire de Frenicle quelques propositions generates sur les carres

de quatre; nous en ajouterons quelques autres threes de nos ma-

nuscrits et completees par M. Delannoy.

EGALITES A QUATRE BOULES.

THEOREMS I. Dans tout carre de quatre, la somme des

angles du carre exterieur, celle des angles du petit carre in-

terieur, les sommes des angles de chacun des deux rectangles

medians sont egales a la constante.

Cette proposition se demontre immediatement sur chacun des

carres (fig. 54), en ajoutant les nombres places sur les quatre

traits pleins et retranchant ceux qui sont places sur les traits

poinlilles. On observera d ailleurs que le second carre se deduit

du premier par echange des quartiers opposes, et le quatrieme

du troisieme par rotation.

Ainsi, tout carre de quatre contient quatorze fois la constante



Les carres magiques de Fermat. io3

sur des lignes regulieres : quatre lignes, quatre colonnes, deux

Fig. 54 .

diagonales, deux rectangles medians, le petit carre interieur et

le grand carre exterieur.

THEOREMS II. Dans tout carre de quatre, la somme des

quatre boules noires de I un des carres (fig. 55
) egale la somme

des boules blanches du carre oppose par rapport au centre, et

la somme de Vun de ces carres augmentee du carre adjacent

forme de croix ou de points vaut deux fois la constante.

La seconde partie de cette proposition se demontre en faisant

la somme des nombres places sur les traits pleins ou sur les traits

pointilles, et la premiere partie en retranchant ces deux sommes

Tune deFautre. Nous designeronssous le nom de carres detrois
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chacun des quatre carres formes de boules noires ou blanches, de

croix ou de points dans la partie droite (fig. 55 j. On observera,

Fig. 55.

&amp;lt;l ailleurs, quece carre se deduit du precedent par ecbangesimul-

tane des quatre rangees interieures.

EGALITE5 A DEUX BOULES.

THEOREME III. Dans tout carre de quatre, la somme des

Fig. 56.

extremites d une ranges exterieure egale la somme desnombres
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interieurs de la rangee exterieure opposee; la somme des

extremites d une rangee interieure egale la somme des nombres

interieurs de la rangee voisine, et la somme des extremites

d une diagonale egale la somme des nombres interieurs de

I autre diagonale (fig. 56).

Pour demontrer cette proposition, on ajoute les nombres con-

tenus sur les trois traits pleins et Ton retranche les nombres

situes sur les trois trails pointilles. On observera de plus que le

troisieme carre se deduit du precedent par 1 echange cles quar-

tiers opposes.

Cette egalite entre deux boules noires et deux boules blanches

Fig. 57. Fig. 58. Fig. 59.

donne lieu, par rotation et par symetrie, a dix equations homo-

genes qui remplacent avantageusement les dix equations de la

definition des carres magiques de quatre. En effet, 1 ensemble

des quatre boules forme un grand trapeze (Jig. 5y), un petit tra

peze (fig. 58) ou un losange (fig. 59). Par consequent, si Ton

ajoute les boules blanches de Fun des grands trapezes (fig. 5y)

aux boules noires de I autre, on constate Tegalite des lignes exte-

rieures; en ajoutant les boules de meme couleur de chacun

d eux, on en deduit Tegalite des lignes exterieures au grand
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carre exterieur, et a Tun des rectangles moyens; puis, par rota

tion, on en deduit que les lignes exterieures, les colonnes ex-

terieuresj le grand carre et les deux rectangles medians ont la

meme somme. En considerant les deux petits trapezes (fig. 58),

on conclut 1 egalite des lignes interieures, des colonnes inte-

rieures, du petit carre interieur et des deux rectangles moyens.

En considerant les deux losanges (fig- 59), on conclut 1 egalite

des diagonales, du carre interieur, du carre exterieur; done, en

rassemblant les resultats de ces trois figures, le carre est magique.

COROLLAIRE I. Pour former un carre avec seize nombres pris

au hasard, il faut qu en prenant les sommes de toutes les combi-

naisons des nombres deux a deux, on trouve dix sommes dedeux

nombres egales a dix sommes de deux autres nombres.

COROLLAIRE II. Si, parmi les seize nombres donnes, il en

existe un seul plus petit que tous les autres, un seulpius grand

que tous les autres, ces deux nombres ne peuvent occuper en

meme temps, 1 un la place d une boule noire, Pautre la place

d une boule blanche pour les dix positions qui correspondent a

chacun des huit trapezes ou des deux losanges des Jig. 56, 5y,

58 et 59; car, sanscela, le theoreme III ne serait pas verifie.

GOROLLAIRE III. Si, parmi les nombres donnes, il en existe

deux plus petits ou deux plus grands que tous les autres, ces deux

nombres ne peuvent occuper en meme temps les places de deux

boules noires ou de deux boules blanches pour les dix positions

que nous venons de considerer.
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DES CARRES A QUARTIERS EGAUX.

Lorsque la somme des angles de Tun des quartiers est egale a

la constante, il en est de meme des trois autres, ainsi que cela

resulte immediatement du theoreme II; on dit alors que le carre

est a quartiers egaux (fig. 60). On a ainsi cinq petits carres

ombres dont la somme est egale a la constante. Ces carres pos-

sedent plusieurs proprietes qui viennent s ajouter aux prece-

Fig. 60. Fig. 6r.

dentes, et permettent de trouver, de vingt-quatre manieres dif-

ferentes, quatre nombres places regulierement dont la somme est

toujours egale a la constante.

En effet, si 1 onajoute deux quartiers opposes et si 1 on retranche

la diagonale commune, on voit immediatement que la somme

des boules noires du rectangle diagonal (fig. 61) egale la con

stante; reciproquement, si la somme des quatre boules de ce rec

tangle est egale a la constante, les quartiers sont egaux.

D autre part, si Ton remplace les quartiers opposes (fig&amp;gt; 61)

par les carres de trois (fig. 62), on demontre encore que, si Tun

des carres est egal a la constante, il en est de meme de tous les
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autres et d tm rectangle diagonal, et reciproquement. Ainsi done,

dans tout carre de quatre, lorsque 1 un des quartiers, Tun des

carres de trois ou 1 un des rectangles desfig. 61
,
62 est egal a la

constante, il en est de meme des neuf autres.

Voici quatre autres proprietes des carres a quartiers egaux sur

Fig. 63. Fig. 64-

Fig. 65. Fig. 66.

----- O- -----

les egalites a somme variable entrc vingt-quatre groupes de deux

boules noires et de deux boules blanches correspondantes. Elles

sont indiquees sur les Jig
1

. 63, 64, 65, 66.

Ces proprietes se demontrent immediatement en ajoutant les

nombres situes aux angles de 1 un des carres ou se trouvent deux

boules noires et en retranchant la diagonale ou la ligne repre-
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sentee en traits pointilles ;
ces figures se transforment les unes

dans les autres par echange simultane des quartiers ou des ran-

gees interieures.

Les deux propositions qui correspondent aux^zg-. 63 et 64

m ont ete indiquees par M. Delannoy, les deux autres figures

sont tirees des manuscrits de Fermat.

On a encore une autre egalite entre deux boules blanches et

Fig. 67.

\ &quot;Q

deux boules noires (./?#. 67); on la demontre en ajoutant les

boules du rectangle diagonal represente en traits pleins et en

retranchant celles du rectangle median figure en traits pointilles;

les quatre boules sont aux sommets d un carre. Nous verrons

plus loin que, dans le cas general, il ne saurait exister d autres

egalites de ce genre.

LA TABLE D ADDITION.

Ainsi que nous Pavons vu, il resulte des considerations de ro

tation et de symetrie, et des deux premiers echanges par rangees

ou par quartiers, que Ton peut toujours supposer 1 un des nombres
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quelconques du carre dans le premier quartier surTune des cases

i ou 2 : ces remarques s appliquent a tous les carres et donnent

lieu a leur classification naturelle
f

1

).
Pour dresser une Table des

carres de quatre, il suffit done de neconsiderer que ceux qui ont

le plus petit nombre sur la case i ou surla case 2. Mais, pour

les carres a quartiers egaux, cette Table devient inutile, puisque

Fig. 68.

Ton pent les deduire tous des transformations regulieres d une

Table $ addition.

Formons avec quatre nombres quelconques a, b, c, d, et

quatre autres nombres quelconques &amp;gt;, ^, r, 5, une Table d addi-

tion^ comme celle de Pythagore pour la multiplication, mais en

adoptant cette notation que ap, par exemple, signifie la somme

et non le produit de a et p (fig- 68).

Si Ton echange deux lignes ou deux colonnes quelconques, les

seize nombres de la Table changent de place mais non de valeur
;

( )
D apres une remarque deM. Delannoy, Frenicle aurait range la Table

des carres suivant la grandeur du nombre se trouvant sur la case i, et pour
les carres ayant le mcme nombre dans cette case, d apres le nombre situe

sur la case 6 (contigue en diagonale).
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il en est de meme si Ton remplace les lignes par les colonnes, on

inversement
;
on obtient de cette facon 2

(
i .2.3.4)- OL1 1 1 $ 2 Ta

bles d addition distinctes, si les seize nombres de la Table sont

differents; d ailleurs, il ne peut y avoir d autres solutions si les

nombres donnes sont arbitrages, puisque 1 on peut supposer que

p, q, r, s et a, b, c^ d represented des nombres mesures par pes

unites d especes differentes.

Ainsi done, toute Table d addition de 16 nombres donne

1 1 52 Tables distinctes dans le cas general ;
mais on doit diviser

ce nombre par 8 et le ramener a 144 si Pon ne considere pas

comme differentes les sept Tables deduites d une premiere par ro

tation ou par symetrie.

Ces Tables jouissent de proprietes remarquables ;
on observera

d abord que la somme des termes de chacune des diagonales reste

constante et egale a

a -\- b -\- c -+- d -\- p -\- q -&amp;gt;&amp;lt;-
r -+- s\

plus generalement, si Ton prend quatre termes de telle sorte qu il

n y en ait pas deux dans une meme ligne ou dans une meme

colonne, la somme des termes reste constamment la meme et

egale a la precedente. D ailleurs, le nombre de ces groupes de

quatre termes est evidemment egal au nombre des permutations

i. 2. 3.4 des quatre premiers nombres, comme dans le probleme

des quatre tours sur Pechiquier de quatre cases de cote.

De plus, si 1 on considere quatre nombres places aux sommets

d un carre ou d un rectangle quelconque de la Table, on reconnait

immediatementque la somme des nombres d une diagonale egale

la somme des nombres de Tautre diagonale ;
on a ainsi trente-
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six egalites a deux boules et pas plus, dans le cas general. On a

done le theoreme suivant :

Toute Table generale d1

addition de sei^e nombres donne

1 1 52 Tables distinctes ; elle renferme toujours vingt-quatre

sommes de quatre nombres egales a la constante, et trente-six

egalites de sommes variables entre deux groupes de deux

nombres.

On a evidemment un theoreme semblable pour une Table de

multiplication, en remplacant les sommes par des produits.

LE CARRE MAGICO-MAGIQUE.

Prenons Tunequelconque des Tables d addition, echangeons

entre eux les nombres opposes par rapport au centre du carre, en

exceptant ceux des diagonales ; puis, echangeons le quartier

superieur de droite avec le quartier inferieur de gauche; nous

obtenons le carrefondamental magico-magique de Fermat. Ce

carre a ses quartiers egaux. A toute Table d addition correspond

un carre a quartiers egaux, les vingt-quatre egalites a la constante

donnent les vingt-quatre egalites a quatre boules que nous avons

demontrees plus ha-ut; il en est de meme pour les trente-six ega

lites a deux boules. Reciproquement, tout carre a quartiers egaux

donne naissance a une Table d addition, puisque. par la transfor

mation inverse, les trente-six egalite s a deux boules sont les con-
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ditions d existence d une Table d addition. On a done letheoreme

suivant:

Pour former avec sei^e nombres pris au hasard un carre.

magique a quartiers egaux, il faut et il suffit que Von puisse

former avec ces sei\e nombres une Table d addition ; et si tons les

nombres sont distincts, le nombre des carres est egal a u52
ou 8 x 144.

II resulte encore de la remarquequi termine le paragraphe pre

cedent que Ton peut construire des carres magiques tels que les

sommes soientremplacees par desproduits; il suffit de remplacer

la Table d addition par une Table de multiplication correspon-

dante, ap designant alors le produit et non la somme de a et p.

FORMULES D ARITHMETIQUE.

Reprenons le carre fondamental; considerons ap, bq, ...,

comme des produits ;
faisons la somme des nombres dc chaque

ligne en donnant le signe aux nombres de la premiere diago-

nale, et faisons le carre des sommes obtenues; nous avons

[ ap -\- cs 4- dq -+- br]~

-h [ 4- dr bq -}- as -+- cp]~

H- [ 4- bs + dp cr -r- aq]-

H- [ H- cq 4- ar + bp ds]
z

En faisant la somme. les doubles produits disparaissent a

E. LUCAS. Recreations mathcm.. IV. 8
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cause des egalites a deux boules
;

il ne reste que des carres dont

la somme represente le produit des deux sommes de quatre

carres

(a- 4- b 2
-+- c 2

-+- d 2

) (p- -+- q* 4- r2
-4- s~).

Le precede que nous venons d exposer est plus simple que tous

ceux qui ont ete donnes jusqu ici pour obtenir cette formule. Si,

sans changer a, b, c, d, on permute de toutes les manieres pos

sibles les nombres p. q, r, s, on obtient ainsi vingt-quatre for-

mules, et d ailleurs on ne peut en obtenir davantage avec un

seul terme negatif danschaqueparenthese. Si Ton change ensuite

le signe destermes contenant p dans ces formules, on en obtient

vingt-quatre autres dans lesquelles chaque somme contient deux

signes ou n en contient aucun.

Ainsi, la question de la decomposition du produit des sommes

de quatre carres en quatre carres est inseparable de la theorie des

carres magiques a quartiers egaux.

LES NEUF TYPES DES CARRES A QUARTIERS.

Nous appellerons conjugues les nombres d une Table d addition

symetriquement places par rapport au centre de la Table; ainsi,

dans la Table de \&fig. 68, ap et ds sont conjugues, ainsi que aq

et dr. Dans le carre fondamental, les nombres conjugues sont

encore places deux par deux, symetriquement par rapport au

centre du carre . Si Ton joint ces nombres par des lignes, on ob

tient la figure que nous appellerons le type A ou carre conjugue
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par rapport an centre. Par des echanges successifs, qui s ap-

pliquent a tous les carres aquartiers egaux, nous aliens en obtenir

Fig. 69. Fig. 70 (Type A).

i cip cs dej
br

dr by as cp

bs dp cr
acj

c(j
or Ip ds

d autres; et les divers traits reunissant les nombres conjugues

proviennent des huit egalites des groupes de deux boules opposees

de la Table d addition.

Par 1 echange des deux dernieres lignes, puis des deux dernieres

Fig. 71 Fig. 72 ( Type B).

ap&amp;gt;
GJ dr dq

dr
bfj cp as

aj or ds bp

bs dp afj
cr

colonnes, nous obtenons le type B que nous appellerons con-

jugue par diagonales des carres de trois.

L echange des quartiers opposes conserve les types A et B
;

1 echange des rangees interieures conserve le type A, mais
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transforme le type B dans le type G que nous appellerons conju-

g ue par diagonales de quartiers.

Fig. 7 3. Fig. 74 (Type C).

Echangeons dans chacun des quartiers du carre G les nombres

des secondes lignes; puis echangeons, sans les tourner, les quar-

Fig. 7 5. Fig. 76. (Type D).

op br cs dq

ds
ct] bp or

b&amp;lt;]

as dr cp

cr dp aq 1&amp;gt;s

III I

IMI
tiers inferieurs : nous obtenons le type D ou carre conjugue par

lignes voisines (Jig. 75 et 76).

En operant par colonnes sur le type C, comme nous avons

opere par lignes, c est-a-dire en echangeant, dans chacun des

quartiers du carre C, les nombres des secondes colonnes; puis,

sans les tourner, les deux quartiers de droite, nous obtenons le
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type D ou carre conjugue par colonnes voisines (fig. 77 et 78).

Fig. 77. Fig. 78 (Type I) ).

Bien que les figures des types D et D soient symetriques 1 une

Fig. 79. Fig. 80 (Type E).

cp

ap c&amp;gt;r br

ba dr as

df bp ctj
or*

cr aq dp b.t

Fig. 82 (TypeE ).

ap by df cr

dr&amp;gt; cs aq bp

ca dp br* (U

6J1 G7* Cp dj

de 1 autre par rapport a la premiere diagonale, les carres obtenus
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sont bien distincts, car, si la premiere ligne de D est identique

a la premiere colonnede D, il n en est plus de memepour les se-

condes rangees.

Si, dans le type D, on fait 1 echange des rangees interieures, on

obtient le type E ou carre conjugue par lignes alternees

(fig. 79 et 80); de meme du type D on deduit le type E ou

carre conjugue par colonnes alternees (fig. Si et 82).

Enfin, si dans les types E et E on echange les deux dernieres

Fig. 84 (TypeF\

op dtj cs br

er bs
acj dp

bcj cp dr as

ds or
&quot;bp cq

Fig. 85. Fig. 86 (Type F
).

op cr

&&amp;gt;- dq

dr

dr bp cs aq

cq as dp br

lignes, puis les deux dernieres colonnes, on obtient le type F

(fig. 83 et 84) ou carre conjugue par lignes opposees, et le

type F conjugue par colonnes opposees (fig. 85 et 86).

En se reportant a la Table d addition et a toutes ses trans-
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formations, on obtient ce theoreme : Les carres a quartiers

egaux se partagent egalement en neuf types distincts ; en im-

posant a un element quelconque une case determinee, le nombre

des solutionspour chaque type est egat a 128.

L ADDITION D EQUIDIFFERENCES.

Reprenons la Table d additionde seize nombres; nous suppo-

seronsrt, , c, d et p, g, r, s ranges dans Fordre croissant et de

plus

de telle sorte que ap et bp sont les deux plus petits nombres de la

Table.

Si 1 on echange la premiere ligne des quartiers de droite avec

la seconde ligne des quartiers de gauche, on obtient la Table II
;

mais, pour que cette nouvelle figure represente une Table d ad-

dition, il faut et il suffitque Ton ait les deux relations

a-d-=-b-\-c et p^-s^-r-^-q.

Si, dans la Table II, on echange deux quartiers opposes, par

exemple, le quartier superieur de droite avec le quartier interieur

de gauche, on obtient une nouvelle Table d addition. D ailleurs,

il ne saurait exister plus de trois Tables distinctes; onobservera,

en outre_, que les nombres conjugues se trouvent toujours accou-

ples deux par deux, comme dans la premiere, et que les nombres

places sur les deux diagonales sont les memes dans les trois

Tables.
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Ghacune des Tables d addition fournit un nombre egal de

carres a quartiers; on a ainsi

8 x 482 = 3456

carres qui correspondent aux carres a, p, y des Tables de Fre-

nicle.

On a, en resume, les theoremes suivants :

Si I
1onforme avec deux equidifferences

a.b : c. d el p.q : r.s

c est-a-dire avec huit nombres differents, mais tels que

a 4- d = b -+- c et p -+- s = q +- r,

trots Tables d addition; d apresles Tables I, II, III, onpourra

former ensuite 3456 carres magiques d quartiers egaux.

La somme des huit nombres places dans les deux diagonales

egale la somme]des huit autres nombres.

II en est de meme de la somme des carres et de la somme des

cubes.

LES CARRES^S DES TABLES DE FRENICLE.

Si, dans le carre du type F (Jig. 83), on echange les nombres

des cases interieures des lignes extremes, on obtient un autre

carre; mais, pour que cenouveau carre soit magique, il faut et il

suffit que la somme des boules ar et dq soit egale a la somme des
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boules bp et cs, c est-a-dire que Ton ait

a + d \b-\-c] = p -+- s (q -\- r).

Par consequent, lorsquecette relation sera verifiee, on deduira

du type F et du type F deux nouveaux carres; mais, bien que

ceux-ci conservent le type primitif, nous les designerons par G
etG .

Dans le cas particulier de la Table d addition de deux equi-

differences, la relation precedente se trouve verifiee, puisque les

deux membres sont nuls; dans ce cas, le nombre des carres G et

G est triple, on a done 884 G et 884 G qui correspondent a

96 carres o de Frenicle, que Ton doit multiplier par 8. a cause de

la rotation etde la symetrie; dans le cas particulier de deux equi-

differences, les deux carres medians out des sommes egales a la

constante; ainsi cela a lieu pour les carres que nous venons de

former pour bq : cp, bs, cr et aq, dp, as, dr.





SIXIEME RECREATION.

LA GEOMETRIE DES RESEAUX

ET LE PROBLEME DES DOMINOS,

A Monsieur G. Tarry,

sous-directeur des contributions diverses, a Alger.

Combien de temps une pensee,

Vicrge obscure, attend son epoux!

(BERANGER. )

Les memes pensees poussent quelquefois tout autre-

ment dans un autre que dans leur auteur; infertiles

dans leur champ naturel, abondantes etant trans-

plantees.

(PASCAL. Pensees.}





SIXIEME RECREATION.

LA GEOMETRIE DES RESEAUX

ET LE PROBLEME DES DOMINOS.

SUR LE JEU DE DOMINOS.

ON
s etait propose, depuis bien des annees, de recher-

cher le nombre de routes les manieres possibles d ali-

gner les vingt-huit des d un jeu de dominos, en se

conformant a la regie ordinaire. Mais on ne connaissait jusqu a

present qu une seule solution de ce probleme fort difficile qui

semblait rebelle a toutes les methodes d investigation. Le nombre

des solutions du probleme des dominos a ete donne pour la

premiere fois en 1859 par le D r
Reiss, de Francfort, auquel on

doit encore la theorie mathematique du Jeu du Solitaire (Re

creations mathematiques, t, I, p..
1 1 8). Le travail du D r Reiss

sur le jeu de dominos a ete publie, apres la mort de 1 ameur,

dans les Annali di Matematica}
a Milan, en 1871. Mais son

Memoire, bourre de chirfres, remplit cinquante-huit pages in-4&quot;.
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et les developpements qu il comporte renferment des tableaux

numeriques et des calculs nombreux, trop compliques pour etre

interessants et trop exclusifs puisqu ils n avaient d autre but que
la solution du probleme en question. Dans le second Volume de

nos Recreations (p. 67), nous avions meme emis quelques doutes

sur 1 exactitude de la solution, mais nous devons avouer que notre

critique etait mal fondee. Le resultat obtenu est celui-ci : Le

nombre des manieres de disposer en lignes, en comptant pour

distinctes les memes dispositions rectilignes de droite a gauche

et de gauche a droite, est

7 959 229 93 I 520 =r 2 13
. 3 8

. 5. 7. 4 23 I.

Ge nombre doit done etre considere comme exact ; nous avions

deja recu en i885 un travail assurement ingenieux de M. 1 abbe

Jolivald, qui simplifiait beaucoup la solution du probleme etqui

confirmait ^exactitude du resultat donne par le D r Reiss.

UNE REMARQUE DE M LAISANT.

M. Laisant avait fait la jolie remarque suivantc, que nous

avions publiee a la fin de notre second Volume (Note I, p. 229).

Si Ton supprime les doubles du jeu de domino s, il reste vingt et

un des que 1 on peut figurer de la maniere suivante (fig. 87).

On trace un heptagone et Pensemble de toutes ses diagonaies; en

d autres termes, on prend sept points que Ton designe par o, i
,

2, 3, 4, 5, 6, et que Ton joint deux a deuxde toutes les manieres
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possibles. La ligne i-3, par exemple, represente 1 as-trois; la

ligne 0-4 represente le blanc-quatre et ainsi des autres. Par conse

quent, le probleme de placer en rond les vingt et un des du jeu

de dominos, sans les doubles, revient a decrire d un seul trait

continu la. fig. 87, en passant sur toutes les lignes une seule fois,

sans faire sauter la plume ou le crayon, et sans fragmenter les

diagonales. Mais, puisque chaque double peut occuper trots

places dans une disposition circulaire, et qu il y sept doubles, on

multipliera le resultat obtenu par 3 7 =. 2187 Pur avoir les dis

positions circulaires des vingt-huit des du jeu de dominos. II

faudra multiplier le dernier resultat par 28 pour obtenir le

nombre des dispositions rectilignes.
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SOLUTIONS DE MM. JOLIVALD ET TARRY.

Au Congresde YAssociation francaise pour Vavancement des

Sciences, tenu a Nancy en 1886, M. G. Tarry, controleur des

contributions diverses, aujourd hui sous-directeur a Alger, a pre-

sente un Memoire fort interessant qui venait confirmer de nou-

veau les resultats obtenus par le docteur Reiss et 1 abbe Jolivald.

La simplicite de la methode employee, qui repose sur la remarquc

precedente, et la rapidite du precede permettent d appliquer ce

mode de recherches a un grand nombre d autres questions de la

Geometric de situation. M. Tarry et M. 1 abbe Jolivald ont appli

que la meme methode, chacun de leur cote, a la recherche du

nombre des dispositions rectilignes des des d un jeu de dominos

allant jusqu au double huit. En d autres termes, ils ont trouve

ie nombre des circuits forme s par les cotes et les diagonales (non

fragmentees) d un enneagone regulier; ce nombre est le suivant:

91 I 520O57O2I 235200.

La decomposition de ce nombre en facteurs donne

2 16 .3 u .5 2

.7ii. 40787.

La methode de M. Tarry constitue done un tres grand progres

dans 1 etude des questions de ce genre. Mais, si Ton tient compte

de la decomposition en facteurs pour le nombre precedent et pour
celui de Reiss, on doit penser que Ton finira bien par trouver des

methodes encore plus expeditives.
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Avant d exposer cette methode, nous placerons ici quelques

considerations generates sur plusieurs problemes de la Geometric

de situation
;
ces problemes se rapportent directement a 1 Arith-

metique, car leur solution depend de la iheorie des combinai-

sons.

LES RESEAUX GEOMETRIQUES.

Un reseau geometrique est le systeme forme par des points

A, B, C. ..., disposes d une maniere quelconque dans le plan

ou dans Tespace et relies entre eux par une ou plusieurs lignes

droitesou courbes queTonappelle chemins. Les points A, B,C. ...

sont appeles carrefours; un carrefour est dit pair ou impair,

suivant que le nombre des chemins qui y aboutissent est pair ou

impair. Un reseau est continu quand un mobile place sur Tun

des chemins ou Tun des carrefours peut se rendre a un autre

point quelconque sans quitter les chemins.

Cela pose, on a le theoreme suivant, du a Euler, dont nous

avons deja donne une demonstration moins simple (Recreations

maihematiques, t. I, p. 238). Lorsqu un reseau renferme des

carrefours impairs, ceux-ci sont en nombre pair. En effet, si Ton

compte le nombre de tous les chemins qui aboutissent a chacun

des carrefours, la somme de tous les nombres obtenus est un

nombre pair, puisque chaque [chemin a etc compte deux fois.

Cette somme etant un nombre pair, il faut necessairement que,

parmi les nombres entiers qui 1 ont fournie, ceux qui sont im

pairs soient en nombre pair.

E. LUCAS. Recreations mathem.. IV. 9
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Nous croyons interessant de dormer quelques exercices relatifs

aux reseaux geometriques.

EXERCICE I. Calculer le nombre des sauts du cavalier des

echecs sur un echiquier rectangulaire forme de p lignes et de

q colonnes.

On peut passer de 1 une des (q i) premieres colonnes a la

colonne suivante par (p 2) sauts descendants et par le meme

nombre de sauts ascendants ;
on a done

2(p 2) (q i)

sauts, et un nombre egal en chevauchant de la droite vers la

gauche.

De meme, en passant a la ligne precedente ou a la suivante, il

y a un nombre de sauts egal au double de

2 (p~ i) (2 2).

Done, le nombre des sauts du cavalier sur Vechiquier rectan

gulaire de pq cases, en comptant Valler et le retour, est egal au

double de

(2p3) (223) - I.

Plus generalement, si le saut da cavalier se compose de r pas

dans un sens et de s pas dans Pautre, en supposant r et s plus

petits que p et q, le nombre des sauts da cavalier, en comptant

Taller et le retour, est le double de 1 expression

cependant, on doit diviser ce nombre par 2, lorsque Tun des

nombres r, s, ou (r s) est nul.
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On calcule le nombre des pas du roi en considerant celui-ci

comme 1 ensemble de deux cavaliers dont Tun des pas est i et

Tautre o ou i. On trouve ainsi le double de

Sur 1 echiquier de p~ cases, la tour peut etre consideree comme

1 ensemble de cavaliers dont 1 un des pas est nul, et dont 1 autre

est Tun quelconque des entiers plus petits quQp. On trouve ainsi

que le nombre des deplacements de la tour sur 1 echiquier de p*

cases est le double de

Sur 1 echiquier de p- cases, le systeme des deuxfous peut etre

considere comme 1 ensemble de cavaliers dont les pas egaux sont

tous les nombres entiers plus petits que p. On trouve ainsi que
le nombre des deplacements des fous sur 1 echiquier de p

2 cases

est le double de

Enfin la reine peut etre consideree, dans son mouvement,

comme 1 ensemble d une tour et des deux fous; par suite, le

nombre de ses deplacements est le double de

EXERCICE II. Le nombre des manieres de placer deux reines

sur 1 echiquier de^
2

cases, de telle sorte qu elles ne soient pas en

prise, c est-a-dire qu elles ne soient pas situees sur une meme
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ligne parallele aux bords et aux diagonales de 1 echiquier, est

l

-p (p-,) ( p
_

2) (3 P -i).

En effet, ce nombre est egal a 1 exces du nombre des combi-

naisons des^
2 cases prises deux a deux sur la moitie du nombre

des deplacements possibles de la reine, ou

p- (v- i ) p(pi] (3p i }

2 3

Le meme calcul peut s appliquer a d autres pieces de 1 echiquier,

et Ton trouve pour deux rois

(p I) (p 2) (p* -t- 3p 2),

et pour deux cavaliers

EXERCICE III. Le probleme des reines. Ge probleme est

traite completement jusqu aux echiquiers de 1 1 cases de cote

dans nos Recreations mathematiques (t. I, 2 e

edition].

Le lecteur trouvera, dans la Recreation sur le Saut du Cavalier

au Jeu des Echecs, d autres exercices du meme genre ( ).

, ) Nous avons trouve, dans les manuscrits de notre ami si regrette, trente

a quarante pages de notes sur cette Recreation; mais les lacunesetaient trop
nombreuses pour que nous ayons ose nous permettre de rediger la recrea

tion sur le Saut du Cavalier. ( Voir la Note I.) D.
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DU TRACE DES RESEAUX.

La question de decrire d un seul trait, sans omission ni repeti

tion, un reseau geometrique a ete exposee pour la premiere fois,

par Euler, dans son Memoire des Fonts de la Pregel. Plus recem-

ment, cette question aetedeveloppee par M. Emile Lemoine, au

congres d Alger (
1881 ),

et par M. Tabbe Lecointe, dans le Cos

mos. Les resultats obtenus se reduisent aux theoremes suivants

dont on trouvera les demonstrations dans le premier Volume de

nos Recreations (t. 1, p. 47 et 239).

THEOREME I. Tout reseau continu qui ne contient que des

carrefours pairs peut etre decrit d un seul trait formant un circuit

ferme, sans omission ni repetition, quel que soit le point de depart

qui coincide avec le point d arrivee. (EULER.)

THEOREME II. Tout reseau continu a 211 points impairs peut

etre decrit en n traits continus, sans omission ni repetition, et

non en un moindre nombre. (CLAUSEN.)

THEOREME III. - - Tout reseau continu peut etre decrit d un

seul trait, en passant deux fois sur les lignes du reseau sans qu il

soit necessaire d en connaitre le dessin. (TREMAUX.)

Mais les theoremes precedents ne portent que sur la possibilite

ou 1 impossibilite de la description des reseaux en un ou plusieurs

traits, et non pas sur le nombre des traces differents. Letheoreme

de M. Tarry sur la suppression successive des carrefours, et le
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theoreme que nous avons ajoute sur la suppression des impasses

permettent de resoudre la question dans les cas les plus simples.

PROCEDE DE M. FLEURY.

M. Fleury, chef d institution a Marseille, a publie une petite

Note indiquant un precede assez simple pour decrire les figures

d un seul trait (*). La figure etant tracee a la craie sur le ta

bleau noir, la question consiste a en decrire une pareille, ou a

en effacer successivement les lignes avec le doigt ou un chiffon.

Pour faciliter Fexplication, nous supposerons que c est un pin-

ceau qui suit et efface a mesure les lignes de la figure donnee et

que la figure a deux points impairs. Si tous les points sont pairs,

il suffit d effacer un fragment d un chemin quelconque, pour

donner a la figure deux points impairs. Nous appellerons figure

reduite toute figure composee seulement des lignes qui ne sont

pas encore effacees; point d arrivee, le point otr se trouve a un

instant quelconque le pinceau qui efface, et point final celui par

lequel doit se terminer Poperation. Le point d arrivee et le point

final sont necessairement les deux carrefours impairs de la figure

reduite. II n y a qu au moment ou le pinceau passe parle point

final que la figure a tous ses carrefours pairs. Pendant toute I o-

peration, le nombredes points impairs etant necessairement deux

ou zero, une figure reduite ne peut devenir impossible a decrire

( ) Journal de Maihematiques elementaires, i885, p. 25y, Deux pro-
blcmes de Geometric de situation.
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qu en se partageant en deux parties qui ne communiquent plus

entre elles. Nous appellerons chemin isolant un chemin reunis-

sant deux carrefours A et B, de telle sorte que la suppression du

chemin divise la figure en deux reseaux isoles 1 un de 1 autre.

Gela pose, la regie tres sure et tres simple pour decrire le reseau

d un seul trait, c est de ne prendre un chemin isolant que lors-

qu il n en reste plus d autre a prendre.

Gette condition est necessaire, car, si, arrive en A, nous prenons

le chemin isolant AB, lorsqu un autre chemin partant du carre-

four A n a pas ete parcouru, la figure reduite sera partagee en

deux reseaux partiels isoles. La condition est d ailleurs suffisante,

car le point A etant impair, comme point d arrivee. il devient

pair par la suppression du chemin AB, et alors on peut decrire

le reseau partiel qui aboutit au point A, et revenir en A, apres

quoi Ton prendra le chemin AB, pour aller decrire 1 autre reseau

partiel qui contient le point final; car, si ce point etait sur le re

seau partiel contenant A, ce reseau n aurait qu un seul point

impair, ce qui est impossible.

PEREGRINATIONS D UNE FOURMI.

|r

Lorsque 1 on prend pour point de depart un point quelconque

d un reseau a carrefours pairs, on peut partir de ce point dans

deux sens differents pour revenir au point initial; par consequent,

le nombre des circuits complets est toujours un nombre pair, et

le nombre des circuits est le meme, quel que soit le point de de-
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part. Nous donnerons, comme premier exemple, le probleme sui-

vant; on pourrait en faire un sujet de fable avec moralite sur la

gourmandise : Le Melon et la Fourmi.

Un melon a douze cotes; une fourmi visite successivement

ies douze vallons qui separent les cotes et revient a son point de

depart. Quel est le nombre des manieres d accomplir ce voyage

de peregrinations? La fourmi. placee en un point d un vallon,

peut d abord choisir entre deux sens; mais, arrivee a Tun des

poles du melon, elle a le choix entre onze vallons, et, lorsque Fun

de ceux-ci est parcouru, ii lui en reste dix autres, et ainsi de suite.

Par consequent, le nombre cherche est le double du produit des

onze premiers nombres, ou 39916800. Dans le cas general, pour

un melon quelconque, c est le double du produit de tous les

nombres entiers plus petits que le nombre des cotes.

On doit observer qu on ne trouverait pas le meme resultat en

partant du pole d un melon. En effet, en partant dece point, on a

le choix entre douze chemins, puis onze, puis dix, ...,de telle

sorte que le nombre des chemins est egal au produit des douze pre

miers nombres, c est-a-dire & six fois le resultat precedent. Mais

ces parcours, distincts dans Je temps, ne sont pas distincts comme

circuits dans Fespace. II y a une difference de meme nature dans

le nombre de permutations d objets disposes sur une ligne droite

ou sur une circonference, ainsi que nous 1 avons deja explique

dans le calcul du nombre des diners sur la table ronde (Recr.a

math., t. I, p. 196). Aussi, afin d eviter toute confusion, nous

evaluerons le nombre des circuits d un reseau en partant d un

point et non d un carrefour.
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LKS RESEAUX A POINTS IMPAIRS.

On ramene la recherche du nombre des traces complets des

reseaux a points impairs a la determination du nombre des cir

cuits des reseaux a carrefours tous pairs, par le theoreme sui-

vant :

Pour decrire sans omission ni repetition un reseau ayant 272

carrefours impairs en n traits et n sauts pour revenir au point

de depart, on joint ces points de toutes les manieres possibles, en

nombre N egal a

XT (in}]N = I . 3.5... (2 72 3
) (

2 /Z I
)

et le nombre cherche est la somme des nombres des circuits des

N reseaux a points pairs ainsi obtenus. On observera que Ton

ne doit sauter que d un carrefour impair a un autre impair, et

que le nombre des traces est independant de la position du point

de depart.

FERMETURE D UNE IMPASSE.

On appelle impasse tout chemin dont les deux extremites

aboutissent a un seul carrefour, et qui ne passe par aucun autre

carrefour; soit I une impasse, aboutissant au carrefour A (fig. 88)

auquel aboutissent en outre d autres chemins en nombre pair,

au nombre de six, sur la figure. Dans chacun des parcours com

plets du labyrinthe, on passera trois fois au point A; a 1 un
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quelconque de ces passages on peut parcourir 1 impasse dans

deux sens. Par consequent, chaque fois que Ton ferme une im-

Fig. 88.

Fermeture d une impasse.

passe, il faut multiplier, par la moitiedu nombre des autres che-

mins du labyrinthe reduit qui passent au carrefour, le nombre

des parcours complets du labyrinthe reduit.

LABYRINTHES A UN SEUL CARREFOUR.

Les labyrinthes aun seul carrefour peuvent affecter des formes

Fig. 89 et 90.

Labyrinthes a carrefour unique.

diverses_, mais ils sont uniquement formes d impasses. En appli-

quant le resultat precedent, en fermant successivement une im-
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passe, on voit que le nombre des parcours des labyrinthes des

Jig. 89 et 90 est egal a

6x4x2x2 96.

Le dernier facteur 2 represents les deux sens du parcours de la

derniere impasse. En general, le nombre des parcours d un laby-

rinthe a un seul carrefour est le double du produit de tous les

nombres pairs plus petits que le nombre des chemins qui abou-

tissent au carrefour.

CHEMIN DE PER A DOUBLE VOIE.

Lorsqu un labyrinthe ne contient que des impasses, mais a

carrefoursdifferents, on peut encore appliquer le meme precede,

et ainsi, par exemple, resoudre le probleme suivant : Un chemin

Chemin de fer a double voie.

de fer a double voie renferme sept stations, et le train peut

changer de voie a chacune d elles
;
determiner le nombre des

parcours complets. En supprimant successivement Pirnpasse A

(fig. 91), puis B, etc., on trouve

2 X2X2X2X2X2 64.
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et, en general, le produit des facteurs egaux a 2 dont le nombre
est egal au nombre des intervalles entre les stations.

CHEMIN DE FER DE CEINTURE.

Pour determiner le nombre des parcours complets d un chemin

de ceinture a double voie (fig. 92), on doit observer que, si les

Fig. 92.

E

Chemin de fer de ceinture.

deux voies d un intervalle entre deux stations sont parcourues

successivement, aller et retour^le reste du chemin revienta celui

de la fig. 91 ;
mais chaque intervalle peut etre parcouru ainsi a

1 exclusion de tous les autres; ce qui fait six fois le nombre prece

dent; enfin, si les deux voies d un intervalle ne sont jamais par

courues successivement, on a encore une fois ce nombre; done

en tout (6 -f- i) x 64, et en general pour n stations, il y a

(n -f- i
)
2 n parcours. La solution precedente a ete donnee par

M. Delannoy.
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THEOREMES DES IMPASSES.

Nous venons de traiter le cas d une impasse simple, formee

d un seul chemin dont les extremites aboutissent a un meme
carrefour. Plus generalement, nous appellerons impasse toute

fraction d un reseau qui n a d autres points communs avec le

reste du reseau que les extremites de deuxchemins, de telle sorte

que la suppression de Textremite de chaque chemin determine la

separation du reseau en deux autres
;
le reseau total se compose

alors de deux reseaux partiels, dont le plus simple est Timpasse.

Mais deux cas peuvent se presenter, suivant que les deux che-

mins de 1 impasse aboutissent a un meme carrefour du reseau

partiel ou a deux carrefours differents. Le premier cas a ete

etudie par M. Tarry; nous y avons ajoute le second cas.

PREMIER CAS. Supposons que les deux chemins a et b de

1 impasse aboutissent a un carrefour A du reseau partiel (fig. gB);

Impasse aboutissant a un seul carrefour.

designons par I et R les nombres de circuits de Tim passe et

du reseau partiel. et par 2p le nombre des chemins du reseau
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restant qui aboutissent au carrefour A, sans compter les deux

chemins a et b. Dans un circuit du reseau partiel, on passe p

fois au carrefour A, et a 1 un quelconque des passages il faut

necessairement decrire completement Fun des circuits de 1 im

passe; par suite, le nombre des circuits du reseau total est ^IR.

Si le point A etait un point simple du reseau restant, on ferait

p 2
;
si 1 impasse etait formee d un seul chemin dont les extre-

mites viendraient aboutir au carrefour A, on ferait 1 = 2. Enfin,

si q impasses independantes les unes des autres aboutissent au

carrefour A. et si Ton distingue par des indices les nombres de

leurs circuits separes, on trouve, par la suppression successive

des impasses, que le nombre des circuits du reseau total est egal

au produit

p (p + .i) . . . (p + q i
) IiI 2 I 3 I./

R-

DEUXIEME CAS. Supposons que les deux chemins a et b de

Fig. 94.

Impasse aboutissant a deux carrefours.

1 impasse I aboutissent a deux carrefours A etB du reseau restant

\Jig. 94) ;
alors ces carrefours sont impairs, ainsi que les premiers
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carrefours G et D de 1 impasse que 1 on rencontre immediatement

par les chemins a et b. Pour evaluer le nombre des circuits du re-

seau total, partons du point a de AC; nous avons deux sens; en

partant suivant #A, nous decrivons le reseau partiel augmente

du chemin ab dans im seul sens; puis nous arrivons en b et, au

lieu de decrire ba, nous suivons le chemin &DC et nous parcou-

rons 1 impasse dans un seul sens pour revenir en a
; par conse

quent, le nombre total des parcours dans les deux sens est la

moitie du produit des nombres de circuits de 1 impasse et du re

seau partiel.

On observera, d ailleurs, que i application de ce theoreme est

illusoire, si 1 impasse I se compose d un seul chemin.

THEOREME DES CARREFOURS.

Pour evaluer le nombre des traces d un reseau quelconque, on

ramene, ainsi que nous 1 avons vu, les reseaux a carrefours im

pairs a des reseaux a carrefours tous pairs. Gela fait, on commence

par supprimer toutes les impasses qui peuvent exister, en rem-

placant le reseau total par des reseaux partiels. Gonsideronsdonc

vin reseau n ayant plus aucune impasse; pour determiner le

nombre de ses circuits, on le remplace par d autres ayant un

carrefour de moins, et ainsi de suite, jusqu a ce que tous les re

seaux obtenus ne contiennent plus que deux carrefours; on re-

vient alors aux peregrinations dela fourmi.

Si 272 chemins a, b, c, d, . . ., aboutissent a un meme carre

four, on decompose le reseau en N autres reseaux obtenus en sou-
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dant deux par deux, de toutes les manieres possibles, les 2/2 che-

mins
&amp;lt;z, b, c, d, . . . . D ailleurs, en soudant un premier chemin

avec un autre, on a le choix entre (2/2 i) chemins; puis, en

soudant un autre chemin avec un autre, on a le choix entre

(2/2 3) chemins, et ainsi de suite. On a done

XT 9 C /
, (27?)!N = i . 3 . 5 . . . 2 n i }

~ -
;

2&quot;. Ill

c est le nombre des manieres de remplacer un produit de 2/2 fac-

teurs, premiers entre eux deux a deux, par un produit de n fac-

teurs, en groupant les facteurs deux par deux.

C est encore le nombre que nous avons trouve pour ramener a

un reseau a carrefours tous pairs^ un reseau ayant 2/2 points im

pairs.

Dans 1 application de ce theoreme, on doit faire les deux re-

marques suivantes : i Si la suppression d un carrefour amenait

la desagregation du reseau, on recommencerait Toperation en

appliquant d abord le theoreme des impasses; cette observation

s applique aussi bien aux reseaux partiels qui remplacent le re

seau primitif; 2 les N labyrinthes obtenus par la suppression

d un carrefour ne sont pas toujours tous distincts; deux reseaux

sont equivalents lorsqu ils possedent le meme nombre de carre

fours, et que deux carrefours quelconques sont reunis parle meme

nombre de chemins.
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DESCRIPTION DU PENTAGONE.

Nous appliquerons la methode precedente a la fig* 9 5
,
formee

par les cotes et les diagonales d un pentagone, c est-a-dire au jeu

de dominos termine au double quatre (fig* 95).

En Oaboutissentquatre chemins a, b, c, d; on peut les souder

ensemble deux a deux, de toutes les manieres possibles :

ab d une part, ct cd d autre part, donne fig. 96,

ac bd Jig. 97.

ad be fig. 98.

Le carrefour O se trouve supprime, et le nombre des traces de la

fig. 95 est egal a la somme des nombres de parcours des trois

autres figures.

Mais ces trois nouveaux labyrinthes sont equivalents, puisque

E. LUCAS. Recreations mathem., IV. 10
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les carrefours A et B, G et D sont reunis par deux chemins, et

que les autres jonctions ont lieu par un seul. II suffit done de

tripler le nombre des parcours des labyrinthes (fig. 98).

On peut supprimer le carrefour D de trois manieres, comme

precedemment. La soudure de e et f donne la fig. 99, et, apres

Fig. 99- Fig. 100.

suppression de 1 impasse, la fig. 100; nous nous trouvons ainsi

dans le cas de la fourmi :2XiX2x3oui2 traces.

La soudure de e et g ou de e et h donne deux fois la fig. 101 .

Fig. 101. Fig. 102.

o

Celle-ci, par la suppression du carrefour C, donne, par soudure de

i et 7, la fig. 102, qui donne 8 traces.

Et, par soudure de i et k, ou de i et /, deux fois \&fig. i oo. Done

encore 24 traces.

Ainsi, au total, deux fois (124-84- 24) ou 88.

La fig. 98 se decrit done de 88 manieres, et le pentagone

(fig. 95), de 264 manieres differentes.

On trouvera de meme que le nombre des circuits forme s par

les aretes d un octaedre regulier est egal a 744. Ainsi encore, si

Ton supprime une station du chemin de fer de ceinture (fig. 92 \

contenant n stations, et si Ton designe par Rn le nombre des cir-
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cults, on trouve

et r o ;

d ou Ton tire, ainsi que M. Delannoy Tavait trouve par une me-

thode differente,

DESCRIPTION DE L HEPTAGONE.

La suppression d un carrefour de 1 heptagone conduit a la des

cription d un hexagoneH (fig. io3 ), dont trois cotes sont redou-

Fig. io3.

bles; par consequent, si Ton designe par X le nombre des traces

de 1 heptagone, et par H le nombre des traces de Thexagone, on

a, par le theoreme de Tarry,

Xrrr l5H.
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La suppression de Fun des carrefours de 1 hexagone donne

Fig. 104.

Les quatre pentagones.

lieu, apres suppression des impasses, a la description des quatre

pentagones P 1? P 2 ,
P 3 ,

P 4 (fig. 104), et 1 on a

H^ 8P
1 + 4 P 2 H- 8P 3 -f- 4 P 4 ;

Par la suppression du carrefour superieur de chacun des quatre

pentagones et des impasses qui se produisent, on est conduit a

la description de sixquadrilateres Q 1} Q 2J Q 3 , Q4 , Qs, Qe (fig. io5 ),

et 1 on a

z=, 8Q, 4- i6Q G ,
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Par la suppression de Tun des carrefours superieurs des six

^P

Les six quadrilateres.

quadrilateres et des impasses qui se produisent, on est conduit a

Fig. 106.

Q/\\

Les cinq triangles.

la description de cinq triangles Tj, T 2 ,
T 3 ,

T4 ,
T 5 (fig. 106), et

Ton a

64 T.4 ,
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Enfin, par la suppression du carrefour superieur de chacun

des cinq triangles, et des impasses qui se produisent, on est con-

Les trois reseaux a deux carrefours.

duit a la description de trois reseaux a deux carrefours Dj, D 2 ,

Dj (Jig-. 107), et Ton a

= 20^ i6D 2 ,

4 D 3 ,

,~ D,.

Enfin, comme dans le probleme de la fourmij on a

D,. 240, D,= 12, D.= 2.

En reprenant les calculs en sens inverse, on en deduit

T1=:3i68, T 2 =6 7 2, T,-i44, T4
^ 3 2

,
T5

puis. pour les quadrilateres,

Q,~ 42048, Q2 ^=4352o, Q 3 =39024,

Q4
= 1920, Q 5 38oi6, Q G 1824;

po ir les pentagones,

PI= 601472, P 2 585984,

P 3 rrr 127916, P4 =I22II2 ,

et, enfin^ pour Thexagone et 1 heptagone,

H=r- 86665o88,

X ~ 129976320.
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Nous indiquerons, avant de terminer, les trois exercices sui-

vants :

EXERCICE i, Les sommets consecutifs A et B d un rectangle ABGD sont

reunis par (zp i) chemins; les sommets C et D par (zq i
) chemins;

A et D, ainsi que B et C, sont reunis par un seul chemin. Le nombre des

circuits du rectangle est egal a 2 (zp i )! (zq i) !

EXERCICE 2. Le nombre des circuits de la figure formee par les cotes et

les diagonales d un polygone regulier de (in -4- i) cotes est egal au nombre
des traces en n traits et n sauts de la figure formee par les cotes et les dia

gonales d un polygone regulier de zn cotes.

EXERCICE 3. Si Ton ddsigne par 2 n \J Zrl le nombre des circuits forme s

Fig. 108.

par 2W circonferences (Jig. 108) et par 2 /i+1 U 2 +i le nombre des circuits

forme s par (2 n +- i
)
circonferences tangentes, on a les deux formulas

et si Ton pose

i! en re*sulte

u lt 5 un - 1 un _ 2 ,

formule de recurrence qui permet de calculer U.





SEPTIME RECREATION.

LA GEOMETRIE DBS REGIONS,
, LE PROBLEME GEOGRAPHIQUE

DES QUATRE COULEURS
ET LES RESEAUX A POINTS TRIPLES.

A Monsieur Samuel Roberts.

Les extremites de nostre perquisition tumbent toutes

en esblouissement ;... les plus grossieres et pueriles

ravasseries se trouvent plus en ceulx qui traictent les

choses plus haultes et plus avant, s abysmants en leur

curiosite et presumption. La fin et le commencement

de science se tiennent en parcille bestise.

(MONTAIGNE. Essais, Liv. If, Chap. XII
)





SEPTIEME RECREATION.

LA GEOMETRIE DES REGIONS,
LE PROBLEMS GEOGRAPHIQUE DES QUATRE COULEURS

ET LES RESEAUX A POINTS TRIPLES.

AVANT

de donner Tenonce et la solution de ce probleme

fort curieux, nous commencerons par exposer quelques

considerations generales sur la division du plan en re

gions au moyen de droites ou de circonferences tracees sur ce

plan, et la division de 1 espace par les plans et les spheres. Ges

questions se rapportent encore a la Geometric de situation.

LES REGIONS.

Un point place sur une droite indefmie dans les deux sens la

divise en deux fragments indefinis
;
deux points d une droite la

divisent en deux fragments indefinis et un segment fini
;
en ge-
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neral, n points d une droite la divisent en deux fragments inde-

finis et (n i) fragments finis; done, si Ton designe par A le

nombre des segments finis ou infinis, par a le nombre des seg

ments finis, par a le nombre des segments infinis, et enfin par S

le nombre des points considered sur cette droite, on a les for-

mules

Une droite illimitee tracee dans un plan le divise en deux re

gions indefinies, c est-a-dire en deux parties telles qu on ne pent

aller d un point de 1 une a un point de 1 autre sans rencontrer la

droite, a la condition de ne pas sortir du plan. De meme, des

droites paralleles (fig. 109) divisent le plan en regions indefinies

Fig. 109. Fig.

dont le nombre surpasse de 1 unite le nombre des paralleles ;
ces

regions peuvent etre garnies de deux couleurs, de telle sorte que

deux regions voisines aient des couleurs differentes.

Un systeme de droites concourantes (fig. i 10) divise le plan

en regions indefinies dont le nombre est egal au double du

nombre des droites concourantes
;
ces regions peuvent etre recou-

vertes de deux couleurs, de telle sorte que de part et d autre
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de chaque iigne de separation, les couleurs soient differentes.

Des droites paralleles en nombrep et une transversale divisent

le plan (Jig. 1 1 1) en (zp-\- i) regions illimitees.

Un systeme de p droites paralleles et un second systeme de

q droites paralleles divisent le plan en (p -\- i) (#4- i) regions,

Fig. in.

parmi lesquelles z(p-i-q) d entre elles sont illimitees; on peut

encore les recouvrir de deux couleurs, de telle sorte que de part et

d autre de chaque ligne de separation les couleurs soient diffe

rentes (fig. 112).

Si Ton prolonge les cotes d un triangle (fig. 1 13), le plan est

Fig. i i 3.

divise par les trois droites en sept regions dont six sont illimitees
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et une seule finie, qui est I interieur du triangle. Si Ton prolonge

les cotes d un quadrilatere quelconque, on forme onze regions

dont huit sont illimitees (fig. 114). Lorsque Ton considere un

plus grand nombre de droites, il faut tenir compte, en meme

temps, des points de concours et des segments; pour evaluer les

divers elements de la figure, nous prendrons les notations sui-

vantes :

Nombre des points de concours S.

finis a.

infinis a.

finis et inrinis A.

finies /.

Nombre des segments

Nombre des regions.. infinies 9.

finies et infinies F.

On a d abord, par definition,

A

Gela pose, si Ton considere n droites d un plan, non paralleles

deux a deux, et telles que trois quelconques d entre elles ne con-

courent pas en un meme point, on a, en designant par C le

nombre des combinaisons de n objets pris deux a deux,

S C!, A ;?
2

,
a = 2 ;/,

F G;
2
, 4- n -r- i, o~27z.

En effet, supposons ces formules verifiees pour un systeme de

n droites, et, par exemple, pour n 3 et pour n= 4 ;
nous aliens

demontrer que ces formules s appliquent encore lorsque Ton

trace une nouvelle droite XY non parallele a Tune quelconque

des precedentes et ne passant par aucun point de concours. Nous
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supposerons cTabord que la droite XY a etc tracee, de telle sorte

que tous les points d intersection des premieres droites soient

au-dessous de XY (fig. n5). Nous calculerons les accroisse-

ments des cinq quantites S, A, a, F,
&amp;lt;p

;
on voit d abord que S

augmente du nombre n des points situes sur XY, que a aug-

mente des deux segments indefinis de cette droite, que A aug

mente des (;z-h i) segments de XY et des n segments finis des

Fig. ix5.

n droites qui aboutissent a XY, ou au total de (2/2-1- i
).

Enfin y

on constate que o augmente des deux regions infinies au-dessous

de XY, et que F augmente de ces deux regions et, en outre, des

(n i) regions finies au-dessous de XY. Ce sont precisement

les nombres dont augmentent les seconds membres des formules

precedentes, lorsqu on y remplace n par (n-\- 1 1

;
ces formules

sont done generates.

On voit, de plus, que 1 adjonction de XY permet encore de

recouvrir les regions situees au-dessus de XY de deux couleurs

seulement et de telle sorte que deux regions adjacentes a un

meme segment soient garnies de couleurs dirferentes. En outre,

il est facile de voir que les resultats precedents subsistent, lorsque

la droite XY se deplace parallelement a elle-meme et traverse le

point de concours de deux droites. Nous ferons d ailleurs ob

server que ces resultats s etendent ajdes figures tracees sur le plan,
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dans lesquelles les droites sont remplacees par des traits inde-

finis dans les deux sens, tels quechacun d eux ne se recourbe pas

sur lui-meme
;
deux traits indefinis qui ne se rencontrent pas

seront considered comme des droites paralleles ;
de plus, deux

traits indefinis quelconques sont censes ne se rencontrer qu en

un seul point, en se traversant mutuellement. On peut aussi

remplacer le plan par une surface simple indefinie dans tous les

sens, comme le plan gauche ou paraboloide hyperbolique.

LES POINTS MULTIPLES.

Nous aliens etudier les modifications qu il faut apporter aux

formules precedentes, lorsque p droites viennent concourir en un

meme point ou lorsque p droites deviennent paralleles.

i Lorsque ^&amp;gt;

droites viennent concourir en un meme point,

le nombre des points de concours diminue de Cf}
i

, puisque le

nombre des points d intersection de ces p droites ne compte plus

que pour un seul point. Le nombre a. des segments infinis et le

nombre
&amp;lt;p

des regions infinies ne changent pas. Le nombre A des

segments finis et infinis diminue de (p ip) et le nombre F

des regions finies et infinies diminue de (C p H- i
).

2 Lorsque p droites deviennent paralleles, le nombre des

points de concours diminue de C
y

2

,; le nombre F des regions finies

et infinies diminue aussi de G
y

2
,
et le nombre A des segments finis

et infinis diminue de (p~ p).

Par consequent, si Ton designe par &amp;lt;T,

le nombre des droites de



La Geometric des regions. 161

direction unique, par^ le nombre des groupescontenant^? droites

paralleles. par sp le nombre des points de concours de p droites,

on a

(
i

)
n =. 5, -j- 2 cr 2 -+- 3 s3 4- . . . -+- p &amp;lt;jp 4- . . .

,

(
2

)
S = Si -h A 2 -h 5 3 H- . . . -h S,, -+- . . .

;

Si toutes les droites avaient des directions differentes, on aurait

S =. CJ, ainsi que nous 1 avons vu ; done, en tenant compte des

diminutions, on a

(
3

) CJ = 5j + 3 53 H- . . . 4- C;, s
t,
-h . . .

4- C 2 -+- 3 ? 3 -f- ... -h G^ or,, + . . .
;

on trouve de meme

(4) A = 2S 2 -+- 3s 3 + . . . -*-psp -h . . .

On peut demontrer directement cette formule en observant que
de chaque point de concours de p droites partent 2p segments, et

que pour toute direction de p droites paralleles, ii y a 2 p seg

ments indefinis; d ailleurs, ces segments sont tous comptes deux

fois. Si Ton calcule F, on trouve la relation

(5) S+F = A4-i,

que Ton peut verifier a posteriori. Enfin, sifp est le nombre des

regions a p lignes de contour, on a les deux formules

(7) 2 A =/, + 2/2 -h ... -h J7/yj + . . . .

EXERCICE i. Considerons ^ points tels que trois d cntre cux ne soient

E. LUCAS. Recreations mathem., IV. n
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pas en ligne droite, et que quatre d entre eux soient sur deux droites pa-

ralleles. Les droites qui les joignent se rencontrent en 3 C* nouveaux points;

lenombredes segments finis et infinis sur chaque droite est egal a C^_ 2
+ 3;

le nombre total des segments est

d ou Ton tire, par la formule (5),

c est-a-dire

I (q* 5q- + 184 8).

Autrement. Le nombre des lignes de jonction e&quot;tant n = C|, le nombre

des regions est

F i -f- n -+- Cjt q [
i (q i

) H- C| _
l ] ,

parce que les droites se coupent au nombre de q i en q points; on re-

trouve, apres simplification, 1 expression precedente.

EXERCICE 2. Un systeme de n cercles partage le plan en n (n i ) + 2 re

gions au plus, dont une seule est illimitee.

EXERCICE 3. Si Ton trace dans un plan n systemes de cercles concen-

triques contenant respectivement c,, c
a ,

C
3 , ..., cn circonferences, le plan

sera partage en i -4- 2 2c,ca regions, au plus, dont une seule est illimite e.

EXERCICE 4. Si Ton trace dans un plan n systemes de cercles concen-

triques et m systemes de paralleles en nombre a
iy
a

t , ..., am ,
et si 1 on fait

le plan sera partage au plus eri

i 4-A-hB-H aAA H-2 B

regions, dont 26 au plus sont illimitees.

Si Ton ajoute b droites et d circonferences quelconques, le nombre pre
-

cedent augmente de C| + 2 Cf{ .

Les trois theoremes precedents sont dus a Steiner.
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LES POLYEDRES.

Nous commencerons par demontrer le theoreme suivant (*) :

Dans tout, polyedre convexe, le nombre des aretes augmente

de deux est egal au nombre des faces augmente du nombre des

sommets. En d autres termes, si Ton designe respectivement par

A, F, S les nombres des aretes, des faces et des sommets du

polyedre, on a 1 egalite

F + S=r A-f-2.

Considerons d abord une surface polyedrale convexe ouvcrte,

terminee a une ligne brisee plane ou gauche. Si Ton conserve les

notations precedentes, les elements de cette surface verifieront la

relation

F+-S=r A H- i.

En effet, cette formule est exacte dans le cas d une seule face;

car, pour un polygone, F = i et S A. II suffit done de prouver

que la formule etant verifiec pour un certain nombre F de faces,

Test encore pour une face en plus. Pour cela, modifions la ligne

brisee qui termine la surface polyedrale, en ajoutant a cette sur

face un polygone ayant m cotes et m sommets. Cette nouvelle

face laisse encore la surface ouverte, et son contour ne pourra

comcider entierement avec celui de la ligne terminale primitive;

si elle touche cette ligne par p aretes communes, elle aura avec

(*) Ce remarquable theoreme est habituellement attribue a Euler (Novi
comm. Petrop., iy52); on le trouve dans les CEuvres inedites de Descartes,

publiees par M. Foucher de Careil (t. II, p. 214; Paris, 1860). La de

monstration que nous donnons ici est due a Cauchy.
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elle (p-t- i) sommets communs. En designant par A 7

,
F . S le

nombre des aretes, des faces et des sommets de la nouvelle surface

polyedrale, on aura done

F F-h i, S = S + mlp-)-i) A A4-m p,

et par suite

F H-S WA H- i. ,

Et ainsi de suite, tant qu on ne fermera pas le polyedre.

Cela pose, revenons au cas d un polyedre convexe
; pour obte-

nir une surface polyedrale, il suffit d enlever une face, ce qui ne

modifie pas le nombre des sommets et des aretes
;
done la relation

proposes est verifiee.

Si Ton designe par/p le nombre des faces a p aretes, par sp le

nombre des sommets des angles polyedres a p aretes, on a les

formules

F=/,4-/*+..- +//&amp;gt;+.,

S = Sz 4- 54 -+- ... -h Sp -+- . . .
,

2 A 3/3 H- 4/4 + . . . +pfp + . . .
,

28 =: 353 rh 4^4 4- - - -H^/, + . . . ;

on en deduit facilement

2 F = 4 4- 5a -h 2 5 4 -h 3 5 3 -h . . .
,

284 4-/3 4- 2/4 4- 3/8 -t- ----

Si Ton concoit la surface d un polyedre convexe decomposee en

plusieurs portions, chaque portion etant une face seule, le theo-

reme de Descartes a lieu entre le nombre des portions dont il

s agit, et Ton retrouve les theoremes sur les reseaux geome-

triques.
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EXERCICE i. II n existe aucun polyedre convexe qui ne renferme au

moins une face triangulaire ou un angle triedre. On a, en effet, la

formule
F

S
+ S

S
= 8 +/+*,+ *(/. + *.) +

EXERCICE 2. II n exisie aucun polyedre convexe dont toutes les faces

aient plus de cinq cotes ou dont tous les angles polyedres aient plus de

cinq aretes.

EXERCICE 3. L angle droit etant pris pour unite, la somme des angles
de toutes les faces d un polyedre convexe est egale a quatre fois le nombre
des sommets diminue de deux.

EXERCICE 4. Trouver le nombre des diagonales d un polyedre convexe.

Si Ton pose

L=/; + 3A-H3/i^...,
M= i.3./,H-2.4./4 -i-3.5/s

+....

ct si Ton designe par D le nombre des diagonales, on a

EXERCICE 5. Le nombre des regions formees par n plans quelconques,
tels que trois d entre eux ne soient pas paralleles a une rneme droiteet que
quatre ne passent pas par un meme point, est

et les regions fermees sont en nombre CJ..J.

EXERCICE 6. Trouver le nombre des regions limitees par des systemes
de plans paralleles. Si Ton designe par p^ p^ ...,p tl les nombres des

plans paralleles dans chaque systeme, par A, B, G leur somme, la somme
de leurs produits deux a deux, la somme de leurs produits trois a trois,
le nombre des regions est i -t- A -4- B -+- C, dont 28 + 2 sont sans bornes,
et les autres forment des solides.

EXERCICE 7. Des systemes de plans paralleles et in plans quelconques
partagent 1 espace en un nombre de regions qui ne surpasse pas

r + A + B + c + A c;
2

, + 1
^ B i + c;rt

+ c + c j ( ;

les regions incompletement bornees sont en nombre

2 -i- 2 B -+- 2 m A -; m ( m i
)

.
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EXERCICE 8. On considere des systemes de plans paralieles /?,,;?,, . . ., pn ,

et de spheres concentriques s,, s
t , ..., et Ton designe par A, B, C et par

A
,
B

,
C les sommes des nombres p et s pris un a un, deux a deux, trois

a trois; cet ensemble partage 1 espace en un nombre de regions au plus

egal a

i + A + B + C-h2(AB -t-BA )-f-2A -H 2 C .

Les regions illimitees sont au nombre de 26-4-2.

EXERCICE 9. Le systeme forme par n plans quelconques (tels que trois

d entre eux ne soient pas paralleles a un meme plan et que quatre d entre

eux ne passent pas par un meme point) et m spheres quelconques partage
1 espace en un nombre de regions au plus egal a

i -t- n -h Cft H- C^ -f- mn (n i) -+- 2 m -t

Les regions illimitees sont au nombre de 2 + 2?;(&amp;gt;*
i ).

LPZS POLYEDRES REGULIERS CONVEXP:S.

II ne peut exister que cinq especes de polyedres convexes dont

toutes les faces aient le meme nombre p de cotes et dont tous les

angles polyedres aient le meme nombre q d aretes. En effet, on a

2 A =pF = q$,

et par suite la formula de Descartes donne

Puisque F doit etre entier et posilif, on ne peut faire que les

hypotheses p 3. 4. 5 renfermces dans le Tableau suivant :



La Geometric des regions. 167

Fig. 116. Perspectives du tetraedre, de Thexaedre et de 1 octaedre.

Fig. 117. Perspective de 1 icosaedre.

Lorsque les faces de ces polyedres sont des polygones reguliers,

les polyedres sont eux-memes reguliers (fig. i 16 et 117). II n y
a done que cinq polyedres reguliers convexes.
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LE PROBLEMS GEOGRAPHIQUE
DES QUATRE COULEURS ()

LE COLORIAGE DES CA.RTES.

En jetant les yeux sur une carte de Geographic ou sur un globe

terresrre, on y voit immediatement un certain nombre delignes

de demarcation, frontieres ou limites, qui la divisent en contrees,

Fig. n8. Fig. 119.

provinces, departements, comtes, gouvernements ou districts, etc.;

puis, d autres lignes qui representent les fleuves, les rivieres, les

canaux, les routes et les chemins de fer. Souvent il arrive que la

multiplicite de ces dernieres rend tres difficile la distinction des

unes et des autres. Dans les cas ou il importe que cette distinction

soit nettement accentuee, les geographies recouvrent les depar

tements de differentes couleurs^ de telle sorte que les limites de

ceux-ci sont clairement marquees par les endroits ou commence

( )
Revue scientifique, 3&quot; serie, t. XXXII, p. n (n&quot;du 7 juillet i883).
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une couleur et ou une autre finit; alors il devient possible de

supprimer les lignes de demarcation. Si Ton n a d autre but que

la clarte, il est evidemment inutile de colorier dirferemment

deux districts non adjacents ;
on peut meme, sans nuire 3 la

clarte et tout en supprimant les lignes de demarcation, affecter

la meme couleur a des departements ayant en commun un ou

plusieurs points, a la condition que ces points soient isoles les

uns des nutres, et, par consequent, en nombre fini (fig- i 18).

LES SURFACES SIMPLES.

Cette methode.de coloriage peut s appliquer a la representation

d une surface, de forme quelconque, divisee en districts; cepen-

dant nous bornerons notre etude au plan et a la sphere, et plus

generalement au cas des surfaces simples. Si Ton trace sur le

plan ou sur la sphere un circuit ferme de forme quelconque^

celui-ci divise la surface en deux regions telles qu on ne peut

aller d un point de 1 une a un point dePaatre, en cheminantsur

la surface, sans traverser la ligne fermee. II rTen est pas toujours

ainsi. et, par exemple. pour la surface d un anneau, del anneau de

Saturne, etc. En Geometric, la surface de 1 anneau se nomme tore;

de meme que la surface de la sphere est engendree par la revo

lution d une circonference autour de son diametre, on engendre

la surface de Panneau en faisant tourner une circonference (ou

une ellipse) autour d une droite exterieure situee dans son plan.
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SUR L ANNEAU DE SATURNE.

Le tore n est pas ane surface simple; en effet, si Ton trace sur

la surface soit la circonference generatrice dans 1 une de ses po

sitions, soit le parallele engendre par un point de cette circon

ference, Tune de ces deux lignes fermees ne divise pas la sur

face. Ilest, en eflet, facile de reconnaitre que Ton peut aller d un

point quelconque de celle-ci a un autre point quelconque, sans

rencontrer 1 une ou Tautre de ces deux lignes. Bien plus, ces deux

lignes prises simultanement ne forment pas de regions. Cepen-

dant deux positions de la circonference generatrice, on deux pa-

ralleles, divisent 1 anneau en deux regions, tandis que deux cir

cuits fermes, sur le plan ou sur la sphere, les divisent en trois ou

quatre regions, au moins(
1

).

Considerons maintenant une surface ou une portion de sur

face simple, divisee en districts d une maniere arbitraire
;
recou-

vrons au hasard, d une premiere couleur, autantde districts non

adjacents que nous pourrons; puis, passons a une autre cou

leur pour recouvrir d autres districts non adjacents, et ainsi de

suite. En procedant ainsi, il faudrait un assez grand nombre de

couleurs pour colorier la carte; mais, avec un peu d attention,

on peut reduire le nombre de celles-ci. D ailleurs, il est evident

que le systeme de coloriage sera d autant plus economique que

Ton emploiera le moins grand nombre de couleurs, tant a cause

de la diversite des couleurs que de la repetition du tirage pour

1 impression d une meme carte.

(*) On psut diviser la surface de 1 anneau de Saturne en six regions
toutes adjacentes, de telle sorte qu il faudrait au moins six couleurs pour
les distin.quer les unes des autres.
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LK PROBLEMS DP: GUTHRIE.

On observera d abord que quatre couleurs sont necessaires

pour le coloriage d une carte ou d un globe terrestre
; par exemple,

dans le cas d un district entoure de trois autres (fig. 119); mais,

depuis longtemps, les editeurs de cartes geographiques avaient

reconnu, comme un fait experimental, que quatre couleurs suf-

fisent dans tous les cas. Cette assertion fut emiss pour la pre

miere fois par Guthrie, puis par le professeur de Morgan; mais

il n existait pas de demonstration connue de ce fait. M. Gayley,

professeur de 1 Universite de Cambridge, avait precise la ques

tion a la Societe mathematique de Londres, le i3 juin 1878;

puis, dans une courte communication a la Societe royale de Geo-

graphie (

l

),
il indiquait en quoi consistait la difficulte du pro-

bleme, en ajoutant, toutefois. qu il n avait pas encore trouve de

demonstration salisfaisante. On se rend compte de ces difficultes

en observant qu une tres petite modification des lignes de de

marcation oblige souvent a modifier le coloriage d une maniere

complete; mais cette remarque ne suffit pas pour resoudre le

probleme.

Un geometre anglais, M. Kempe, a donne en 1879 une de

monstration satisfaisante et fort ingenieuse de la proposition

empirique de Guthrie
;
sur la demande de M. Sylvester, professeur

de rtlniversite J. Hopkins, a Baltimore, et redacteur en chef de

the American Journal of mathematics,
M. Kempe a public dans

ce journal un article tres interessant sur le sujet qui nous oc-

( ) Proceedings of the Royal geographical Society, t. I, p. 25^.
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cupe (M. M. William E. Story 1 a fait suivre de remarques im-

portantes. Nous donnons ci-apres le resume des considerations

developpees par ces deux eminents geometres.

THEOREME DU COLORIAGE.

Nous allons done exposer la demonstration de la proposition

suivante, et nous engageons le lecteur a ne pas s effrayer du

modeste appareil de nos formules mathematiques, car les trois

premieres regies suffisent ici, et ces formules ne sont dVilleurs

que la stenographic d un raisonnement qu il serait trop long

d ecrire en toules lettres :

Quel que soit le mode de division d une carte (ou d un globe]

representantlaterre, un continent, unroyaume, en territoires3

departements, districts, il suffit de qnatre couleurs pour colo-

rier cette carte, avec cette seule condition que deux districts

ayant une limite commune soient reconverts de couleurs diffe-

rentes.

Ainsi quatre couleurs suffisent pour distinguer clairement les

uns des autres les departements, les arrondissements ou meme

les cantons de la France, les gouvernements de la Russie, les

comtes de 1 Angleterre, les Etats de 1 Amerique du Nord, etc.

( ) On the geographical problem of ihe four colours, by A.-B. KEMPE,

B.-A., Lo.idon. Note on the preceding- paper, by William F. STOKY

(Journal de Sylvester, t. II, p. ig3 et suivantes).
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DIVISION DE LA

Supposons que 1 on considere d abord une surface plane

de forme quelconque, divisee arbitrairement en districts, mais

telle qu on ait pu la recouvrir de quatre couleurs, conformement

a la condition imposee ;
nous aurons divise la carte en districts

colories, par exemple, en rouge, en vert, en bleu et en jaune.

Fig. 120. Fig. 121.

Prenons a part les districts recouverts de deux quelconques de

ces quatre couleurs; si nous choisissons les districts rouges et

verts, nous observerons qu ils forment une ou plusieurs regions

detachees, c est-a-dire n ayant aucune ligne de demarcation com

mune (fig .120 et 121), bien que pouvant se rencontrer en un

ou plusieurs points. II est clair que. dans 1 une de ces regions,

dans quelques-unes, ou dans leur ensemble, nous pouvons

echanger les couleurs rouge et verte, et la carte restera coloriee

conformement a la condition imposee. Les regions tormees par

les districts rouge et vert entoureront d autres regions, formees

des districts jaune et bleu, ou seront entourees par celles-ci
;
on



j 74 Septieme recreation.

pourra aussi echanger les couleurs janne et bleue dans une re

gion, dans plusieurs, ou dans la totalite, sans nuire a la condition

imposee.

CARREFOUR DE QUATRE FRONTIERES.

Examinons maintenant ce qui se passe lorsque les lignes de

demarcation de trois districts, ou plus, se rencontrent en un

meme point que nous appellerons point de concours .

Si trois districts ont un point commun, il faut evidemment

trois couleurs diffe rentes pour les colorier. Si quatre districts se

reunissent en un meme point, on peut, s il n y en pas d autres,

les colorier avec deux ou trois couleurs seulement; mais quel-

quefois on pourra se trouver amene a les colorier avec quatre

couleurs; supposons qu il en soit ainsi, comme dans la Jig. 122.

Nous allons montrer qu en modifiant le coloriage des dis

tricts voisins, on peut n employer que trois couleurs. En effet :

1 si les districts a el c appartiennent a des regions (rouge et

vert) differentes, nous pouvons echanger les couleurs rouge et
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verte dans Tune de ces regions, sans les echanger dans 1 autre; il

en resultera que les districts a et c seront de la meme couleur,

tous deux rouges ou tous deux verts
;
2 si les districts a et c ap-

partiennent a une meme region ( rouge et vert) . celle-ci formera un

anneau comme dans \zfig. 121; par suite, les districts b et d se

trouveront dans des regions (bleu et jaune) differentes, de telle

sorte que Ton pourra echanger les couleurs bleue et jaune dans

Tune de ces regions sans les echanger dans 1 autre; il en resultera

que les districts b et d seront de la meme couleur, tous deux

jaunes ou tous deux bleus. Ainsi Ton peut toujoursreduirea trois

le nombre des couleurs de quatre districts ayant un point

commun.

CARREFOUR DE CINQ FRONTIERES.

II en est de meme au point de concours de cinq lignes de de-

Fig. 123.

marcation. Lorsque cinq districts ontun point commun, on peut

les colorier avec trois couleurs seulement
;
mais ils peuvent 1 etre

avec quatre. Dans ce dernier cas, la fig. 128 montre la seule

forme que le coloriage puisse prendre, Tune des couleurs se pre-
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sentant necessairement deux fois. i Si les districts a et c appar-

tiennent a des regions jaune et rouge differentes, on pourra faire

une modification du coloris, de telle sorte que a et c soient tous

deux jaunes ou tous deux rouges; 2 si les districts a et c appar-

tiennent a la meme region jaune el rouge, et si a et d appar-

tiennent a des regions rouge et verte differentes, on modifiera le

coloriage sur 1 une d elles, de telle sorte que a et d soient tous

deux rouges ou tous deux verts; 3 si les districts a et c appar-

tiennent a la meme region jaune et rouge, et si les districts a et

d appartiennent a la meme region verte et rouge, ces deux re

gions separeront b de c, de telle sorte que les regions verte et

bleue auxquelles appartiennent le district b d une part et les dis

tricts d et e d autre part soient necessairement differentes, etque

les regions jaune et bleue auxquelles appartiennent le district e

d une part, et b et c d autre part soient aussi differentes. Done,,

si Ton echange le bleu etle vert dans la region &, et le jaune et le

bleu dans la region e, b deviendra vert, e deviendra jaune, a, c, d

ne changeront pas de couleur. Dans chacun des trois cas, les

trois districts n auront que trois couleurs.

Ainsi, lorsqu une carte peut etre coloriee en quatre couleurs,

on peut toujours en modifier convenablement le coloriage, de

telle sorte que si quatre ou cinq districts, et non plus, ont un

point commun, ces districts peuvent etre recouverts, au plus, de

trois couleurs differentes. Nous demontrerons, plus loin, que Ton

peut toujours disposer le coloriage avec cette condition restrictive,

pour une carte quelconque.
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LA CONTEXTURE D UNE CARTE.

Laissons de cote, pour 1 instant, la question de coloriage, et

etudions les divers details de construction de la carte. Elle peut

presenter des districts-lies^ ou districts isoles ayant une seule

ligne de demarcation (fig. 124); des regions-lies (fig. 125),

Fig- 124. Fig. I2D.

composees d un certain nombre de districts; des districts-penin-

sules (fig. 126) ayant une seule ligne de demarcation et un seul

Fig. 126 Fig. 127.

point de concours; des regions-peninsules (fig. 127), des dis

tricts complexes comprenant des iles et des peninsules; enfin des

E. LUCAS. Recreations mathem., IV. 12
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districts simples (Jig. 128) qui n en comprennent pas, et qui

ont autant de lignes de demarcation que de points de concours.

On observera qu a Pexception des limites fermees, comme dans

Fig. 128.

\i\Jig. 124, et de celles qui ont un seul point de concours, comme

dans la Jig, 126, chaque ligne de demarcation aboutit a deux

points de concours et appartient en outre a deux districts.

LA GARNITURE DES PIECES.

Prenons un morceau de papier et decoupons-le suivant la forme

d un district quelconque (district simple, district-ile ou district-

peninsule), mais en lui dormant des dimensions un peu plus

grandes, de telle sorte qu il recouvre les lignes de demarcation

qui bornent ce district. Fixons, sur la carte, ce morceau de pa

pier, que nousappellerons j?fece; prenons un point quelconque a

1 interieur et prolongeons les lignes de demarcation qui abou-

tissent au district, jusqu a ce point, par des lignes qui ne s entre-

croisent pas; ces lignes de demarcation existent tou jours, sauf
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dans le casd une ile; s il n existe que deux lignes de demarcation

rencontrant la piece, ce qui est le cas d un district-peninsula, on

les reunit par une ligne traversant la piece; sans qu il soit besoin

de considerer un point de concours. Ceci fait, la carte possede un

district de moins, et le nombre des lignes de demarcation di-

minue en meme temps. La Jig. 129 represente le district avant

Fig. 1 29. Fig. i3o.

la fixation de la piece designee par une ligne ponctuee; la. fig. i3o

montre les nouvelles lignes tracees sur la piece jusqu a leur point

de concours pris a 1 interieur de celle-ci.

On repete Implication des pieces tant qu il reste des districts

simples, en observant que les pieces peuvent etre recouvertes par

d autres, partiellement, dans certains cas. De meme, en appli-

quant le procede aux districts-iles et aux districts-peninsules,

nous finirons par nous debarrasser de chacun des districts situes

sur la carte; celle-ci se trouvera reduite a un district unique de-

pourvu de lignes de demarcation et de points de concours. La

carte sera completement garnie de pieces.
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DEVELOPPEMENT DE LA CARTE.

Maintenant, renversons le precede, et enlevons les pieces dans

1 ordre inverse de leur placement, c est-a-dire otons d abord celle

qui a ete placee la derniere, puis celle qui a ete placee 1 avant-

derniere, et ainsi de suite; a mesure que nous enlevons une

piece, nous decouvrons un district, et la carte se trouvera deve-

loppee par degres succe.ssifs. Designons, a une phase quelconque

du developpement, par F le nombre des districts, par A le nombre

des lignes de demarcation, par S le nombredes points de concours

de la carte, et par les memes lettres accentuees les nombres qu on

obtient en otant la piece suivante :

3 Si la piece enlevee ne possede ni ligne de demarcation ni

Fig. 1 3 i.

point de concours, c est-a-dire si Ton a decouvert une ile, on a

evidemment

S =S, F rs.F-4-i, A z^A-M.

2 Si la piece enlevee n a pas de point de concours, mais une

ligne unique, c est-a-dire si Ton a decouvert une peninsule

(fig. 126) ou un districtavec deux lignes de demarcation, comme

dans la fig. 1 3 1
,
on a, dans le premier cas,

S = S + i, F 7 = F-M, A =A-f-2,
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et, dans le second, en supposant distinctes les lignes de demar

cation de part et d autre du district (fig. 1 3 1
)

3 Si la piece enlevee possede un point de concours ou abou-

tissent X lignes de demarcation et si le district decouvert apres

1 enlevement de la piece a ^ lignes de demarcation, on a

S S +
JI. I, F =rF-HJ, A = A-t-Ii..

Dans chacun deces trois cas, on deduit facilement

[a] S 4- F A -
i S-f- F A i.

4 Si la piece enlevee n a pas de point de concours, mais une

ligne unique faisant partie de la ligne de demarcation d un

district-ile sur la carte garnie de pieces, de telle sorte qu apres

1 enlevement de la piece on decouvre une des formes des^zg-. 1 18

et 1 32, nous avons, dans le premier cas
7

et, dans le second,

S^S-f-2, F = F-t-i, A r

=i--A

Par suite, dans 1 un ou Tautre de ces deux cas,

[b] S -hF A i =S + F A.
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GENERALISATION DU THEOREME DE DESCARTES.

Nous appellerons contour un assemblage de lignes de demar

cation telles que deux quelconques d entre elles sont reunies, soit

directement, soit par d autres lignes du meme contour, mais ne

se rattachent sur la carte a aucune autre ligne de demarcation;

le contour sera simple ou complexe, suivant qu il se composera

d une ou de plusieurs lignes de demarcation. Chaque contour

peutetre considere comme formant une carte partielle isolee sur

la carte, et que Pen peut colorier conformement a la condition

imposee. Par le procede de M. Kempe, nous arriverons neces-

sairement, en garnissant la carte de pieces, a Tune des formes

desfig. 182 et i 1 8, puis a une ile; enfin celle-ci disparaitra. Dans

la marche inverse, on a, a la premiere phase du developpement,

S = o, F = i
,
A = o,

et, par suite

S-hF A i = o;

a la deuxieme phase, d apres la relation [a],

[i] S+ F A i =o;

a la troisieme phase, d apres la relation [b],

S+ F A 1=1,

et a chacune des phases suivantes, d apres la relation [#],

[
2

]
S -h F A i = i ,

Dans le cas d une carte formee seulement d un con tour simple,
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la premiere et la deuxieme phase existent, et la relation [i]a

lieu. Mais si la carte se compose de G contours complexes, on a

la relation

[3] S + F A i=C,

c est-a-dire que, dans toute carte tracee sur line surface simple,

la somme des nombres despoints de concours et des districts sur-

passe de V unite la somme des nombres des lignes frontieres et

des contours complexes.

THEOREMB DE KEMPE.

Designons, a une phase quelconque du developpement, par

fiiffrfa, -&amp;gt;

IG nombre des districts qui ont i, 2, 3, ... lignes de

demarcation, par s%, s3 . s4 , ..., le nombre des points de concours

ou aboutissent 2, 3, 4, ... lignes de demarcation, nous aurons

S =s2 -hs 3 4-.?4 4- ...,

et, puisque chaque ligne de demarcation appartient a deux dis

tricts,

D autre part, puisque chaque ligne de demarcation aboutit a

deux points de concours, excepte dans le cas desiles qui n ont pas

de point de concours, et des peninsules qui n en ont qu un, on
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aura, en designant par ;j,
le nombre des iles et par ^ le nombre

des peninsules j

1

),

2 A = ?. u-o + IJ.J H- 2 5 2 H- 3 .9, +-...;

mais la relation [3] prend la forme

(6 F2 A) + (6 S 4 A) 6 (C-hi ) o,

on a done

5 /i-^4/2 + 3/;H-2 i&amp;gt;

Les cinq premiers termes de la relation precedente sont seuls

positifs; par suite, 1 une au moins des quantites/i, fz,f3 , /4 , f5

ne peut ctre nulle
; par consequent, dans toute carte tracee sur

une surface simple, il existe au moins un district ayant moins

de six frontieres.

LES PIECES AUXILIAIRES.

Nous observerons maintenant qu un point de concours ou

aboutissent plus de trois lignes de demarcation peut etre rem-

place par un certain nombre de points de concours ou se rencon-

trent trois lignes au plus; en effet, fixons sur ce point de concours

une petite piece circulaire entouree d une petite circonference

dont on supprime les parties qui forment les lignes de demarca

tion entre cette piece et Tun quelconque des districts adjacents.

( ) Un point de concours ou aboutissent deux lignes de demarcation compte

pour i dans s
3
et pour 2 dans

[x,.
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Le nombre des districts de la carte n est pas modirie par cette

piece, que nous appellerons piece auxiliaire, puisque celle-ci

doit etre consideree comme une extension de Tun des districts.

Cela pose, on commence tout d abord par modifier la carte,

en placant des pieces auxiliaires sur tous les points de concours

ou se reunissent plus de trois lignes de demarcation; puis on

garnit de pieces la carte modifiee, en couvrant toujours tin district

ayant moins de six frontieres. et fixant une piece auxiliaire sur

chaque point de concours ou aboutissent quatre ou cinq lignes

de demarcation. Dans ce procede, ii n y aura pas de nouveaux

points de concours ayant plus de cinq lignes de demarcation, et

deux pieces auxiliaires ne seront jamais placees 1 une sur Pautre,

apres que le premier district aura etc recouvert.

PRATIQUE DU COLORIAGK.

Nous arriverons done a une carte n ayant plus qu un seul dis

trict, sansaucune ligne de demarcation, que nous recouvrirons

de Tune quelconque des quatre couleurs. Puis, en developpant la

carte dans 1 ordre inverse, en tenant compte des pieces auxiliaires,

on peint chaque district a mesure qu il est decouvert. Supposons

qu a une phase quelconque du developpement, la carte ait ete co-

loriee avec quatre couleurs seulement. Enotantla piece suivante,.

on doit considerer deux cas : i si 1 on enleve une piece ordinaire,,

on decouvrira tin district sans aucune ligne de demarcation, ou

ayant une ligne. et pas de point de concours, ou presentant un

point de concours auquel aboutissent au plus trois lignes de de-
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marcation
; done, ce district sera entoure au plus de trois autres,

et 1 une au moins des quatre couleurs servira a le colorier; 2 si

Ton enleve une piece auxiliaire, on decouvrira un point de con-

cours auquel aboutissent quatre ou cinq lignesde demarcation, et

pas plus de cinq districts. Les couleurs de ces districts seront pro-

longees surleurs portions decouvertes, jusqu au point deconcours,

et Ton pourra reduire le nombre des couleurs a trois seulement

par le procede que nous avons indique plus haut. En otant la

piece suivante, celle surlaquelle est le point de concours que Ton

avait garni de la piece auxiliaire, on decouvrira un district ayant

quatre ou cinq lignes de demarcation, et entoure au plus de cinq

districts a deux ou trois couleurs; il reste done une couleur a

notre disposition pour le district decouvert. Ainsi, a une phase

quelconque du developpement, la carte est toujours coloriee en

quatre couleurs au plus. C. Q. F. D.

Avant de colorier la carte, on a le soin de designer les couleurs,

au crayon, par les chiffres 1,2, 3, 4; car on doit a certains mo
ments changer le coloriage.

On peut encore demontrer que Yon pent colorier une carte en

s imposant la condition de rfavoir que irois couleurs au plus, a

chaquepoint de concours. En effet, fixons en chacun de ces points

une petite piece circulaire; nous avons ainsi une nouvelle carte

dans laquelle ces petites pieces jouent le role de districts; colo-

rions alors toutcla carte, puisenlevons les petites pieces, en com-

pletant le coloriage des parties enlevees. Puisque trois couleurs,

au plus, entouraient chaque piece, il n y en aura pas plus de trois

en chaque point de concours.



La Geometric des regions. 187

CAS PARTICULARS.

II y a lieu, en terminant, de signaler deux cas particuliers.

I. Lorsque, sans compter les iles et les peninsules, chaque

district est adjacent a un nombre pair d autres districts, trois

couleurs suffisent pour colorier la carte.

II. Lorsque les lignes de demarcation qui aboutissent a

chaque point de concours sont en nombre pair, il suffit de deux

couleurs. Ce genre de cartes s obtient en tracant un certain nombre

de lignes continues qui se coupent un nombre quelconque de fois.

Dans ce cas, Pensemble des lignes frontieres peut etre decrit d un

seul trait continu, sans arret ni repetition, ainsi que nous Tavons

demontre dans notre Recreation sur le Jen des ponts et des lies

(i. I, p. 35).

LE PROBLEME DES LIAISONS.

A la fin du Memoire cite, M. Kempe ajoute encore les consi

derations suivantes : Si Ton place sur une carte une feuille de

papier a calquer, si Ton marque un point a 1 interieur dechacun

des districts et si Ton joint par des lignes les points qui corres

pondent aux districts ayant une frontiere commune, on obtient

un diagramme de jonction ou de liaison. On peut alors se pro

poser le probleme de maiquer les points du diagramme par le plus

petit nombre possible de lettres. mais de telle sorte que les deux

points places aux extremites d une ligne de jonction ne soient pas
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affectes de la meme lettre. La classification des diagrammes d apres

la valeur de n a une importance considerable sur laquelle nous

reviendrons plus tard. Nous nous bornerons a faire observer, pour

1 instant, que le diagramme de liaison d une carte et cette carte

elle-meme peuvent etre considered comme les representations de

deux polyedres poiaires reciproques.

Enfin M. Kempe termine par Fenonce d un theoreme qui est

une consequence du theoreme du coloriage; j
en ai longtemps

cherche, dit-il, une demonstration directe pour en deduire la so

lution du probleme des quatre couleurs. Ce theoreme est lesui-

vant : Unpolyedrequelconque etant donne, on pent ajouter aux

Jacesdecepolyedred autres polyedres, de telle sorte que, dans

lepolyedre resultant : i toutes les faces soient des triangles;

2 les nombres des aretes aboutissant a chaque sommet soient

des multiples de trois.

LES RESEAUX A POINTS TRIPLES.

Nous ajouterons ici quelques considerations fort ingenieuses

qui ont ete indiquees a diverses reprises par M. Tait, Feminent

professeur de 1 Universite d Edirnbourg f

1

).

( ) TAIT, Note on a theorem in geometry of position (Transactions of

the Royal Society}, p. 65j. Edimbourg, r88o. Listing s Topologie, by

Prof. TAIT. Introductory address to the Edinburgh mathematical Society,

nov. i883 (Philos. Mag., janv. 1884).
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THEOREMES DE TA1T.

Considerons un reseau dont les carrefours ne contiennent que

des points triples ;
ces points tous impairs, sont en nombre pair;

nous designerons par 2 n le nombre des points ;
le nombre des

chemins est egal a 3n. Nous dirons que le reseau possede un

isthme (fig.
1 33), lorsque la suppression du chemin correspon-

Fig. i33. Fig. 1 35.

dant forme par 1 isthme desagrege le reseau. Cela pose, on a le

theoreme suivant : Dans un reseau a points triples, sans isthmest

on peut partager les 3n chemins en trois groupes de n chemins,

de telle sorte que les trois chemins qui aboutissent a un meme

carrefour ou triviumquelconque appartiennent a trois groupes

differents. En d autres termes, les n chemins de chaque groupe

aboutissent aux 2n points donnes.

Nous designerons ces groupes par O, I, II, ainsi que nous 1 a-

vons fait (fig. 134 et i33). Le theoreme n a pas lieu lorsqu un

reseau partiel contenant un nombre impair de points est relie par

un isthme au reste du reseau.
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On peut encore enoncer le theoreme precedent sous la forme

suivante : Les aretes dun polyedre n ayant pour sommets que

des angles triedres peuvent etre divisees en trois groupes de

tellesorte qiCune arete de chaque groupe abontisse a chacun des

sommets. II en estainsi pour le tetraedre, pour le cube etpour le

dodecaedre; mais on doit encore observer avec 1 auteur que, sous

celte seconde forme, le nouvel enonce est plus particulier que le

precedent, etnes appliquerait a \&fig. i35 pour laquellele premier

enonce se verifie. Cette figure ne peut etre, en effet, considered

comme la deformation ou la representation d un polyedre, a moins

d etendre le nom de polyedre a des solides tels qu une lentille

biconvexe, par exemple.

THEOREME DE KIRKMANN.

Le Jeu icosien d Hamilton
(t. II, p. 211) est une application

particuliere de ce theoreme, car la figure correspondante est la

representation d un dodecaedre pentagonal. L idee de ce jeu lui

a ete stiggeree par cette remarque de M. Kirkmann que, evidem-

ment, un circuit d aretes, d un type unique, passe par tousles som

mets de ce polyedre j

1

).
Hamilton s est empare de ce resultat et

en a fait la base de son Jeu, ainsi que d un nouveau calcul d es-

pece tres singuliere. Les fig. i36 representent trois circuits sur

des diagrammes equivalant a la representation plane d un dode

caedre pentagonal. En chacun des sommets du polyedre, nous

( ) KIRKMANN, On the polyhedra (Phil. Trans., i85S, p. 160).
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pouvons nous diriger a main droite ou a main gauche (dans le

diagramme,, il faut inverser la droite et la gauche pourle contour

exterieur); designons ces operations respectivement par X et

par [X. Si 1 on commence en un sommet quelconque du dode-

caedre, la repetition quintuple de Foperation X ou de 1 opera-

tion
jx

nous ramene au point de depart, apres avoir decrit les

Fig. 1 36.

cinq cotes de Tune des faces, de sorte que Ton peut considerer

le symbole X ou tx comme une racine cinquieme de 1 unite. Dans

cette notation, le theoreme de Kirkmann est represente par

1 expression

X{J.X&amp;lt;xXXX|xaaX;xXu.XXX|j|xu.
= I,

ou, d une maniere plus abregee, en observant qu on n a pas le

droit de renverser 1 ordre des operations, ni celui de leurs sym-

bolcs,

Cette expression peut etre mise sous un grand nombre de

formes qui paraissent differentes, mais equivalentes en realite;

ainsi Ton peut permuter circulairement les facteurs, c est-a-dire

que 1 on peut commencer ie cycle a un facteur quelconque. On

peut aussi echanger les symboles X et
jx

a cause de la symetrie
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de la figure. II est interessant d etudier, dans ce cas particulier

desreseaux a points triples, la nature desdiverses especes d essais

necessairement infructueux pour sortir d un pareil labyrinthe.

Si, par exemple, nous choisissons des routes telles que

(A{x)
2

XjxX
8

,
OU XV 3

;

qui ne se rencontrent pas dans le circuit completque nousavons

formuie plus haut, le pas suivant nous ramene forcement a un

carrefour deja traverse. Nous obtenons ainsi d autres relations

entre les symboles X et u_, et renfermant des facteurs dont le

nombre peut varier de 7 a 19. C est,sous une autre forme, lepro-

bleme des impasses, dans leJeu icosien d Hamilton (t. II, p. 221).

Nous donnons enfin (fig. 187) un autre diagramme pour 1*6%

tude du Jeu icosien; on peut le reproduire sur une planchette en

fixant des clous aux sommets de 1 icosagone. Les lettres du dia

gramme sont en concordance avec celles de fajig . 97 du tome II,

page 211.
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GOROLLA.1RE DU COLORIAGE.

Le theoreme de Tait est tine consequence du theoreme de

Gathrie, sur le coloriage. En erfet, considerons un carrefour

quelconque a reseaux triples, mais sans isthme. Entourons-le

d un circuit exterieur; nous pouvons, avec les quatre couleurs

A, B, C, D, colorier toutes les regions en nombre n -+- 3, en

ajoutant celle qui est bornee par le circuit exterieur. Gela fait, un

chemin quelconque separe deux regions de couleurs differentes;

on rangera chacun des chemins dans les groupes O, I, II,

d apres le Tableau suivant :

entrc A et B ou entre C et D,

1 A et C )&amp;gt; B et D,

II Act D B etC.

Le theoreme de Tait est done une consequence immediate

du theoreme du coloriage; inversement, le probleme geogra-

phique des quatre couleurs serait une consequence du theoreme

de Tait, si Ton connaissait une demonstration directe, le cas

d exception de 1 isthme ne pouvant se presenter. En effet, si les

frontieres se rencontraient au nombre de plus de trois en un

meme point, il suffirait de recouvrir ce carrefour d une petite

piece auxiliaire, et alors toutes les frontieres se rencontreraient

trois par trois. II suffit ensuite de supposer que la piece auxi

liaire diminue indefiniment d etendue jusqu a disparaitre.

Gette relation entre les deux theoremes est analogue a celle de

la resolution de 1 equation du quatrieme degre que Ton ramene

E. LUCAS. Recreations mathem., IV. i3
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au troisieme, et aussi, par exemple, a celle de la recherche des

points d intersection de deux coniques par 1 etude des trois couples

de secantes qui passent par les quatre points.

II y aurait done un grand interet a trouver une demonstration

directe et rigoureuse du theoreme de Tait; mais, dit 1 auteur,

suivant Texpression de 1 eminent mathematicien Kirkmann, que

j
ai consulte sur ce sujet, le theoreme presente cet irritant in

teret qiCil se joue aussi bien du doute que de la preuve (*}.

Peut-etre que la preuve de cette curieuse proposition n a pu etre

decouverte jusqu ici, a cause de son extreme simplicite. Ainsi,

les astrologues sont exposes a ne pas voir les beautes des plus

humbles objets qui s etaient a leurs pieds.

Un astrologue, un jour, se laissa choir

Au fond d un puits. On lui dit : Pauvre bete,

Tandis qu a peine a tes pieds tu peux voir,

Penses-tu lire au-dessus de ta tete?

( ) Reprint of math, papers from the Educational Times, 1881, p. ii3.
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LA MACHINE A MARCHER.

L
IDEE de la machine a marcher n est pas tout a fait nou-

velle; on a deja pris, en France, une quarantaine de bre

vets pour cette invention qui trouve d utiles applications.

En temps de neige et de verglas, les locomotives avancent diffi-

cilement sur les rails, et Ton a pense qu il etait bon d ajouter aux

locomotives des organes temporaires permettant de remplacer les

roues par de veritables pattes. C est ainsi que Ton trouve dans

les galeries du Conservatoire des Arts et Metiers trois exem-

plaires de locomotives d patins, de M. A. Fortin-Hermann
;

1 une d elles, avec un seul cylindre moteur, est un petit modele

que Ton peut faire avancer en pressant une poire en caoutchouc;

une autre porte quatre cylindres moteurs; une troisieme est dis-

posee pour des courbes de petit rayon (*). On comprend bien

( ) Catalogue des collections du Conservatoire national des Arts et

Metiers, 7* edition, 1882, p. 407, n 5o, 5i, 52.
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encore que la locomotive a patins peut etre fort utilement em

ployee dans d autres conditions.

Le mecanisme principal des machines a marcher de M. For-

tin-Hermann se compose soit d excentriques, soit de parallelo-

grammes articules. La presente recreation a pour but de faire

connaitre en France le mecanisme qui a etc imagine par M. Tche-

bichef; nous devons dire qu il s agit ici principalement d une so

lution theorique; c est aux praticiens qu il convient d etudier les

resultats de 1 experience sur les indications donneespar 1 illustre

professeur de 1 Universite de Saint-Petersbourg.

On appelle habituellement en Mecanique parallelogramme
articule un quadrilatere ou une figure formee de quatre cotes de

longueur invariable, dont Tun reste fixe; les extremites de ce

cote fixe, la base, sont les centres de rotation des deux cotes ad-

jacents, et le cote oppose a la base se balance d une maniere plus

ou moins compliquee, suivant la grandeur respective des cotes

du quadrilatere. Le parallelogramme de Watt est un exemple

bien connu de ce mecanisme; il est souvent applique dans les

machines a vapeur, pour diriger la tige d un piston qui doit effec-

tuer unmouvement aussi rectiligne que possible. M. Tchebichei

avait demontre depuis longtemps qu avec le parallelogramme

articule iletait impossible d obtenir un mouvement absolument,

mathematiquement rectiligne. C est a M. Peaucellier, alors com

mandant du genie, aujourd hui general, membre du Comite des

fortifications, que Ton doit la premiere solution rigoureuse de la

description, de la construction d une ligne droite; mais cette

solution, publieeen 1864, etait restee inapercue I

1

).

( ) Nouvelles Annales de Mathematiques (1864).
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En 1870, un etudiant de 1 Universite de Saint-Petersbourg,

M. Lipkine, a presented M. Tchebichef un appareil articule, qui

permettait de tracer mathematiquement une lignedroite; cela ne

detruisait nullement les conclusions du savant professeur russe,

puisque 1 appareil articule n etait plus un patallelogramme et

comptait sept tiges ou cotes, au lieu de trois; 1 etudiant regut

les encouragements de son professeur, de son Universite et de

son gouvernement pour cette admirable decouverte; il avait

retrouve 1 appareil Peaucellier. Quant au general, il fut recom

pense plus tard; notre Academic des Sciences lui a donne un beau

prix.

Pour tracer une ligne droite, on se sert d une regie; mais tout

d abord il faut verifier celle-ci
; quand on 1 achete chez le mar-

chand, on met 1 oeil a Tune des extremites pour voir si elle est

bien conditionnee; on la verifie d une maniere plus sure en tra-

gant une ligne sur 1 un des bords et en retournant la regie sur

1 autre face, pour voir si le second trait coincide avec le premier.

Et depuis plus de quarante siecles que Ton fait de la Geome

tric, personne ne s etaitapercu que Ton ne savait pas tracer ma-

thematiquement une lignedroite! Cependant le professeur de Geo

metric, dans sa chaire, n enseignait que des constructions exactes

et rigoureuses! Aujourd hui encore, bien que 1 appareil Peaucel

lier et ses congeneres aient remplace, en Allemagne, en Angle-

terre, en Russie, le parallelogramme de Watt des machines a va-

peur, nosOuvrages elementaires sont muets sur cette decouverte,

sur ce mecanisme qui s explique avec le carre de Thypotenuse

par une demonstration claire, limpide, donnee par M. le colonel

Mannheim, professeur a 1 Ecole Polytechnique.

Mais revenons a notre sujet. II nefaut pas abuser outre mesure
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des solutions theoriques; ce sont des renseignements, des guides

pour le praticien; mais il faut aussi tenircompte du fonctionne-

mentdela machine, des frottements, du rendement. Au moyen
d un nouveau genre de calcul imagine par M. Tchebichef, et fonde

sur des methodes arithmetiques dont on trouve le germe dans les

Ouvrages d Euler, le savant professeur s est propose derechercher

les dimensions les plus convenables pour que Tun des points du

cote mobile, oppose au cote fixe du parallelogramme, puisse

decrire une droite aussi exactement que possible.

La fig. 1 38 represente le nouveau parallelogramme; les points B

Fig. i38.

et G sont fixes; ce sont les centres de rotation; le cote oppose AD
est de longueur constante; ses extremites decrivent les deux cer-

cles pointilles de la figure. Si Ton prolonge la ligne AD d une

longueur egale, c est-a-dire si DM = DA, le point M decrit une

courbe, qui n est plus la courbe a longue inflexion de Watt,

mais dont une certaine partie s approche tres pres d une ligne

droite, aussi pres que possible avec les conditions imposees,

pourvu que les dimensions du parallelogramme soient les sui-
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vantes, en prenant pour unite de longueur le cote AB :

et
3

Dans ce cas, et comme il est facile de s en assurer en eon-

struisant avec quatre regies en bois ce parallelogramme, le point

M decrit une trajectoire sensiblement rectiligne, lorsquele som-

met A decrit son demi-cercle de droite. Apres avoir parcouru

cette partie de la trajectoire, le point M se leve et fait sa marche

deretouren montant peu a peu, jusqu au milieu de la course, et

en s abaissant suivant la meme loi apres avoir depassece milieu.

Suppcsons maintenant (fig. i3q&amp;gt;) que Ton applique de tels sys-

temes a deux manivelles soudees a un axe, et directement opposees ;:

on obtient un mecanisme ou la rotation de 1 axe se transforme en&amp;gt;

mouvement de deux points qui, tour a tour, parcourent une meme

ligne droite, et dont chacun s eleve successivement au-dessus de

cette ligne apres Tavoir parcourue quandl autre s abaissesur elle

pour la parcourir. Placons a cote, pour 1 equilibre, un appareil
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Fig. 140. Position initiate au repos.

Fig. 141. Le pied dro-it de devant et le pied gauche de derriere se levent

pour s avancer vers la droite.
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Fig. 142. Position plus avancee que dans la fig. 141.

Fig. 14?. Deuxieme position de repos.
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symetrique par rapport a un point central, nombril de la machine,

et reunissons-le au premier par une barre fixe; faisons supporter

les extremites des quatre leviers M par quatre pieds, comme par

les pattes d un elephant; si 1 on tire vers la droite avec une

ficelle, tout cet appareil remue, se met en train et marche comme

un quadrupede (Jig. 140 a 143).

Habillons tout cet appareil de bois; donnons-lui de la chair en

carton; imitonsun elephant, sa trompe, avec defenses d ivoire;

nous ferons ainsi, suivant les dimensions, unjoujou pour 1 enfant,

ou pour les grandes personnes, dans la figuration des theatres a

grand spectacle. En lui placant un pendule ou un ressort dans

le ventre, comme au negrede la porte Saint-Denis, cet appareil

marcherait toutseul. Avec des jambesde girafe, il pourrait etre

utilise comme velocipede dans le departement des Landes; mais

1 addition d aussi longues jambes en ferait tout naturellement

monter le cout.

II serait plus interessant d experimenter Pappareil pour les lo

comotives et les locomobiles. Gependant, au-dessus de ces appli

cations diverses, nous terminerons en disant que ce parallelo-

gramme de M. Tchebichef donne la solution d un important

probleme de Mecanique. En ne considerant que les parties recti-

lignes de la trajectoire des points M, on reconnait qu elles pro-

duisent, avec une approximation tres suffisante, le meme effet

que les arcs egaux de la circonference d une roue qui tourne,

lorsque le rayon de celle-ci est tres grand. En d autres termes,

ce mecanisme joue le role d une roue infiniment grande.
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NOTES.

NOTE I.

Le saut du cavalier an jeu d echecs.

Edouard Lucas avait 1 intention de faire, sur le Saut du Cavalier, une

recreation tres complete, qui aurait rempli pres de la moitie d un volume.

II avait reuni, a cet effet, de nombreux renseignements, mais ce sont de

simples Notes, presentant trop de lacunes pour qu il nous soit possible
d y suppleer.
Nous nous bornerons a reproduire un article public par la Revue scien-

tijique du 22 septembre 1882.

DEFINITION.

On sait que le cavalier du jeu des echecs possede une marche

Fig. 144.

toute particuliere ;
il va, pour ainsi dire, en caracolant et passe

d une case blanche sur une noire, ou inversement. Ainsi, lorsque
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le cavalier se trouve en o (fig. 144), il peut venir se placer sur

1 une des cases numerotees de i a 8.

Nous dirons que deux cases sont conjuguees, ou battues Tune

par 1 autre, lorsque le cavalier peut passer par un seul saut de

1 une a Fautre; ces deux cases sont de couleurs differentes; par

consequent, apres un nombre pair de sauts successifs, le cava

lier se trouve sur une case de meme couleur que la case du de

part; apres un nombre impair de sauts. sur une case de couleur

differente. Une case etant donnee sur 1 echiquier ordinaire, le

nombre des cases conjuguees est 8, 6, 4, 3, ou 2; les cases des

quatre coins n ontque deux conjuguees, et ce sont les seules. Le

lecteur se rendra facilement compte de ces resultats en inscrivant

sur chaque case le nombre de toutes ses conjuguees; il trouvera

ainsi que 1 echiquier de 64 cases contient :

Quatre cases ayant deux cases conjuguees; ce qui fait 8 sauts.

Huit trois 24

Vingt quatre 80

Sei^e six 96

Sei^e huit 128

Total 336 sauts.

II y a done, sur 1 echiquier ordinaire, 168 sauts du cavalier et

un nombre egal de sauts inverses. Sur 1 echiquier rectangulaire

de dimensions^ et^, on demontre facilement que le nombre des

sauts du cavalier est le double de 1 expression

(2^3) (2^ 3) I.
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UN PROBLEME DE GUARINI.

Ann de familiariser le lecteur avec le saut du cavalier, nous

donnerons la solution du probleme suivant que 1 on trouve sous

len42dans un manuscrit de P. Guarini di Forli ( i5i2) : Deux

cavaliers blancs et deux cavaliers noirs sont places, sur Vechi-

quier, auxquatre coins dun carre deneufcases; on demandede

faire passer, suivant la regie, les cavaliers blancs a la place des

cavaliers noirs, et inversement, sanssortir du carre.

Supposons les cavaliers noirs en i et 3 (fig. 145), et les cavaliers

Fig. 145.

blancs en 5 et 7; on joue les quatre paires de coups suivants dans

lesquelles on deplace alternativement les deux cavaliers blancs et

les deux cavaliers noirs :

7 a2, 5a8, i a 4, 3a6; 2 a 5, 8 a 3, 4*7, 6 a i.

Les cavaliers blancs occupent les positions 3 et 5, et les noirs

les positions i et 7; on joue ensuiteleshuit coups suivants :

5a8, 3a6, 7 a 2, 1*4; 8 a 3, 6ai, 2 a 5, 4^7.

Les noirs occupent maintenant les cases 5 et 7 et les blancs les



208 Note I.

cases i et 3. L ensemble des parcours des cavaliers forme uu oc-

Fig. 146.

togone etoile, dont Tune des moities est decrite par chacun des

cavaliers (fig. 146).

LES RECTANGLES DE 12 CASES,

En suivant les lignes qui joignent les centres des cases d un

rectangle de dimensions 3 et 4 (fig. 147, 148 et 149), le cavalier

Fig. 147. Fig. 148. Fig. 149.

peut parcourir successivement les douze cases de ce rectangle;

les centres des cases de depart et d arrivee sont marques par
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de gros points; d ailleurs, rien ne distingue la case initiale de

la case finale, et le cavalier peut passer de 1 une a i autre,

apres avoir rencontre une seule fois les centres des dix autres

cases.

Nous recommandons ces exercices a tous les joueurs d echecs;

ils y trouveront une vue plus rapide des marches du cavalier qui

leur permettra d utiliser, dans la bataille, les ressources de leur

cavaleric (M.

LES CROIX D EULEU.

Nous ajouterons encore les deux exemples suivants pour les

parcours sur deux croix de douze et de vingt cases empruntes,

Fig. i5o.

comme les precedents, au Memoire d Euler dont il sera paiie

(

J

) Le investigazioni che si sono addote ci condurrano allo scopo di

renderlo alle battaglie piu destro. (T. CICCOLINI, Del Cavallo degli
scacchi, i836. )

E. LUCAS. Recreations mat hem., IV. 14
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plus loin (fig. i5o et 15 i
).
Dans ces derniers exemples, le cavalier

Fig. i5i.

peat partir d une case quelconque, parcourir une seule fois toutes

les cases et revenir a son point de depart.

LA. COURSE ET LE CIRCUIT.

Un jour, dit Euler
(

l

), je me trouvais dans une compagnie

oil, a Foccasion du jeu d echecs, quelqu un proposa cette question

de parcourir avec un cavalier toutes les cases d un echiquier sans

revenir jamais deux fois a la meme, et en commencant par une

case donnee. On mettait, pour cette fin, des jetons sur toutes les

(*) Memoires de VAcademic des Sciences de Berlin pour 1 annee 1759.

Ce Memoire est reproduit en francais sous le titre : Solution d une question

ingenieuse qui ne parait soitmise a auciine analyse, dans les Commenta-

t tones arithmetics collects (Petropoli, 1849, l - ^ P- -^7 a 355).
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soixante-quatre cases de Techiquier. a 1 exception de celle ou le

cavalier devait commencer sa route, et de chaque case ou le ca

valier passait conformement a sa marche, on otait le jeton, de

sorte qu il s agissait d enlever de cette fagon successivement tous

les jetons. II fallait done eviter, d un cote, que le cavalier ne revint

a une case vide, et, d un autre cote, il fallait diriger sa course en

sorte qu il parcounit enfin toutes les cases.

Pour executer ce probleme, et pour conserver le souvenir dela

Fig. 1 52.

marche du cavalier, il est preferable de se servir des soixante-

quatre premiers numeros d un jeu de loto, que Ton place succes

sivement sur les cases dans 1 ordre numerique, a partir de la case

designee, conformement a la marche du cavalier. Ce probleme a

ete propose et resolu pour la premiere foisdans un cas particulier

(fig. 1 52) par le chevalier de Montmort, auteur deTEssai &amp;lt;fana

lyse sur les jeux de hazard (Paris, 1708 et 1714). Deux autres

solutions du probleme ont ete obtenues, peu de temps apres, par

Moivre et de Mairan
(

i 722).

D apres I Encyclopedic de d Alembert et de Diderot, ce pro-

blerae aurait ete connu tres anciennement dans 1 Inde. En Eu-



2 1 2 Note I.

rope, on en a trouve la premiere mention dans le rnanuscrit de

Guarini (n 74), puis dans 1 Ouvrage intitule : S EN SUIT

JEUX, partis des Esche^, compose^ nouvellement pour recreer

tons nobles cueurs et pour eviter oysivete a ceux qui ont vou-

lonte, desir et affection de le scavoir et apprendre, et est appelle

ceLivre, le jeu des Princes et Damoiselles (Paris, vers i53o).

i53.

On y trouve ce passage : G est pour lever tous les eschez au traict

du chevalier en A et ensuy la -f de par Dieu; ton chevalier doit

estre au coing destre devers ton ioueur et se doit rendre a 1 opo-

site. Les developpements de 1 auteur conduisent a une course

sur le demi-echiquier de trente-deux cases que nous avons re-

presentee dans la fig. i 53.

On rencontre une autre course sur le demi-echiquier dans 1 Ou-

vrage Libro nel quale si tratta della maniera di giuocar a

Scacchi, con alcuni sottilissimi partiti, nuovamente composto

da PIORATIO GIANUTIO BELLA MANTiA (Torino, 1 5 97). Nous

avons represente cette course dans le demi-echiquier superieur

(fig. 154). Faisons tourner 1 echiquier d un demi-tour autourde

son centre et reproduisons cette course dans Tautre moitie de
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1 echiquier; nous pouvons reunir ces deux courses partielles par

deux traits pointilles dans la figure et conformes a la marche du

cavalier. On obtient ainsi un polygone fernie de soixante-quatre

Fig. 154.

cotes, representant une course rentrante ou un circuit sur les

soixante-quatre cases de 1 echiquier (fig. 154). Cette solution a

etc donnee par Euler dans le Memoire cite; il est curieux de

rapprocher ces deux solutions de Gianutioet d Euler, obtenues a

pres dedeux siecles d intervalle, car nous demontrerons plus loin

que le nombredes circuits de cette nature, traces en soudantdeux

courses partielles identiques sur les demi-echiquiers, est egal

a 3872.
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LE CAVALIER-SPHINX.

Les courses et les circuits forment des figures plus ou moins

regulieres qui donnent lieu, chaque semaine, a des problemes pro

poses dans les journauxillustres. On ecrit, sur les cases successives

d une course ou d un circuit, les lettres ou les mots d une ou de

plusieurs phrases qu il s agit de reconstruire en retrouvant la

marche du cavalier, quisert de^/z/ d Ariane. Souvent cette phrase

reconstruite donne naissance a de nouvelles questions : enigme,

logogriphe, charade, anagramme, etc.. qui presentent pour beau-

coup de lecteurs un grand interet de curiosite. L un des premiers

problemes de ce genre a ete donne dans lePalamede
( ). On avait

ecrit sur les cases successives d un circuit les soixante-quatre

mots (sans tenir compte des apostrophes) de ce morceau plus ou

moins poetique, qui renferme la definition de notre probleme :

Franchir chaque degre d un monde noir ou blanc;

Galoper en tons sens du Midi jusqu a TOurse,
Voila ce qu un cheval peut faire; mais, pourtant,

Quatre fois seize pas doivent borner sa course.

Au but ainsi marque, toi qui veux parvenir,

Tremble qu au meme point ton coursier ne repasse,

Tu verrais sous tes pieds un abime s ouvrir!

Change toujours d allure et fuis ta propre trace.

Le contour polygonal figurant la course du cavalier ne peut

( ) Le Palamede, revue mensuelle des ec/zecs, etc., 2&quot; serie, t. I, p. 822.

Paris, 1842. Cette revue a ete fondee par de Labourbonnais, en i836, et

continuee de 1841 a 1848 par F.-A. de Saint-Amand. Labourbonnais, ce-

lebre joueurd echecs, gagnaitdeux parties, sans voir rechiquier, centre les

adversaires les plus renommes; avant lui, Philidor, mort en 1796, defendait

trois parses dans les memes conditions; depuis, Morphy et Maczuski ont

souvent gagne huit parties simultanees, sans voir rechiquier.
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presenter, dans le cas de 1 echiquier ordinaire et, en general, dans

le cas d un echiquier contenant des cases en nombre pair, aucun

caractere de symetrie. En d autres termes, le contour ne pent se

composer de deux parties superposables, en repliant la course

dessinee sur une feuiile de papier, soit autour de Tune des me-

dianes, soit autour de 1 une des diagonales de 1 echiquier. En

effet, si Ton groupe deux par deux les cotes du contour, Pun

d eux reste isole, puisque leur nombre est impair; done ce cote

devrait se composer de deux moities superposables. Ainsi, Tun des

cotes serait perpendiculaire a une mediane ou a une diagonale,

ce qui est impossible. De meme, la course sur un echiquier pair

ne peut etre symetrique par rapport au centre de 1 echiquier,

puisque ce centre ne peut coincider avec le milieu d un cote.

Nous avons vu, d autre part (fig. 164), que le circuit peut etre

symetrique par rapport au centre
;
mais nous demontrerons plus

loin quele circuit, bien que compose d un nombre pair de cotes,

ne peut etre symetrique soit par rapport a une mediane, soit par

rapport a une diagonale de 1 echiquier carre de grandeur quel-

conque.

LA PLANCHETTE DE VANDERMONDE.

Dans ses Remarques sur les problemes de situation, publiees

dans les Memoires de I Academie des Sciences de Paris, pour

1 annee 1 77 1
,
Vandermonde a indique 1 emploi d un precede assez

commode pour etudier les diverses configurations de la course et

du circuit, et pour verifier les resultats obtenus. II dit : Faire

parcourir au cavalier toutes les cases de 1 echiquier sans passer
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deux fois sur la meme, se reduit a determiner une certaine trace

du cavalier sur 1 echiquier, ou bien, en supposant une epingle

fixee au centre de chaque case, a determiner le cours d un fil

passe une fois autour de chaque epingle, d apres une loi dont

nous allons chercher 1 expression. Ce precede a ete signale par

Balliere de Laisement dans son Essai sur les problemes de

situation (Rouen, 1782, in-8 de 74 pages et 7 planches). Nous

en donnerons une description plus detaillee d apres 1 Ouvragede

M.Paulde Hijo ().

On prend une planchette carree de 20 a 25 centimetres decote

et de i centimetre d epaisseur, sur laquelle on colle un echiquier

en papier. Au centre de chacune des soixante-quatre cases, on en-

fonce une pointe sans tete qu on laisse depasser d environ 5 a

6 millimetres. Puis, avec un fil de soie de la longueur de soixante-

quatre pas de cavalier, et attache parl un de ses bouts a la pointe

de la case initiale, on parcourt, en accrochant le fil aux pointes,

les differentes cases de 1 echiquier, demaniere a decrire n importe

quelle chaine du cavalier. De cette facon, quand on s apercoit

qu on a fait fausse route, il suffit de defaire le fil jusqu a la case

OLI Ton a pris une mauvaise direction et d en prendre une autre,

ce qui ne peut se faire quand on essaye de tracer une chaine sur

le papier.

On peutaussi, apres avoir garni sa planchette de pointes_, faire

un echiquier en carton mince, de la meme dimension, dont toutes

les cases seront percces, a leur centre, d un trou circulaire. On

( )
PAUL DE Huo, Le probleme du cavalier des echecs d apres les methodes

quidonnent la symetrie par rapport au centre. Ouvrage contenant plus de

quatre cent treize mille parcours du cavalier. Grand in-8 de 170 pages;

Metz, 1882.
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appliquera cet echiquier sur la planchette en faisant passer les

pointes par les trous du carton. Ainsi la meme planchette

pourra servir pour toute autre methode : il n y aura qu a rem-

placerle carton par un autre, prepare dela meme maniere, mais

portant une notation differente.

Le Polygraphile I

1

)
est la realisation de 1 idee de Vander-

monde; il constitue un jeu interessant et varie, facile a suivre,

meme en voyage. D autre part, dans un excellent Ouvrage (

2
)

auquel nous avons emprunte plusieurs renseignements, M. Gre-

taine conseille, pour 1 etude de ces problemes, 1 emploi d une

ardoise sur laquelle on fait graver un petit echiquier de 8 a

9 centimetres de cote, avec cases ombrees, en se servant d un

crayon d ardoise, qui s efface facilement. Avec 1 ardoise ou du

papier quadrille, on peut realiser rapidement des solutions di-

verses.

La rapidite d execution, dit M. Cretaine, est aujourd hui

vantee par quelques amateurs qui_, par des methodes rendues ai-

sees, obtiennent dix a douze solutions a 1 heure; leur habilete

se trouve eclipsee par la methode d un etranger qui m honore de

son amitie, je veux parler de M. Solvyns, de Bruxelles. On 1 a

vu, en 1860, par des combinaisons qu il ne veut pas faire con-

naitre, executer, a la Regence, de quarante-huit a cinquante solu-

(*) EDME SIMONOT, Le Polygraphile, nouveau jeu de salon et de jardin ,

deer it par son inventew. Brochure de 16 pages, avec planchette et 6 car

tons guides (Paris, 1872). L auteur s attribue a tort 1 invention du

Polygraphile; en revanche, il attribuea Vandermonde une methode obtenue

par Templci du guide n 3, qu il pourrait, avec plus de raison, conside rer

comme sienne.

(-) A. CRETAINE, Etudes sur le probleme de la marche du cavalier an

jeu des ecliecs ct solution du probleme des huit dames. In-b de 52 pages
avec 25 planches (Paris, i865).
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lions. II a repete ces memes operations sous mesyeux, esperant

alors, mais en vain, de perfectionner sa methode et de compter

soixante solutions. (Loc. cit., p. 23).

LE CAVALIER-DOMINO.

On peut conside rer le problemedu cavalier des echecs comme

un cas tres particulier dans la theorie generale du domino. En

effet, si 1 on numerate les cases del echiquierde i a 64, soit d une

maniere quelconque, soit par une notation ordonnee suivant les

lignes et les colonnes de Techiquier, la droite qui joint lesextre-

mites d un saut du cavalier, c est-a-dire les centres de deux cases

conjuguees, peut etre considered comme Tun des des d un jeu de

dominos commencant au double as pour rinir au double soixante-

quatre; par consequent, le contour polygonal de 63 cotes repre-

sentant une course correspond a une disposition rectiligne de

63 dominos. Cela pose, joignons deux a deux, de toutes les ma-

nieres possibles, les centres des cases conjuguees de Techiquier; le

nombre des traits d union est 168, ainsi que nous 1 avons vu, et

le probleme de la course du cavalier revient a celui-ci :

On prend 168 dominos dans un jeu completde dominos du

double as au double soixante-qitatre, en rejetant les doubles, et

en ne conservant que les des qui correspondent a tons les sauts

du cavalier sur Vechiquier. Former une disposition rectiligne

de 63 dominos, de ielle sorte qu un point quelconque ne soit pas

repete plus de deuxfois.
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De meme, le probleme du circuit revient a former une dis

position circulaire de 64 dominos, avec les memes conventions.

II resulte de ces remarques que le probleme de determiner le

nombre des courses et des circuits devient un probleme du domi

no; et puisque la solution de ce dernier n est connue actuellement

que jusqu au double neuf, le probleme du cavalier semble presen

ter de tres grandes difficultes. Cependant, sans laisser au probleme

toute son indetermination, en imposant de nouvelles conditions,

on peut, dans certains cas, resoudre le probleme. Par exemple, si

Ton divise 1 echiquier en deux rectangles egaux par une ligne

mediane et si Ton impose au cavalier la condition de parcourir

successivement les 32 cases de chacun des fragments, on peut

determiner le nombre total des circuits sur Pechiquier, d apres la

methode de M. Flye-Sainte-Marie.

LE CAVALIER-LOTO.

Nous avons vu que, pour realiser la course ou le circuit du

cavalier, il est commode de se servir des 64 premiers numeros

d un jeu de loto. Supposons que Ton execute ainsi une marche

quelconque du cavalier; d apres la regie des sauts, la couleur des

cases change avec chacun d eux et passe du blanc au noir, et in-

versement. Par consequent, si Ton a pose le n i sur une case

blanche, le n 2 sera sur une case noire, le n 3 sur une blanche,

et ainsi de suite; done, en general, quelle que soit la marche du

cavalier sur un nombre arbitrairede cases de 1 echiquier, les cases

parcourues de meme couleur sont garnies de numeros de meme
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parite. Par exemple, si la case initiale est blanche, routes les cases

blanches parcourues seront recouvertes de numeros impairs, et les

cases noires de numeros pairs (fig. i52).

Supposons que toutes les cases de 1 echiquier soient parcourues,

alors chacune des colonnes contient quatre numeros pairs et quatre

numeros impairs; on a done cette proposition formuleepar Euler:

Dans 1 echiquier ordinaire, la somme des numeros des cases

d une meme ligne ou d une meme colonne, dans la course ou le

circuit du cavaliert est toujours un nombre pair.

II en est de meme pour 1 echiquier carre dont le cote est un

multiple de quatre. On voit encore que cette somme est toujours

impaire pour 1 echiquier carre dont le cote est double d impair

comme pour les echiquiers de 6, 10, 14 cases de cote. Enfin, cette

somme est alternativement paire et impaire pour les echiquiers

dont le cote renferme un nombre impair de cases.

D autre part, on observera que le nombre des sauts d une course

sur un echiquier de forme quelconque esttoujours egal au nombre

des casesdiminue de 1 unite; par suite, il n existe aucune course

sur les echiquiers de forme quelconque, lorsque la difference

entre le nombre des cases blanches et celui des cases noires

rt est pas egale a o ou a i .

De plus, dans le circuit, le nombre des sauts, toujours egal au

nombre des cases, est necessairement pair, puisque la case initiale

coincidant avec la case finale est de meme couleur que celle-ci;

par consequent, il n existe pas de circuit sur les echiquiers dont

le nombre des cases est impair.
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Si Ton joint deux a deux les centres de routes les cases conjuguees

d un echiquier d etendue quelconque, on trace ainsi un reseau

geometrique. En general, nous appellerons reseau geometrique

la figure formee par un nombre quelconque de points ou sommets,

dans le plan ou dans Tespace. reunis entre eux pardes lignes droites

ou courbes en nombre quelconque. Pou r plus de clarte, on suppose

que ies lignes de jonction ne se rencontrent pas en de nouveaux

points, et en les tracant sur un plan, nous admettrons qu elles

sont placees les unes au-dessus des autres.

Nous appellerons points doubles, triples, quadruples, ceux

ou aboutissent deux, trois, quatre lignes de jonction. Ainsi le re

seau de 1 echiquier ordinaire comprenant tous les sauts de cava

lier contient 64 points dont 4 doubles, 8 triples, 20 quadruples,

1 6 sextuples et 16 octuples. Gomme dans le jeu icosien d Ha-

milton
(

l

) ,
le probleme du cavalier revient a suivre certaines lignes

du reseau, en passant une seule fois par tous les sommets. Cette

consideration generate sur les reseaux donne lieu aux problemes

suivants qui comprennent un grand nombre de jeux et se ratta-

chent a la Geometric de situation.

PROBLEME I. Un reseau geometrique etant donne. parcourir

toutes les lignes du reseau, une seule fois, par le nombre mini

mum de trajets continus
(

2

).

(*) K. LUCAS, Recreations mathematijues, t. It, p. 210 (Paris. Gauthier-

Villars; i883).

(
a

) E. LUCAS, Recreations mathematiques, t. I, p. 288 (Probleme des

pants de hi Pregel}. (Paris, Gauthier-Villars; i883).
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PROBLEME II. Un reseau geometrique etant donne, par-

courir deux fois toutes les lignes du reseau par un seul trajet

continu (*).

PROBLEME III. Un reseau geometrique etant donne et ne

contenant que des points d ordre pair, quel est le nombre des

manieres distinctes de le decrire d un trait continu?
(

2
).

PROBLEME IV. Un reseau geometrique etant dcnne, de

combien de manieres peut-on visiter une seule fois tous les

sommets par un trait continu? (Jen d Hamilton, probleme du

cavalier.
}

PROBLEME V. Un reseau geometrique est donne avec les

sommets numerotes dans un ordre quelconque; on place sur tous

les sommets des cubes portant les memes numeros, dans un

ordre arbitraire. On enleve 1 un des cubes, et Ton fait glisser les

autressur les lignes de la figure, jusqu au sommet libre. Replacer

tous les cubes mobiles sur les numeros correspondants des som

mets [Jeu du taquin et du taquin continental
(

3

)]. Nous n avons

traite ce probleme que dans le cas oil la figure contient un qua-

drilatere (garage) en communication, sans isthme, par les deux

extremites d un cote avec toutes les autres cases.

PROBLEME VI. On couvre avec des jetons tous les sommets

( )
E. LUCAS, Recreations mathematiques, t. I, p. 46 et 240 (Jeu des la-

byrinthes, theorie des Ramifications et des Arbres geometriqnes}. (Paris,

Gauthier-Villars; i883).

(

2
) E. LUCAS, Recreations mathematiques, t. II, p. 229 (Jeu de dominos}.

(

5

)
E. LUCAS, Recreations mathematiques, t. I, p. 189 et 229.
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d un reseau geometrique, a 1 exception d un seul
;
on enleve

successivement tous les jetons, tels que #, en placant celui d un

sommet adjacent b. sur un autre sommet adjacent de a suppose

vide. Enlever ainsi tous les jetons [Jen du solitaire, solitaire

icosien
j

1

)].

La solution de ces problemes, ignoree dans le cas general,

donne naissance a des fonctions arithmetiques dont la nature est

encore inconnue, malgre les recherches de Leibniz et d Euler, de

Vandermonde et de Legendre; et nous pouvons dire que ces

theories ne semblent habituellement delaissees qu en raison de

leur extreme difficulte,

( )
E. LUCAS, Recreations mathemxtiques, jt. I, p. 89; t. II, p. 227

(Paris, Gauthidr-Vitlars; i883).
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Nouscroyons intcressant de reproduirc ici cinq articles d Edouard Lucas,

qui ont etc publics, en 1891, dans les Tablettes du Chercheur, recueil bi-

hebdomadaire qui, a cote de questions amusantes, contient des problemes

serieux, souvent difficiles. Les Amusements scientifiques sur I Arithmetique
ont ete ecrits peu de temps avant sa mort; ce sont probablement les der-

niers articles qu il a rediges.

LES CARRES MAGIQUES.

SUR LE CARRE DE 3 ET SUR LES CARRES A DEUX DEGRES.

Pour trouver tous les carres magiques de 3, on commence par

diminuer tous les elements du tiers de la somme constante; alors

la somme des nombres de chaque ligne, de chaque colonne, de

chaque diagonale est necessairement egale a zero.

En exprimant d abord que la somme est nulle pour chaque

ligne etpour chaque colonne, le carre a forcement la forme sui-

vante :

a b a b

c d c d

a c -b d a -\- c -t- b -\- d.

Si Ton exprime que la somme des nombres places dans chacune

des diagonales est nulle, on a les conditions

d 2a b c o;
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en ajoutant, on trouve d = o, et si Ton pose

-h C 2
/? ,

b C = 2
&amp;lt;/

,

Je carre devient

-p p-^q -q

p q o qp
q ~p-q p.

II ne peut y en avoir d autres a somme nulle. Ge carre est

forme des trois progressions arithmetiques

I Pi 1, P + q&amp;gt;

II p, o, /?,

III ~p q, q, P q,

de meme raisonp. Deplus, dans la progression intermediaire II,

ch^icun des termes est egal a la demi-somme des termes corres-

pondants des deux autres; ces conditions subsistent dans le

carre magique dont la constante n est pas nulle. On a done ce

theoreme :

Pour former un carre magique avec neufnombres, il faut et

il suffit que ces nombres appartiennent a trois progressions

arithmetiques de meme raison et que le premier terme de I une

d elles soit egal a la demi-somme des premiers termes des deux

autres.

Lorsque ces conditions sontremplies, le probleme ne comporte

qu une seule solution.

E. LUCAS. Recreations matheni
,
IV. i5
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Si Ton considere le Tableau des neuf quantites

-+-q&quot;-
r 2

5% *(qr-}-ps), 2(qs pr).

2(qrps), p
z -^r- q-s~, 2(rs-{-pq),

2(rspq), p*+s*q*

on obtient un carre magique dans lequel la somme des carres des

nombres contenus dans une meme ligne ou dans une meme

colonne est egale au carre de (p
z
-i- q*-\- r 2

-f- s-}. Ce Tableau est

extrait du tome I de la Theorie des Nombres (p. 129). qui a paru

en 1891 a la librairie Gauthier-Villars.

Le n 2 des Tablettes du Chercheur contient un tres remar-

quable carre magique de 8, a deux degres, qui a ete obtenu

par M. Pfeffermann. En d autres termes, ii s agit de disposer

les 64 premiers nombres sur les cases de Techiquier, de telle

sorte que la somme des termes de chaque ligne, de chaque

colonne et de chaque diagonale soit la meme; et, de plus, que

si 1 on remplace tous les nombres par leurs carres, le carre reste

magique.

Nous allons faire voir que le probleme est impossible pour le

carre de 3. avec des nombres inegaux. et qu il est impossible pour

le carre de 4, en prenant seize nombres consecutifs. En effet, on

doit d abord remarquer qu un carre magique a deux degres con

serve toutes ses proprietes lorsqu on augmente tous les termes

d un nombre quelconque x. Lorsqu un terme # devient(.r -+- a],

son carre devient

x- -+- 2 a x -(- a
a
-

;

par consequent, en supposant, par exemple, un carre de 4, et en

designani par &amp;lt;j,

b
} c, d les termes d une rangee ou d une diago-
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nale, on a, pour les rangees et les diagonales,

a -+-b -t- c +d=S,

B! et S 2 designant les constantes pour le premier degre et le

second. En augmentant de x tous les elements du carre, la

somme des termes d une rangee devient

(
x 4- a

}
4-

(
x 4- b

)
-+-

(
x 4- c) 4- (x -+- d

}
= 4x 4- Sj

et augmente de 4 AT; d autrepart, la somme des carres des nombres

d une rangee devient

(
x 4- a)- 4- (x 4- by 4- (x + c)

2
-+- (x -h d)

2 = 4JC
2 -h 2 A: S, 4- S 2 ;

elle augmente, pour chacune des rangees ou des diagonales, de la

meme quantite 4^
2+ 2.r S^

Au lieu d augmenter de x, on peut diminuer tous les termes

de x\ ainsi, pour le carre de 3, en egalant la somme des carres de

deux lignes ou de deux colonnes, on obtient p o ou q = o.

Done, il n existe pas de carre de 3, a deux degres, forme de

nombres tous diffevents.

De meme, si un carre de 4, a deux degres, est forme de seize

nombres consecutifs, on peut le supposer forme des nombres

de i a 1 6
;
alors Sj 34 et S 2

= 374. Le nombre i6 2 25 6 doit

appartenir a deux rangees; mais

374 256:=n8

n est decomposable que d une seuie maniere en somme de trois
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carres inegaux deux a deux. Si, 36 et i. Done, il est impossible

de faire un carre magique a deux degres avec 1 6 nombrcs

consecutifs.

AMUSEMENTS SGI ENTI FI QU ES

SUR L ARITHMETIQUE.

1 LE TESTAMENT DU NABAB.

Probleme d Arithmetique indienne.

Un nabab laisse a ses enfants un certain nombre de diamants

d egale valeur, dans les conditions suivantes : Le premier prend

Fig. 1 55. Fig. 1 50.

ooooo
oooooe ooooo
OOOOO0 OOOOO
OOOOO0 OOOOC
OOOOO0 OOOOO
ooooo* ooooo
000000

un diamant et le { de ce qui reste
;
le second prend deux diamants

et le f de ce qui reste; letroisieme prend trois diamants et le y de

ce qui reste, et ainsi de suite. Apres le partage de tons les dia

mants, toutes les parts se trouvent egales. On demande le nombre

des diamants et celui des enfants.

Nous representerons les diamants par des pions noirs ou blancs,

arm de distinguer ceux sur lesquels nous porterons plus parti-

culierement notre attention. Considerons d abord un carre de
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36 diamants (fig. i55), et portonsau-dessous des pions blancs la

colonne de pious noirs; nous formons ainsi la fig. i56.

En retirant d abord le pion noir a droite, les pions noirs

forment le septieme de ce qui reste, puisque la figure se compose

de sept rangees egales, et ainsi la part du premier enfant se com

pose de six diamants.

Considerons maintenant le reste, en designant par des pions

noirs les diamants contenus dans la colonne a droite; nous for-

Fig. i5y. Fig. i58.

oooo .

oooo* oooo
oooo* oooo
oooo* oooo
oooo* oooo
oooo* oooo
oooo*

monsla/zg-. i5y; placons maintenant cette colonne de pions noirs

au-dessous des pions blancs, nous formons la fig. i58. Laderniere

ligne se compose de deux diamants et encore du 4- du reste; telle

Fig. i5g. Fig. 160.

ooo. 888 i
888: 888
OOG9 OOO
OOO OOO
COO* *

est la part du second enfant, egale a six diamants, comme celle

du premier enfant.

En continuant le meme raisonnement, par unesemblable ma

noeuvre on forme \zsfig. 1 5g et 1 60, ou Ton voitquela part des dia
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mants du troisieme enfant est representee par trois diamants et le

septieme du reste.

Et ainsi de suite. Le nombre des diamants est done egal a 36, et

les enfants sont au nombre de six, prenant chacun six diamants.

II est facile de voir qu il en est ainsi, lorsque Ton remplace la

fraction un septieme par tine autre quelconque, un n [*me
;
alors le

nombre des enfants est egal a (n i), etle nombre des diamants,

au carre de (n i).

REMARQUE. On donne habituellement la solution du pro

bleme precedent au moyen de formules algebriques; on en trouve

une de cette nature dans VAlgebre d EuLEn; mais il nous parait

fort probable que la solution que nous venons de donner est

1 origine meme de ce probleme. Des le v e siecle de notre ere, les

geometres indiens representaient les nombres par des briquettes,

en forme de parallelepipedes rectangles a base carree, et dont la

hauteur etait egale a 2, 3, 4, 5, 6, ... fois le cote commun de

toutes les bases. Cest ainsi que la lecture du Traite cTArithme-

tique d ARYABHATTA nous a permis de reconstituer la Table

de multiplication do-nt il se servaitdans son cours (a PATALI-

PUTRA, la cite desfleurs, capitale historique des monarques de

1 Inde), pour la demonstration des proprietes fondamentales de

la theorie des nombres. Le lecteur trouvera un exemplaire de

cette Table dans la collection des machines a calcul du Conserva

toire national des Arts et Metiers, a Paris. En remplacant les

colonnes de pions par des reglettes de cette Table, la solution de

ce curieux probleme devient intuitive.
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2 LA MULTIPLICATION RAPIDE PAR 9, 99, 999.

Pour multiplier un nombre quelconque par g, il n est pas

necessaire de savoir la Table de multiplication, et Ton peut obte-

nir le produit par une simple soustraction. Soit, par exemple, a

multiplier 748 par 9; on multiplie d abord par TO et Ton ob-

tient 7480, et Ton retranche 748. L operation se fait ainsi :

7480

748

et le produit est egal a 6782. Mais il n est pas necessaire d ecrire

deux fois le nombre 748, et Ton obtient immediatement le pro

duit de la maniere suivante : on ajoute un zero a la droite et a la

gauche du nombre et Ton retranche le chiffre 8 de 10, puis 4

de 8, puis 7 de 4 et o de 7, en tenant compte des retenues.

De meme, si Ton veut multiplier 748 par 99, cela revient a

multiplier par 100 et a retrancher ensuite 748. On place done

deux zeros a la droite et a la gauche de 748, et Ton a

0074800.

On retranche ensuite chacun des chiffres 8, 4, 7, du deuxieme

chiffre a droite, et ainsi 8de o, reste 2 et retiens i
;

i et 4, 5 deo

reste 5 et retiens i
; i et 7, 8 de 8, puis o de 4 et o de 7. On

trouve ainsi

0074800

74052

Avec un peu d habitude, il n est pas necessaire d e crire les zeros.
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On opere de meme pour multiplier par 999, 9999, ..-, et pour

un nombre forme uniquement de 9.

On peut aussi tenir compte de ces simplifications, dans la

multiplication de deux nombres quelconques, lorsque le multi-

plicateur contient une ou plusieurs fois le chiffre 9, selon queces

chiffres sont consecutifs ou ne le sont pas.

t*

Multiplications curieuses.

Les exemples suivants sont extraits de notre Theorie des

Nombres
(
t. I, p. 8); les curieux resultats obtenus proviennent

de la theorie que nous venons d exposer sur la multiplication

par 9. Nous ajouterons encore que, pour multiplier un nombre

par 8, on peut d abord le multiplier par 9, et retrancher du pro-

duit le nombre propose.

12845679 X9=iiniiiii

12845679 x 8 = 98765432

i x 9 -h 2 = 1 1

12 x 9 -+- 3 = i i r

123 x 9 + 4= 1 1 1 i

1284 x 9 -+- 5 1 1 1 i i

1 2345 x 9 H- 6 =.i i&quot;i 1 1 1

128456 X94-7 IIIMII

I 284567 X 9 -h 8 rr= I I I I I 1 I I

i 2845678 x 9 -t- 9 - i 1 1 1 1 i i i i



Note II. 233

98 x 9 + 6

987x9 + 5 = 8888

9876 x 9 + 4=88888

98765 x 9 + 3 = 888888

987654 x 9 + 2 = 8888888

9876543 x 9 + i = 88888888

98765432 x 9 + o = 888888888

i x 8 + i = 9

12 x 8 + 2 98

i23 x 8 + 3 = 987

1234 x 8 +4 = 9876

12345 x 8 + 5 = 98765

123456 x 8 + 6 = 987654

1234567 x 8 + 7 = 9876543

12345678 x 8 + 8 -98765432

123456789 x 8 + 9 i= 987654321

3 LE BLANC ET LE NOIR.

Lorsque Ton considere une suite rectiligne de pions noirs et

de pions blancs, deux cas peuvent se presenterdans Tensemblede

deux pions consecutifs, suivant que ces deux pions ont la meme

couleur ou sont de couleurs differentes. Nous dirons que deux
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pions dela meme couleur presententune permanence: on a ainsi,

dans la fig. 161 les permanences

Fig. 161.

oo
Permanences.

el nous dirons que deux pions de couleurs differentes presentent

une variation; on a ainsi, dans la fig. 162, les variations

Fig. 162.

O* i O
Variations.

L etude des variations est fort importante dans un grand

nombre de questions d Arithmetique et d Algebre, lorsque Ton

Fig. i63.

O O
OOO

remplace les pions noirs et blancs par les signes -h et de 1 ad-

dition et de la soustraction. Mais, dans ce qui va suivre, nous

nous servirons des pions des deux couleurs. II y a lieu d abord de

voir les modifications qui surviennent dans une suite de pions,,

lorsque Ton introduit un nouveau pion entre deux pions conse-

cutifs de meme couleur, c est-a-dire dans une permanence. Le

nombre des variations, qui est nul, ne change pas, si Ton intro

duit un pion de meme couleurque les deux autres (fig. 1 63
) ;
mais

il augmente de deux variations lorsqu on introduit un pion de

couleur opposee (fig. 164).
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Enfin, Jorsque Ton place un pion blanc ou noir entre deux

pions de couleur differente, c est-a-dire dans une variation, le

Fig. 164.

00
0*O O*

nombre Total des variations ne change pas, ainsi qu on le voit

dans la fig. i65, qui comporte quatre hypotheses distinctes.

En reunissant les trois cas que nous venons d etudier, on en

Fig. i65.

O
ooi

o
o

O I O
oo

conclut que Hntroduction d un pion entre deux pions consecu-

tifs ne modifie pas le nombre des variations, ou I augmentede 2,

nombre pair.

En repetant le meme raisonnement, on en conclut que si, dans

une suite rectiligne quelconque de pions noirs et de pions blancs,

on introduit un nombre quelconque de pions entre les pions

extremes, le nombre des variations ne peut diminuer, et, s il aug-

mente, il augmente d un nombre pair 2, 4, 6, ....

De ce qui precede, il resulte immediatement les deux proprietes

suivantes : entre deux pions quelconques de couleur contraire

d une suite rectiligne, il y a une variation ou un nombre impair

de variations. Entre deux pions quelconques de meme couleur,

d une suite rectiligne quelconque, il n y a pas de variation, ou
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bien il y en a un nombre pair. Pour demontrer ces deux propo

sitions, il suffit de retirersuccessivement,entre les pions extremes,

chacun des pions intercale s, en tenant compte des remarques

precedentes. D ailleurs, il est facile de constater que ces remar

ques ne s
?

appliquent pas au nombre des permanences.

Le nombre des variations on des permanences d une suite ne

Fig. 166.

A B C D L F

OO999OO99O

change pas lorsque Ton change lessignes de tous les termes, etles

commencements des sequences de pions de meme couleur, que

nous avons designees par des lettres de Talphabet, ne changent

pas de place.

En considerant chaque pion avec celui qui est place immedia-

Fig. 167.ABC D E F

tement au-dessous, on ne forme que des variations. Deplacons

d un rang vers la droite tous les pions de la ligne inferieure, nous

formons \&fig. 167; alors on apercoit sous chaque pion A, B, C,

D, E, F, qui sert de commencement a une sequence, un pion

de la meme couleur.

REMARQUE. C est sur une observation de ce genre que repose

la proposition connue sous le nom de Lemme de Segner, Tun des

fondateurs de la Meteorologie. Cette proposition sert de base an
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Theoreme de Descartes, dans Ja theorie des equations alge-

briques. Si Ton considere une equation algebrique quelconque

ciont le premier membre est ordonne et dont le second est nul, et

si Ton fait le compte des variations des signes des coefficients, le

nombre des racines positives de 1 equation est au plus egal au

nombre des variations, et s il en differe, il en differe toujours d un

nombre pair.

4 LES ECHIQUIERS ANALLAGMATIQUES.

L echiquier anallagmatique est un carre forme de cases noires

et blanches, en nombre egal ou inegal, de telle sorte que, sur

deux lignes (horizontales) ou sur deux colonnes (verticaies) quel-

conques, le nombre des variations des couleurs soit toujours

egal au nombre des permanences.

Nous representerons les cases par des pions noirs et blancs. La

Fig. i(38.

!

00
O !

&amp;gt;

fig. 1 68 represente deux echiquiers anallagmatiques A et B que

nous appellerons complementaires, parce qu aux cases noires de

chacun d eux correspondent des cases blanches dans 1 autre.

Remplagons chaque case noire de 1 echiquier A par un echi-

quier A et chaque case blanche par un echiquier B, et operons de

meme pour Techiquier B; nous formons, dans \&fig. 169, les
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echiquiers anallagmatiques complementairesG et D, ayantquatre

cases de cote.

D ailleurs, il est evident que Ton petit deduire d un echiquier

anallagmatique un certain nombre d autres echiquiers anallag-

matiques, soit en echangeant deux lignes ou deuxcolonnesquel-

conques autant de fois que Ton voudra, soit en changeant la

Fig. 169.

oooo
0*0*O*O

00
00*

couleur de toutes les cases d une ou de plusieurs rangees quel-

conques. II y aurait lieu d etudier ainsi le nombre total des echi

quiers anallagmatiques de 2, 4, 8, 16, ..., cases de cote.

La fig. 170 represents deux echiquiers anallagmatiques comple-

Fig. 170.

ooo

ooo
E

O0OO
OOfO

mentaires, etque Ton peutconsiderer comme identiques, lorsque

Ton fait tourner 1 un d eux d un { de tour autour de son centre.

Chacun d eux contient le meme nombre de cases blanches et de

cases noires. Ces figures ont etc indiquees pour la premiere fois

par M. Sylvester et reproduces comme dallage en marbre blanc

et rose dans un etablissement public de Londres.
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Pour obtenir les carres anallagmatiques de huit cases de cote,

on part d un echiquier anallagmatique quelconque de quatre

cases de cote, et Ton y remplace chacune des cases noires par

1 echiquier A et chacune des cases blanches par 1 echiquier B ;
et

de meme pour les echiquiers de seize, trente-deux, soixante-

quatre, ... cases de cote, et ainsi en doublant indefiniment.

Nous engageons le lecteur a reproduire les echiquiers obtenus

en remplacant chacune des cases noires de 1 echiquier E par cet

echiquier lui-meme, et chacune des cases blanches par 1 echiquier

complementaire F. On forme ainsi un joli dallage.
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NOTE III.

Sur la troisieme Recreation du tome III.

Sur les observations qui nous ont ete presentees parM.Fleury, inventeur

du Cameleon et du Paradoxal, nous avons reconnu que les donnecs et les

figures sur lesquelles sont basees les explications qu on a lues dans le

tome III ne se rapportaient pas exactement aux modeles qu on trouve

dans le commerce.

Nous n avions pas, en effet, ces modeles sous les yeux; nous ne connais-

sions ces jeux que par une figure et une description somrnaire donnees par
un journal. Nous avons cherche a rendre la solution aussi difficile que

possible. Pour cela, dans le Cameleon, nous avons impose [ obligation de

ne parcourir certains cotes que dans un sens, puis nous avons meme sup-

prime une des diagonales. Pour le Paradoxal, nous avons admis implici-

tement que le pion vert portant le chiffre i devait toujours etre amene

sur la meme case verte, celle qui est la plus voisine de la case jaune n i.

Et le problerne etait ainsi rendu impossible dans la moitie des cas.

M. Fleury est parti d une idee opposee a la notre. II s est attache, dans

la construction de ses jeux, a rendre la solution toujours possible, pensant

peut-etre avec raison que la vogue du Taquin n avait pas ete plus

longue parce que les chercheurs se rebutaient de ne pouvoir reussir une

fois sur deux.

Nous jugeons convenable de reproduire ici la description et la solution

des jeux en question, telles qu elles ont ete donnees par 1 inventeur.

Le Cameleon. Le jeu se compose d une boite ronde contenant un

easier et des pions, marques chacun d une des lettres du mot cameleon. La

fig. 171 represente le easier forme d un octogone etoile, aux sommets du-

quel se trouvent quatre cases jaunes (blanches sur la figure) et quatre

cases rouges (les cases ombrees), portant les memes lettres que les pions.

II existe, en outre, une case centrale noire.

Les cases jaunes et rouges sont reliees deux a deux par des lignes droites.

Les cases rouges sont, de plus, reliees entre elles par deux diametres pas

sant sur la case centrale.
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Les huit pions etant places au hasard, chacun sur une des neuf cases da

jeu, il faut, en jouant, les ramener tons sur les cases affectees des memes
lettres, en sorte que le mot cameleon se lise sur les pions comme autour
des cases.

La regie du jeu consiste a pousser chaque fois un pion sur la case vide,
suivant la ligne droite qui va du pion a la case.

Voici la solution donnee par 1 inventeur :

Lorsque les huit pions sont a leurs places respectives, c est-a-dire sur

les cases affectees des memes lettres, ils se presentent sur le pourtour dans
1 ordre C, A, M, E, L, E, O, N; tandis qu en suivant la ligne continue
formee paries cotes du polygone etoile, on les rencontre dans 1 ordre C, E,

O, A, L, N, M, E. En cet etat, nous dirons qu ils sont ordonnes et rendus
a destination.

Si alors on pousse un pion rouge sur la case centrale, le train forme par
les sept autres pions pourra circuler a volonte sur la ligne polygonale.
Dans ce mouvement, les pions se suivent en conservant le meme ordre; et,

par consequent, ils restent toujours ordonnes. Mais ce n est que quand
ils sont revenus sur les cases affectees des memes lettres, qu ils sont ren

dus a destination.

Maintenant, supposons que les huit pions soient places au hasard, chacun
sur une des neuf cases du jeu; la solution comprendra les deux operations
suivantes :

i Ordonner les pions.
a Puisque, pour etre ordonnes, les pions doivent se suivre dans 1 ordre

E. LUCAS. Recreations mathem., IV. 16
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C, E, O, A, L, N, M, E, sur la ligne polygonale, le pion G devra y etre

suivi du pion E; celui-ci du pion O, du pion A, et ainsi de suite.

Pour faire passer un pion derriere un autre, on le pousse au centre, ou
il attend que cet autre quitte line case rouge, pour venir 1 occuper apres lui.

Si, au moment ou Ton veut conduire un pion sur la case centrale, il

n est pas deja sur une case rouge, on en pousse au centre un autre non
encore ordonne, et situe sur une case rouge; puis on joue jusqu a ce que
le premier soit arrive sur une case rouge, et qu on ait pu reconduire aussi

celui du centre sur une case rouge sans couper le train deja forme.

2 Conduire les pions a destination.

Une fois que tons les pions sont ordonnes, si Ton en pousse un au

centre, il sera facile de conduire a destination le train forme par les sept
autres pions. Pour cela, on joue un pion sur la case vide, et les autres a

la suite, en tournant toujours dans le meme sens ; et, comme il y a deux

pions que Ton peut jouer sur la case vide, on tournera dans un sens ou

dans 1 autre, suivant que Ton comrnencera par 1 un ou par 1 autre de ces

deux pions. Or, le polygone etoile ayant huit cotes, si, en tournant dans

un sens, chaque pion doit parcourir six cotes avant d arriver a sa place,

en tournant en sens contraire, il y arrivera en parcourant deux cotes seu-

lement. C est done en commenfant qu il faut choisir celui des deux pions

que Ton jouera le premier.

Lorsque les huit pions seront ordonnes, mais non rendus a destination,

il pourra se presenter deux cas, suivant que le pion M se trouvera sur une

case rouge ou sur une case jaune.

Premier cas. Si le pion M se trouve sur une case rouge, poussez-le

au centre; puis conduisez le train a destination, et le pion M sur sa case.

Second cas. Si le pion M se trouve sur une case jaune, jouez suc-

cessivement les pions E, G, E, E, C; puis conduisez le train a destination,

et le pion C sur sa case.

Avant le Cameleon, M. Fleury avait inventc un autre jeu, auquel il

donna le nom de la Rose mystique.

La Rose mystique. La figure se compose d une case centrale et de

dix autres cases rouges placees aux sommets d un decagone etoile, portant

les numeros i a 9, le numero 4 etant repe te deux fois (fig. 172.)

Les dix pions etant places au hasard, chacun sur une case du jeu, il faut

les ramener tons sur les cases de memes numeros, en se conformant a la

regie du jeu, qui consiste a pousser chaque fois un pion sur la case vide,

suivant la ligne droite qui va de ce pion a cette case.

Le precede au moyen duquel le problemc est rendu toujours possible,
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est le meme que pour le Cameleon. Pour le faire comprendre, supposons

que, dans une boite de Taquin, on mette deux numeros 4. Les deux der-

niers numeros seront i3 et 14, au lieu d etre 14 et i5. Or, quand en jouant
on a conduit tous les des a leurs places respectives, a 1 exception des deux

derniers, le probleme est reconnu impossible dans le Taquin ordinaire,

Fig. 172.

tandis que, dans le Taquin a deux
des a la place de Pautre, pour que
C est ce secret que M. Fleury a

mettant deux numeros 4. Mais, a

pourquoi deux 4?... et Ton pense
sonne n aura Pidee de demander
ce rapport, nous considerons le

Rose mystique.

4, il suffit dc conduire Pun de ces deux

le probleme s acheve facilement.

introduit dans la Rose mystique en y
la vue de ces deux 4, on se demande

que le secret est la.... Tandis que per-

pourquoi deux E dans Cameleon ? Sous

Cameleon comme mieux reussi que la

Le Paradoxal. ~Lafig. ij3 representece jeu. Les cases blanches, noires

et ombrees de cette figure sont respectivement rouges, vertes et jaunes sur

le easier du jeu. La boite au fond de laquelle est dessine ce easier con-

tient seize pions : quatre jaunes numerotes r, 2, 3, 4; quatre verts nume-
rotes i, 4, 7, 10, et huit rouges portant les numeros 2, 3, 5, 6, 8, 9, 1 1, 12.

Les seize pions etant places au hasard sur les cases du jeu, on en retire

un jaune, et Ton joue en poussant chaque fois un pion sur la case vide,

suivant la ligne droite qui va de ce pion a cette case.

C est en jouant toujours de cette maniere qu il faut obtenir: i que les

trois pions jaunes arrivent chacun a sa place sur le carre central; 2 que
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les douze autres pions se trouvent sur les cases de meme couleur, et leurs

numeros disposes par ordre de grandeur, dans le meme sens que ceux qui

marquent les heures d une pendule.
Voici la solution de M. Fleury :

Lorsqu il y a quatre pions au carre central, le train des onze pions qui

restent au pourtour peut avancer a volonte dans un sens ou dans 1 autre;

et si, a un moment donne, on pousse dans la case vide un pion du carre

Fig. 173.

central, il arrive entre deux pions du pourtour, devant Tun et derriere

1 autre, selon le sens de la marche du train.

De meme, lorsque la case vide se trouve au carre central, on peut faire

circuler a volonte le train des trois pions restants, et amener Tun d eux sur

telle case du centre que Ton veut.

Par cette double manreuvre, deux pions quelconques peuvent toujours
etre mis en vue, c est-a-dire amenes aux extremites de la droite qui joint

une case du centre a une case du pourtour.
Cela compris, pour resoudre la question proposee,on fera d abord passer

sur une case rouge le pion vert numero i, s il n y est deja; puis, ayant
amene le pion rouge numero 2 en vue du numero i, on le fait passer der

riere lui. On fera de meme passer le 3 derriere le 2, et ainsi de suite.

De cette maniere, on arrivera assez facilement a conduiretous les pions
a leurs places, a 1 exception des deux derniers du pourtour, comme du

carre central, qui pourront se trouver 1 un a la place de 1 autre.

Lorsque 1 operation en est arrivee la, trois cas peuvent se presenter.

Premier cas. Les pions 1 1 et 1 2 sont a la place 1 un de 1 autre, en meme
temps que deux pions du centre.
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Poussez le 12 sur la case adjacente du carre central, puis le ro a la place

quo vient de quitter le 12, et faites suivre les pions 9 et 8. Ensuite glissez

entre le 7 et le 8 le pion jaune qui est en vue; puis operez sur le train cen

tral un mouvement qui amene le 12 en vue du 11; faites rentrer le pion

jaune que vous avez glisse entre le 7 et le 8; ramenez a leurs places les

pions 8, Q, 10 et n. Enfin, glissez la 12 entre les numeros i et n, et con-

duisez a leurs places les trois pions jaunes.

Deuxieme cas. Tons les pions sont a leurs places, a Fexception des

numeros 1 1 et *2, qui sont Tun a la place de 1 autre.

Poussez le 12 au carre central, et faites avancerde trois rangs tout le train

de ceinture, de maniere que le numero i, qui occupe une case verte, arrive

sur la case verte suivante; puis, ayant glisse le 12 entre les numeros i et 1 1,

il ne vous reste plus qu a regulariser la position du petit train central.

Troisieme cas. Tous les pions sont a leurs places, a 1 exception de deux

jaunes, qui sont 1 un a la place de 1 autre.

Poussez le 12 au carre central; faites avancer de trois rangs tout le train

de ceinture, et glissez entre le 10 et le 11 le pion jaune qui est en vue.

Ensuite, imprimez au petit train central un mouvement qui amene le 12 en

vue de 11; faites rentrer le pion jaune, en ayant glisse le 12 entre les nu

meros i et ii, il ne vous reste plus qu a regulariser la position des pions

jaunes.

REMARQUE. Toutes les fois que la solution, commencee par une case

verte, est impossible, elle devient possible en commencant par la case verte

suivante. Or, la figure etant symetrique par rapport aux quatre cases vertes,

on ne voit pas de prime abord pourquoi le probleme est possible ou impos
sible en commencant par une case verte plutot que par la case verte sui

vante. C est en cela que consiste le paradoxe.

{/explication est la meme que pour le Taquin, ou, pour rendre possible

une solution qui ne Test pas, il suffit de tourner la boite de 90 et de re

former dans ce nouveau sens les rangees de pions. Si les pions du Taquin
etaient ronds, au lieu d etre carres, cette rotation ne serait pas sensible

a 1 oeil et, cependant, elle change la classe de la permutation considered.

Le probleme ne presente que des cas possibles quand le pion sorti du jeu

est jaune, tandis que, s il etait rouge ou vert, le probleme presenterait des

cas possibles et des cas impossibles. G est un second paradoxe qui justifie

le nom donne au Paradoxal.

M. Fleury a invente toute une serie d autres jeux scientifiques : le Moulin

rouge, le Trifolium diabolique, France et Russie, le Cadran etoile, VHyper-

taquin, la Boite magique, les Cartes hypnotiques , etc., etc.
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Le principe de ces divers jeux est le meme que celui des deux jeux pre
cedents.

Le Moulin rouge. Ce petit jeu vient d etre edite par la maison tres

connue a Paris sous le nom de Paradis des Enfants.

Fig. 174.

Ce jeu (fig. 174) a neuf cases, dont les huit du pourtour renferment les

lettres qui forment LE MOULIN, et communiquent entre elles par une ligne
droite. Les quatre qui sont aux extr&amp;gt;imite s des ailes du moulin commu
niquent de meme avec la case centrale.
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On pose le probleme en placant au hasard les huit pions, chacun sur

une des neuf cases; er, pour le resoudre, il faut conduire tous les pions,

chacun sur la case affectee de la meme lettre. La regie a observer, en jouant,

consiste a pousser chaque fois un pion sur la case vide, suivant la ligne qui

va de ce pion a cette case.

N. B. Le probleme presente des cas faciles et des cas difficiles, mais

jamais de cas impossibles.
C est, comme le Camcleon, un Taquin a neuf cases avec une lettre repetce

deux fois.

Le Trifolium diaboliqne. Le jeu se compose d une boite ronde conte-

nant un easier et des pions numerotes.

La fig. IJD represente le easier, forme de trois polygones etoiles, aux

sommets desquels se trouvent des cases numerotees.

Les cases du polygone de sept cotes sont rouges; celles d un des deux

polygones de cinq cotes sont vertes, et celles de 1 autre sont jaunes (sur la

fig. ij5 elles sont respectivement blanches, noires et ombrees).
Les pions rouges sont numerotes de i a 7, comme les cases de meme

couleur. Les pions verts et les pions jaunes sont numerotes de i a 5.

Pour poser la question, on met au hasard les dix-sept pions sur les dix-

sept cases, et Ton retire du jeu deux pions rouges.
Le probleme a resoudre consiste a conduire les i5 pions restes au jeu, a

leurs places respectives, c est-a-dire chacun sur la case de memo couleur et

de meme numero.

Pour jouer, il faut pousser chaque fois un pion sur une des deux cases

vides, en suivant la droite qui va du pion a la case.

L inventeur du jeu a donne la solution suivante :

Pour arriver a comprendre les solutions, repetez les exercices suivants :

Premier exercice. Tous les pions etant hors du jeu, prenez-en un rouge
a la main, et faites-lui parcourir toute la ligne polygonale rouge, en pas
sant successivement par les cases 1,4, 7, 3, 6,2, 5. Notez bien 1 ordre dans

lequel les pions rouges doivent se suivre sur la ligne polygonale.

Deuxieme exercice. Tous les pions rouges etant poses sur le jeu a

leurs places respectives, enlevez le pion 5, puis, sur sa case restee vide,

poussez le pion i et, a sa suite, successivement les pions 4, 7, 3, 6, 2.

Maintenant que les six pions ont fait chacun un pas, continuez a pousser
le pion i et les autres a sa suite, jusqu a ce que chacun d eux soit revenu

a sa place apres avoir parcouru toute la ligne polygonale.

Troisieme exercice. Les six pions se trouvant sur leurs cases, prenez
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les deux pions 2 et 7, et portez-les 1 un a la place de 1 autre. Gommc alors

ces deux pions ne sont plus a leur rang sur la ligne polygonale, il faut

les y ramener, c est-a-dire le 2 apres le 6 et le 7 apres le 4, suivant 1 ordre

note au premier exercice. Pour cela, jouez le pion i sur la case 5, et les

Fig. i 7 5.

autres en suivant, jusqu a ce que le 2 arrive sur la case i, et de la vous le

poussez sur la case i verte ou jaune, ou il attend que le pion 4 ait passe

sur la case i, pour y revenir.

Au moment ou le pion 2 est pousse sur une autre e toile, les cases rouges
i et 4 etant vides, c est sur la case 4qu il faut jouer le pion 3. en suivant

toujours dans le meme sens la ligne polygonale, et, lorsqu un pion devra

etre joue sur la case i, ce qui va arriver aux 3 et 6, il la franchira pour
aller se poser sur la case 5, et c est quand il y sera arrive que le 2 viendra

prendre son rang derriere lui.



Note ITT. 240

Vous opererez sur le pion 7 comme sur le pion 2
;
vous le ferez sortir du

rang quand il arrivera sur la case i, pour 1 y faire rentrer ensuite derriere

le 4. Apres cela, il ne restera plus qu a faire marcher le train des six

pious jusqu a ce que chacun soit a sa place.

Quatriemc exercice. Repetez 1 exercice precedent sur 1 etoile verte ou
aune.

Apres avoir note que les pionsdoivent se suivre, sur la ligne polygonale,
dans 1 ordre i, 3, 5, 2, 4, vous enlevez le 4, el ayant porte, Tun a la place
de 1 autre, les pions 2 et 3, vous les ramenerez a leur rang, c est-a-dire le 2

derriere le 5, et le 3 derriere le pion i.

Cinquieme exercice. Placezau hasard tons les pions rouges sur 1 etoile

rouge, de meme les verts sur 1 etoile verte, et les jaunes sur 1 etoile jaune,

puis sortez les deux pions qui sont sur les cases i rouge et verte. Cela

fait, il faut conduire a sa case chacun des quinze pions restes sur le jeu.

Poussez d abord sur la case i verte le pion qui est sur la case i jaune, puis
faites circuler le train des quatre pions restes sur 1 etoile jaune, jusqu a ce

que le pion i vienne sur sa case et poussez-le sur la case i rouge. Ensuite

faites rentrer 1 autre pion jaune et conduisez, chacun a sa case, les quatre

pions de 1 etoile jaune, puis aussi le pion i. Vous conduisez de meme a

leurs cases les quatre pions de 1 etoile verte, et entin les six pions de 1 etoile

rouge.

Sixieme exercice. Ayant place tons les pions sur leurs cases respec-

lives, sortez du jeu les deux pions i rouge et vert; puis portez, 1 un a Is.

place de 1 autre, le 3 vertet le 5 rouge. II faut. en jouant, ramener ces deux

pions sur leurs cases; ce qui se fait en huit mouvements : i Gonduisez le

3 vert sur la case i verte; 2 le jaune i sur la case 5 rouge; 3 le 3 vert sur

la case i rouge; 4 le 5 vert sur la case i jaune; 5 le 3 vert sur la case 3

verte; 6 le jaune i sur la case i verte; 7* le 5 rouge sur la case 5 rouge
8 le jaune i sur la case i j.aune. Apres ces huit mouvements, tons les pions
sont a leurs places.

Pour que deux pions puissent etre permutes en huit mouvements, il faut

quecelui qui est sur 1 etoile rouge soit a la case 4 ou 5, et 1 autre a la case

3 cu 4 sur Pe toile verte ou jaune. Le pion qui ne s y trouve pas y est con

duit en faisant circuler le train.

Solution generale. Ayant place tous les pions au hasard, chacun sur

une case du jeu, et sans distinction de couleur, enlevez-en deux rouges au

hasard. La question etant ainsi posee, la solution consiste a ramener les

quinze pions restants, chacun sur sa case.

Supposons que les deux rouges enleves du jeu soient le 2 et le 5. J adopte
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le pion i vert pour representer le 2 rouge sur le jeu; en sorte que les deux

pions qui manquent au jeu sont censes le 5 rouge et le i vert. Par cette

supposition, la question est ramenee a 1 exercice cinquieme, ou il manque
un rouge et un vert.

Maintenant, par la repetition de 1 exercice sixieme, faites passer tous les

pions d une couleur sur 1 etoile de la mSme couleur, en ayanl soin de trailer

toujours le pion i vert comme si c etait le pion 2 rouge.
Si les cases i rouge et verte ne sont pas vides, jouez quelques pions jusqu a

ce qu elles le soient. Cela pose, vous regulariserez 1 etoile jaune, en suivant

la marche indiquee au cinquieme exercice. Apres cela, vous conduisez, cha-

cun sur sa case, les quatre pions qui sont sur 1 etoile verte. Ensuite vous

passez a 1 etoile rouge, qui a six pions, y compris le pion vert representant
le 2 rouge. Vous les faites arriver chacun a son rang sur la ligne polygo-

nale, c est-a-dire dans 1 ordre i, 4, 7, 3, 6, 2; puis vous faites marcher le

train de ces six pions jusqu a ce que le 2 rouge, represente par le pion vert,

arrive sur la case i, et de la vous le poussez sur la case i verte; apres

quoi, vous continuerez afaire circuler le train des cinq pions rouges jusqu a

ce que chacun occupe sa place.

Le Trifolium peut etre remplace par un Taquin continental, d une forme

speciale, represente sur la fig. 176.

Ayantenleve deux pions pris parmi ceux qui sont numerotes de i a 7, la

solution consiste :

i A ramener dans le carre les cinq pions restants parmi les sept pre

miers, c est-a-dire a echanger ceux de ces pions qui se trouvent dans les

rectangles avec ceux des pions 8 a 17 qui sont dans le carre.

Pour cela, les cases 6 et 7 etant vides, on commence par amener sur la

case i le pion a passer du carre dans un rectangle et sur la case 12 (ou 9)
le pion a passer du rectangle de droite dans le carre; puis on joue les sept

coups suivants :

De :3 en 6, de 8 en 7, de 12 en i3, de 8 en 12, de i en 8,

de 12 en i. de 6 en i3.

2 A ramener dans le rectangle de droite les pions nume rotes de 8 a 1 2, et

dans le rectangle de gauche, les pions i3 a 17, c est-a-dire a echanger ceux

des pions i3 a 17 qui sont dans le rectangle de droite avec ceux des pions
8 a 12 qui sont dans le rectangle de gauche.
Pour cela, les cases 6 et 7 etant vides, on commence par amener sur la

case 12 (ou Q) le pion a passer dans le rectangle de gauche et sur la case

14 (ou 17) le pion a passer dans le rectangle de droite, puis on joue les

sept coups suivants :

De 8 en 6, de i3 en 8, de 14 en 7, de 8 en 14, de 12 en i3,

de 14 en 12, de 6 en 8.
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3 A replacer dans 1 ordre naturel les pious du carre.

Les deux cases vides sont toujours 6 et 7.

Jouer de 8 en 6, puis amener sur la case 8 le pion que Ton veut placer

Fig. 176.

16

a la suite d un autre et le faire rentrer dans le carre quand le pion qui doit

le preceder arrive sur la case 6.

4 A remettre dans Tordre naturel les pions de chaque rectangle.

Pour le rectangle de droite :

Jouer de i3 en 6; amener le pion 8 sur la case i3, les pions 9 et 10 sur

les cases 7 et 8; faire rentrer ces deux pions dans le rectangle; amener 12

en 7, mettre en place les pions 9, 10, 1 1, puis les pions 12 et 8; enfin jouer

de 6 en i3.

Marche analogue pour le rectangle de gauche.

France et Russie. De tous les jeux inventes par M. Fleury, celui-ci

nous parait le plus savamment combine.

II se compose d un echiquier forme de treize cases reliees entre elles par
des lignes droites (/iff. 177), et de douze pions, dont six jaunes et six rouges.

Les cases jaunes, comme les pions jaunes, portent les lettres qui forment

le mot RUSSIE; tandis que les cases rouges, comme les pions rouges,

portent les lettres qui forment le mot FRANCE.
Les cases jaunes et les cases rouges, placees aux sommets de deux hexa-

gones concentriques, communiquent entre elles et avec la case noire placec
au centre, par des lignes droites, comme 1 indique la fig. 177.

On pose le probleme en placant au hasard tous les pions, chacun sur une
des treize cases, et pour le resoudre il faut, en jouant, conduire chaque pion
sur la case qui a la meme couleur et la meme lettre.
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La regie a suivre, en jouant, consiste a pousser, chaque fois, sur la case

vide, un pion voisin, en suivant la ligne droite tracee entre ce pion etcette

case.

NOTA. Le probleme presente des cas difrkiles, mais jamais de cas impos
sibles.

Voici la solution donnee par 1 auteur :

Les douze pions etant places au hasard, chacun sur une des treize cases,

on pourra, sans trop de difriculte, faire passer les pions jaunes sur les cases

jaunes et les quatre premiers sur leurs cases respectives. II en sera de meme

pour les pions rouges.
En cet etat, quatre cas peuvent se presenter, et, dans 1 explication qui va

suivre, les lettrcs des pions rouges seront plus hautes que celles des pions

jaunes.

Premier cas. Tons les pions sont a leurs places respectives, et le

probleme est resolu.

Deuxieme cas. Tous les pions sont a leurs places, a 1 exception des

deux jaunes i, E, qui sont a la place Tun de 1 autre. Pour achever le pro

bleme, jouez successivement les pions

NSSURIE-SSNEEIRUSSIEE.
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Troisieme cas. Tous les pions sont a leurs places, excepte les deux

jaunes i, B, et les deux rouges G, E. Jouez successivement les pions

GiEsNGiEsNCEEiEGNsiECNsiEE.

Quatrieme cas. Tous les pions sont a leurs places, a 1 exception

des deux rouges C, E. Alors, jouez les pions

NssuRNssuRNssECssAEssFANRussNRuss
NRAFCNEARENCE.

Nous ne pouvons pas donner la description de VHypertaquin, qui est

encore en preparation. Mais nous savons, par Pauteur, que lejeu contient

seize pieces carrees, comma le Taquin ordinaire, et que le probleme ne

presente que des cas possibles.

Nous empruntons au journal la Nature un article paru, sous la signa
ture de M. Henri Fleury, qui y donne Implication de sa Boite magique.

La petite boite qui constitue la recreation contient six cartons, sur

chacun desquels sont inscrits trente-deux noms d enfants. Les cartons sont

une transformation des cartes dites mysterieuses, dont nous allons expli-

quer la construction.

Je prends six petits cartons blancs, que je designe paries nombres t, 2,

4, 8, 16, 32, places en haut de ces cartons. En additionnant ces nombres de

toutes les manieres possibles, on obtient tous les autres nombres entiers

jusqu a 64. Ainsi,

3 1+2, 5 = 1+4, 6 = 2+4, 7 = 1+2+4, ...,

63 =1+2 + 4+8+16+ 32.

Ayant la liste des 63 nombres entiers qui precedent 64, j
ecris sous le

nombre que designe chaque carton tous ceux dans la formation desquels il

est entre. Par exemple, le nombre 23 sera inscrit sur les cartons i, 2, 4, 16

puisque 23 = 1+2 + 4+1 6. Lorsque cette operation est finie, j
ai six car

tons qui contiennent chacun trente-deux nombres, le premier presentant
les trente-deux nombres impairs qui precedent 64.

&amp;gt; Voici maintenant comment s execute le tour. Pour que je devine le

nombre que vous avez choisi, vous remettez les cartons qui le contiennent

et vous gardez les autres. Par exemple, si vous me remettez les cartons

i, 2, 4, 16, je fais la somme de ces nombres et je dis que vous avez choisi

le nombre 23.
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Les nombres inscrits sur les cartons peuvent aussi designer des noms

quelconques, que Ton ecrit a leur droite. C est ainsi que Ton obtient les

cartes dites mysterieuses, au moyen desquelles on devine le nom choisi

ou pense, ce qui se fait en calculant le nombre correspondant.
j&amp;gt; Le jeu des cartes mysterieuses etant depuis longtemps trop vulgaire-

ment connu, je 1 ai transforme en un tour nouveau vraiment surprenant,
meme pour le mathematicien.

D abord
j
ai supprime tous les nombres, en sorte que les cartons ne con-

tiennent que des noms d enfants. On comprend alors qu un calcul soit

moins difficile sur des nombres connus que sur des nombres disparus.
En second lieu, vous ne me remettez que les cartons qui ne contiennent

pas le norn a deviner. On comprend encore qu il devienne plus difficile de

trouver ce nom sur les cartons qui ne le contiennent pas.
c Gomme je 1 ai dit tout a 1 heure, le tour est etonnantquand on le voit

executer. Mais le mystere disparait quand on lit 1 instruction qui accom-

pagne le jeu. En effet, on y voit, d une part, que les nombres qui desi-

gnent les cartes mysterieuses se trouvent remplaces sur mes cartons par
un systeme tres simple de points adroitement dissimule s dans 1 encadre-

ment. Par exemple, le nombre 32 y est rempiace par un petit groupe de

six points. D aulre part, on voit comment une liste ge nerale, collee au

fond de la boite, reste invisible pour les spectateurs pendant 1 execution

du tour.

Si 1 instruction qui accompagne le jeu en devoile le mystere, elle ne

leve pourtant pas toute difficulte theorique; car elle ne dit pas par quel
secret on peut trouver le nombre pense, au moyen des cartes qui ne le

contiennent pas. Mais il est bien simple, car il suffit de savoir que le

nombre donne par celles-ci est le complement du nombre donne par les

autres pour faire 63. Par exemple, si le nombre choisi est 23, il se trouvc

sur les cartes i, 2, 4, 16 et les cartes qui ne le contiennent pas sont desi-

gnees par 8 et 32, dont la somme est 40, complement de 23. Or, 1 opera-
tion meme qui consiste a soustraire 40 de63, pour avoir 23, est supprimee

par 1 emploi des cartons de la Boite magique. II m a suffi pour cela de per-

muter les noms designes par 23 et 40.

J ajouterai que le secret des jeux que j
ai inventes repose sur des

proprietes numeriques fort simples, mais generalement inconnues, parce

qu elles ne sont pas expliqueesdans les traites classiques.
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NOTE IV.

Sur la huitieme Recreation du tome I.

Dans le tome I des Recreations mathematiques, le paragraphe consacre

au Taquin complet (p. 234) n a pas recu tousles developpements neces-

saires. Aussi, croyons-nous devoir revenir sur cette question et cionner,

d apres M. Paul Redon, quelques explications complementaires.
Voici d abord 1 enonce de la question :

Les sei^e pions du Taquin etant places dans nn ordre donne, retirer I un

d eux et parvenir a tine position egalement donnee.

Nous appellerons 1 ordre primitif dans lequel les pions sont places : posi
tion initiale, et celle qu il s agit d atteindre : position finale. Si tous les des

etaient ranges dans 1 ordre i, 2, 3, ..., i5, 16, nous dirions qu ils sont

dans leur position naturelle ou fondamentale.
On a vu

(
t. 1, p. 201) que, dans n importe quelle position, si Ton per

mute deux des, on obtient un changement de classe.

Ceci rappele, concevons le fond de la boite du Taquin divise en seize

cases alternativement noires et blanches comme celles d un echiquier, et

convenons de dire qu un pion est sur sa couleur naturelle lorsqu il est

place sur une case de meme couleur que celle qu il occupe dans la position

fondamentale.

Si, apres avoir retire un pion de la position initiale, on remarque la

couleur de la case sur laquelle etait ce pion, qu on pousse a sa place un

pion voisin et qu on remette sur la nouvelle case vide le pion precedem-
ment enleve, la position aura change de classe, et le pion enleve, de cou

leur. On comprend que, en continuant ainsi, apres un nombre impair de

coups, joues comme il vient d etre dit, la position a change de classe et la

case vide de couleur, tandis que, apres un nombre pair de coups, ni la

classe ni la couleur ne sont modifiees.

Des lors, si la position initiale et la position finale sont toutes deux de

meme classe, on doit jouer un nombre pair de fois et, par suite, pour

reussir, il faut et il suffit que le cube enleve occupe, dans les deux posi

tions, un case de meme couleur. Si la position initiale et la position finale
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appartiennent a deux classes differentes, il faut et il suffit que le cube en-

leve occupe, dans les deux positions, une case de couleur diflerente, puis-

que, dans ce cas, on doit jouer un nombre impair de fois.

Cette regie est generale et s applique a tous les problemes du Taquin.

Si, par exemple, on se propose d atteindre la position fondarnentale, il

faut enlever un cube qui soil sur sa couleur naturelle. Si Ton pose comme
condition de toujours enlever le numero 16, on ne peut parvenir a la posi

tion fondamentale que si Ton est dans un des deux cas suivants : i la

position initiale est de premiere classe et le numero 16 est sur une case de

meme couleur que celle du coin inferieur droit du Taquin; 2 la position

est de deuxieme classe et le numero 16 occupe une case qui est de la cou

leur oppose a celle du coin inferieur droit.

Quand on commence, avanttoute chose, parretirer le numero 16 etqu on

met, au hasard, dans la boite les quinze autres pions, de facon que la case

vide soit toujours en dernier, le probleme devient tres simple lorsqu on se

propose seulement d arriver a la position naturelle. C est avec cet enonce

que nous fut importe ce jeu qui est connu, en Amerique et en Angleterre,

sous le nom de i5 Pu^le, c est-a-dire le jeu des Quinze. Alors, il suffit

de remarquer que, puisque la case vide de la position initiale et celle de

la position finale se confondent en une seule et meme case, il est evident

que, pour que le probleme soit possible, il faut et il suffit que les quinze

premiers numeros presentent une position de premiere classe. Dans cette

question, la consideration de 1 echiquier est done superflue, quoique tres

utile pour rendre nettement compte de la separation infranchissable entre

les cas possibles et les cas impossibles.
A 1 aide de cette methode on explique avec la plus grande facilite tous les

jeux qui derivent du Taquin et dont nous nous sommes occupes dans

le tome III des Recreations : 1 Etoile nationale, le Paradoxal, le Came-

leon, etc., etc.
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NOTE V.

Sur les Carres magiques.

L impression du tome IV des Recr.eations etait terminee, quand nous

avons retrouve, dans les papiers de Lucas, le carre magique restaure&quot; dont

il est question a la page 89. Nous le donnons ci-contre.

II ne reste malheureusement rien en ce qui concerne le nombre des

solutions du probleme que Lucas esperait donner d apres les indications

de Fermat.

E. LUCAS. Recreations mathem., IV.
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Restauration d un car re
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a enceintes, de Fermat.





TABLE DES MATIERES.

Pa^es.

AVERTISSEMENT VII

PREMIERE RECREATION. Le Calendrier perpetuel et le Calcul

automatique des residus.

Dedicace et epigraphe , i

Ls calendrier julien et gregorien 3

De Romulus a Jules Cesar 4
La reforme julienne 5

La reforme gregorienne 6

But du calendrier 6

Regie pour le calendrier julien 8

Regie pour le calendrier gregorien 9
Calcul mental des dates 10

Utilite du calendrier perpetuel 1 1

Le calcul automatique des residus 12

Le calendrier perpetuel a reglettes 17



Table des matieres.

DEUXIEME RECREATION. L Arithmetique en boules.

Pages.

Dedicace et epigraphe 21

L Arithmetique en bottles 23

L addition 24
La multiplication 25

Les nombres triangulaires 26

La pile d obus , 27
Galcul direct des triangulaires 29
Les nombres carres 3o

La Table des carres 82

Les restes des carres 84
Les decompositions d un carre 84
Les nombres pentagonaux 35

La Table des pentagonaux 36

Les nombres hexagonaux 3g
Les nombres polygonaux 40
Table des nombres polygonaux 42
Deux problemes de Fermat 44
La Table des quarts de carres 46

TROISIEME RECREATION. UArithmetique en batons.

Dedicace et epigraphe 5i

Dans Tlnde, au temps de Glovis 53

Le Fakhri d Alkarkhi 54
Les nombres en baguettes 55

Table de multiplication des Arabes 5y
Les nombres pyramidaux a base triangulaire 58

Table des pyramidaux triangulaires 60

Les pyramidaux quadrangulaires 62

Les piles de boulets 63

La pile des cubes 64



Table des matieres. 263

QUATRIEME RECREATION. Le Jeu des Merelles au xin siecle,

Pages

Epigraphe 67
Le Jeu des Merelles au xm e siecle 69

CINQUIEME RECREATION. Les Carres magiques de Fermat.

Epigraphe 87
Les carres magiques de Fermat 89
Les carres magiques de trois 92
La rotation et la symetrie g3
Les carres magiques de quatre 95
De 1 addition et de la multiplication des carres 96
Transformations generates des carres 99
Les Tables de Frenicle i o i

Egalites a quatre boules 102

Egalites a deux boules 1 04
Des carres a quartiers egaux., 107
La Table d addition 1 09
Le carre magico-magique 112

Formules d Arithmetique 1 1 3

Les neuf types des carres a q uartiers 114
L addition d equidifferences 119
Les carres 3 des Tables de Frenicle 120

SIXIEME RECREATION. La Geometric des reseaux

et le probleme des dominos.

Dedicace et epigraphe 1 23

Sur le jeu de dominos 125

Une remarque de M. Laisant 127

Solution de MM. Jolivald et Tarrv 128



264 Table des matieres.

Pages.

Les reseaux geometriques 1 29
Du trace des reseaux. i33

Precede de M. Flcury 1 04

Peregrinations d une fourmi i35

Les reseaux a points impairs i 37

Fermeture d une impasse i3y

Labyrinthes a un seul carrefour i38

Ghemin de fer a double voie 1 3g
Chemin de fer de ceinture 140
Theoreme des impasses 141

Theoreme des carrefours 143

Description du pentagone 145

Description de 1 heptagone 147

SEPTIEME RECREATION. La Geometric des regions, le probleme

geographique des quatre couleurs et les reseaux a points triples.

Dedicace et epigraphe i53

Les regions i 55

Les points multiples 160

Les polyedres , i63

Les polyedres reguliers convexes
,

166

Le Probleme geographique des quatre couleurs 168

Le coloriage des cartes ... 168

Les surfaces simples i6p
Sur 1 anneau de Saturne 170

Le probleme de Guthrie 171

Theoreme du coloriage 1 72

Division de la carte 173

Garrefour de quatre frontieres 174

Carrefour de cinq frontieres i?5

La contexture d une carte 17?

La garniture des pieces i 78

Developpement de la carte 180

Generalisation du theoreme de Descartes 182

Theoreme de Kempe 1 83

Les pieces auxiliaires 1 84



Table des maticres. 265

Pages.

Pratique du coloriage 1 85

Gas particuliers 187
Le probleme des liaisons 187
Les reseaux a points triples 1 88

Theoremes de Tait 189
Theoreme de Kirkman 192

Corollaire du coloriage u)3

HUITIEME RECREATION. La machine a marcher.

La machine a marcher 197

NOTES.

NOTE I. Le saut du cavalier au jeu des echecs 2o5

Definition 2o5

Un probleme de Guarini 207
Les rectangles de 1 2 cases 208

Les croix d Euler 209
La course et le circuit 210

Le cavalier-sphinx . 214
La planchette de Vandermonde 2i5

Le cavalier-domino 218

Le cavalier-loto 219
Les reseaux geometriques 221

NOTE II. Les carres magiques 224
Sur le carre de 3 et sur les carres a deux degres 224
Amusements scientifiques sur VArithmetique 228

Le testament du nabab 228

La multiplication rapide par 9, 99, 999 23 1

Multiplications curieuses 202

Le blanc et le noir 233

Les echiquiers anallagmatiques 23~



Table ties maticres.

Pages.

NOTE III. Snr la troisieme Recreation du tome III 240
Le Cameleon 240
La Rose mystique 242
Le Paradoxal 243
Le Moulin rouge 246
Le Trifolium diabolique 247
France et Russie 25 1

La Boite magique 253

NOTE IV. Sur la huitieme Recreation du tome 1 255

NOTE V. Sur let Carres magiques 25y



Paris. Imp. Gauthier-Villars et fils, 55, quai des Grands-Augustins.















I

-



609850

NON-CIRCULATING BOOK

UNIVERSITY OF CALIFORNIA LIBRARY

/



^*^r


