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PREMIERE RECREATION.

AU JEU DE DAMES, QUI PERD GAGNE

A Monsieur Francois Viette, depute du Doubs.

Dans les Mathematiques, la censure et la critique

ne peuvent etre permises a tout le monde
; les discours

des rheteurs et les defenses des avocats n y valent

rieru

(FRANCOIS VIETE, seigneur de la Bigotiere.

In artem analyticem hagoge. }

Qu il me soit permis d avertir les joueurs de mener

tout doucement les dames; si Ton use de moderation

et de douceur envers des dames de bois, qui sont tres

insensibles, Ton pourra par nature ou par habitude

parler, trailer et se comporter modestement avec les

personnes et les dames vivantes, qui ne demandent

qu amour et douceur dans leurs frequentations.

(La Mahon desjeux acadenttques .)

K. LUCAS. Recreations mathem., II
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PREMIERE RECREATION.

AU JEU DE DAMES, QUI PERD GAGNE.

PKELIM1NAIRKS.

EST-IL

possible de gagner toujours au jeu de dames ou au

jeu d echecs, en commencant le premier? La question est

fort difficile a resoudre
; cependant il ne parait pas dou-

teux que Tun des deux joueurs, au debut de la partie. pourrait

determiner la fin et s assurer la victoire, s il etait parfaitement

habile. II n est pas impossible de trouver une methode infaillible

pour gagner soit aux dames, soit aux echecs
; neanmoins, il n est

pas probable qu on la trouve de longtemps, parce qu elle depend,

surtout aux echecs, d un trop grand nombre de combinaisons.

Je prends cette occasion de proclamer que la haute puissance

de la reflexion est bien plus activement et plus profitablement

exploitee par le modeste jeu de dames, que par toute la laborieuse

fertilite des echecs. Dans ce dernier jeu, ou les pieces sont douees

de mouvements divers et bizarres, et represented des valeurs
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diverses et vanees, la complexite est prise erreur fort com

mune pour de la profondeur. L attention y est puissamment

mise en jeu ;
si elle se relache d un instant, on commet une erreur,

d ou il resulte une perte ou une defaite. Comme les rnouvements

possibles sont, non seulement varies, mais inegaux en puissance,

les chances de pareilles erreurs sont tres multipliers, et, dans

neuf cas sur dix. c est le joueur le plus attentif qui gagne, et non

pas le plus habile. Dans les dames, au contraire, oil le mouve-

ment est simple dans son espece et ne subit que peu de varia

tions, les probability s d inadvertance sont beaucoup moindres.

et 1 attention n etant pas absolument et entierement accaparee,

tous les avantages remportes par chacun des joueurs rie peuvent

Tetre que par une perspicacite superieure.

cc Pour laisser la ces abstractions, supposons un jeu de dames

ou la totalite des pieces soit reduite a quatre dames, et ou, natu-

rellementj il n y ait pas lieu de s attendre a des etourderies. II

est evident qu ici la victoire ne peut etre decidee les deux

parties etant absolument egales que par une tactique habile,

resultat de quelque puissant effort de 1 intellect. Prive des res-

sources ordinaires, 1 analyste entre dans 1 esprit de son adver-

saire, s identifie avec lui, et souvent decouvre d un seul coup

d oeil Tunique moyen un moyen quelquefois absurdemCnt

simple de 1 attirer dans une faute ou de le precipiter dans un

faux calcul
(

j

).

(*) EDGAR POE. Histoires extraordinaires. Double assassinat dans la

rue Morgue. Traduction de Ch. Baudelaire.
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HISTORIQUE.

Le jeu de dames parait immemorial dans Textreme Orient, et

en particulier dans 1 ancienne Egypte. On le trouve repre-

sente dans les tombeaux de 1 ancienne monarchic, a Saqqarah; il

constituait deja sous la cinquieme dynastie un des passe-temps

du grand seigneur. Une caricature antique conservee au British

Museum, represente un lion et une chevre jouant aux dames. Le

musee du Louvre possede deux damiers de 1 epoque pharaonique.

Suivant Platon, c est Thot ou Hermes qui inventa le jeu de

dames. Ce dieu avait joue avec la Lune ou Selene ; ayant gagne

la partie, il obtint de la Lune cinq jours qu il ajouta a 1 annee de

36o jours; ces cinq jours connus sous la designation de Heru,

les Epagomenes des Grecs, ont ainsi complete 1 annee vague.

Suivant d autres, c est Palamede qui inventa, en Aulide, le jeu

de dames. La Pettie des Grecs offre avec ce jeu cette difference

qu une piece etait en prise quand elle se trouvait, non pas entre

une piece ennemie et une case vide, mais entre deux pieces

ennemies. On connait le vers d Homere (*) nous montrant les

pretendants de Penelope, assis sur les peaux des bo3ufs qu ils

avaient tues eux-memes, devant les portes du palais d Ulysse,

charmant leurs loisirs avec des Pessos. Le Diagrammisma des

Grecs et le Ludus latninculorum des Remains sont probable-

ment des transformations de la Pettie. Le mot Latrunculus desi-

gnait un ieton que Ton appelait aussi Miles ou Hostis, car on

pouvait dire que le jeu representait une troupe de brigands ou

de soldats engages dans 1 attaque ou la defense d une position

, i, 107.
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fortitiee
I

1

).
On distinguuit les pieces des deux adversaires par

la difference de leur couleur; dans Tun des camps elles etaient

noires; dans 1 autre, rouges ou blanches. Les Latrones etaient en

bois, en metal, en verre, en ivoire, etc., et pouvaient etre de-

places sur des lignes tracees sur une table. Le talent etait d en-

fermer une des pieces de son adversaire entre deux des siennes,

auquel cas elle etait prise. La table etant presque toujours repre-

sentee de profil, dans les ouvrages des artistes egyptiens et des

artistes grecs, on ne sait pas encore exactement comment elle

etait divisee.

Pendant le moyen age, ce jeu cut une vogue immense en

Europe; on 1 appelait alors Jeu des tables. Le jeu de dames a la

francaise existait deja au quinzieme siecle, et peut-etre avant.

Quant aux dames dites a lapolonaise, elles auraient etc, d apres

La Condamine, inventees a Paris par un officier du Regent qui

jouait habituellement avec un Polonais. Elles auraient fait leur

premiere apparition en 1723, dans un cafe etabli a I hotel de

Soissons.
M*

LE DAMIER POLONAIS

Le Damier ordinaire, ou Damier a la polonaise, est un carre

divise en cent cases ou cellules, alternativement blanches et

noires. La grande diagonale des cases blanches est appelee

polonaise ; on dispose toujours le damier de telle sorte que cette

diagonale soit a la gauche de chacun des deux joueurs. On joue

habituellement sur les cases blanches, pour cette raison que la

( ) OVIDE. Ars amandi, HI, 35y. MARTIAL, VII. 72; XIV, 20.
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notation des problemes du jeu de dames est plus facile a ecrire

sur les cases blanches que sur les cases noires; cependant, si Ton

joue sur les cases noires, on doit tourner le damier d un quart de

tour, de maniere a placer la polonaise noire a la gauche de chacun

des joueurs. II est bon d observer que ces conventions, generale-

ment admises par les joueurs les plus renommes, ne sont point

absolument indispensables.

Dans la partie ordinaire, on dispose vingt pions noirs sur les

quatre premieres lignes du cote des noirs; vingt pions blancs sont

disposes sur les quatre dernieres du cote des blancs. Le joueur

designe par le sort fait manoeuvrer Tun de ses pions conforme-

ment a la marche indiquee plus loin; le second joueur joue a son

tour, et ainsi de suite. Lorsque Tun des adversaires a laisse

prendre tous ses pions, d apres les regies prescrites^ il perd la

partie. 11 la perd encore lorsqu il ne peut plus jouer, bien qu il

lui reste un ou plusieurs pions bloques par ceux de 1 adversaire.

Dans certains cas, la partie ne peut se terminer par la prise de

tous les pions d une meme couleur
;
la partie est alors considered

comme nulle.

LE CHAMP DE BATAILLE.

Pour plus d uniformite, nous supposerons toujours le damier

place conformement a la fig. i ; de plus, nous jouerons sur les

cases blanches, dont Fensemble represente le champ de bataille.

Chacune des cases blanches est designee par deux chiffres; le

premier, nomme abscisse, indique le rang, compte de gauche
a droite, et de o a 9, de la colonne verticale dans laquelle se
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trouve cette case
;
le second chiffre, nomme ordonnee et place

en exposant, indique le rang compte des noirs vers les blancs, et

de o a 9, de la ligne liorizontale qui contient cette meme case.

Fig. i.

Cote des blancs.

Cote des noirs.

Notation du damier, d apres Vandermonde.

Pour operer d une maniere rapide, il est preferable de lire

separement chacun des deux chiffres de la notation
;
de cette

facon, on se fixe plus facilement dans la memoire 1 ensemble des

cases del echiquier.

Cette notation que nous avons deja employee dans la recreation
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sur le jeu du solitaire presente, dans Tetude du jeu de dames,

plusieurs avantages :

1 Elle conserve la place des cases noires. Bien que ces der-

nieres ne soient pas erTectivement utiles dans le jeu de dames,

puisque le champ de bataille se compose exclusivement des cases

blanches, il y a un certain nombre d autres problemes dans les-

quels elles doivent etre employees. En les supposant numerotees

en meme temps que les cases blanches, il suffit de compter toutes

les cellules de o a o 9

,
en augmentant 1 exposant. pour la pre

miere colonne a gauche ; puis de i a i
9

,
en augmentant Texpo-

sant pour la seconde colonne^ et ainsi de suite.

2 Elle donne une notation semblable pour 1 echiquier ordi

naire de soixante-quatre cases, puisqu il suffit de supprimer la

bande exterieure du damier, c est-a-dire toutes les cases dont la

notation contient 1 un des chiffres o ou 9. D ailleurs, nous venons

de rappeler que cette notation sert aussi pour les cases des trois

solitaires que Ton rencontre le plus habituellement.

3 Pour toute case blanche, les deux chiffres de la notation

sont de meme parite, c est-a-dire sont pris en meme temps parmi

les chiffres pairs o, 2, 4, 6, 8, ou en meme temps parmi les

chiffres impairs i, 3, 5, 7, 9. Au contraire, pour toute case noire,

les deux chiffres de la notation sont de parite difference, c est-a-

dire que Pun d eux est pair, lorsque Tautre est impair. Ainsi, les

yeux fermes, il est facile de savoir par la notation d une case, si

celle-ci est blanche ou noire.

On observera que les cases situees dans les diagonales paralleles

a la polonaise blanche o 9
9 sont representees par des nombres

qui augmentent continuellement de i pour chaque chiffre, en

allant des noirs vers les blancs; et que les cases situees dans les
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diagonales paralleles a la polonaise noire 9 o y sont representees

par des nombres qui diminuent continuellement de i. pendant

que 1 exposant augmente de i, en se dirigeant obliquement des

noirs vers les blancs, de droite a gauche.

MARCHES ET CONTRE-MARCHES.

Le deplacement ou la marche d un pion noir se fait en avangant

diagonalement soit a droite, soit a gauche, sur la ligne voisine.

Par suite, dans ce deplacement, Tordonnee augmente d une unite,

mais 1 abscisse augmente ou diminue de i, selon que le pion

noir s est dirige vers la droite ou vers la gauche. Cependant

lorsque le pion noir se trouve place dans la premiere colonne a

gauche ou dans la derniere a droite, il ne peut y avoir qu un seul

deplacement. Dans la marche du pion blanc. 1 ordonnee diminue

d une unite, et 1 abscisse augmente ou diminue de i, suivant

le sens du deplacement. En outre, on doit observer que le depla

cement d un pion n est possible qu a )a condition de venir occuper

une case vide. S il en est ainsi, le pion noir situe sur la case/?

peut venir occuper Tune des deux cases (p \ )?
+1

,
et le pion

blanc situe sur la case pi peut venir occuper Tune des deux

cases (p i)?-
1

Lorsqu un pion noir ou blanc vient se placer sur Tune des

cases de la derniere ligne du camp oppose, on le couvre

d un pion de meme couleur, et le systeme de ces deux pions est

appele dame. Le mouvement de la dame differe de celui du pion;

la dame peut avancer ou reculer a volonte, par marche ou



Aii jeu de dames, qui perd gagne. 1 1

contre-marche, et franchir diagonalement plusieurs cases.

la case occupee par une dame blanche ou noire
;

si cette dame

est seule sur le damier, elle peut venir occuper, par un seul

deplacement, Tune des cases (p x}i-
x

, pourvu que les nombres

(p : x] et (q x) soient compris entre les limites o et 9, ou

egauxaces limites. Lorsqu il existe d autrespions sur le damier,

la dame peut occuper 1 une des cases que nous venons d indi-

quer, pourvu que les cases placees sur le parcours de la dame

soient toutes vides.

HORS DE COMBAT.

La marche du pion ou de la dame diflere de celle que nous

venons d indiquer, lorsque le pion ou la dame prend un ou plu

sieurs pions de 1 ennemi, et les met hors de combat, en les reti-

rant du damier.

Dans ce cas, le pion peut avancer ou reculer; ainsi, en suppo-

sant qu il n existe sur le damier qu un pion blanc et un pion noir,

le pion place sur la case 2* et qui commence 1 attaque, peut

s emparer d un pion de couleur opposee qui se trouve sur 1 une

des quatre cases suivantes
( )

:

I. Sur la case 3 7 en venant se placer sur la case vide
4&quot; ;

II. 3 5

4*;

III. i
r n o 8

;

IV. i
5

o*.

( ) En general, si i designe 1 un des nomores -+- i ou i, et j 1 un de

ces deux nombres, le pion place en pi peut prendre le pion place en

(p-\-i}
(

&amp;gt;
+\ de couleur opposee, s il peut venir se placer sur la case vide

(p -t-2z) 7+2j .
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Une dame peut aussi s emparer d un pion de 1 adversairc

lorsque, dans son deplacement ordinaire, elle peut venir occuper

la case qui suit immediatement celle du pion oppose. D aiileurs,

la dame peut continuer son mouvement sur les cases vides situees

au dela.

Un pion (ou une dame) peut prendre successivement, dans

differentes directions et sans s arreter, conformement aux prin-

cipes qui precedent, plusieurs pions ou dames de 1 adversaire.

Cependant on doit observer les regies suivantes :

i On doit toujours operer de facon a prendre le plus possible

de pieces a 1 adversaire. Deux pions valent plus qu une dame
;

deux pions et une dame valent plus que trois pions et moins que

quatre.

2 On ne peut sauter une seconde fois sur un pion deja pris

une premiere fois.

3 On ne peut enlever les pions pris successivement avant

d avoir effect ue completement le deplacement du pion ou de la

dame qui prend.

4 Un pion ne peut etre dame lors de son passage sur 1 une des

cases de la derniere ligne de 1 ennemi, s il ne vient s arreter sur

cette case.

VINGT CONTRE UN.

Dans la partie de Qui perd gagne, il est convenu d appliquer

les regies ordinaires du jeu de dames, avec cette difference que

Tun des joueurs a gagne la partie, dans tous les cas ou il la per-

drait au jeu ordinaire, c est-a-dire lorsqu il parvient a faire
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prendre tous ses pions, ou a les faire bioquer. La partie se joue

encore avec vingt pions noirs et vingt pions blancs ; mais nous

ne considererons que la partie singuliere dans laquelle vingt

pions noirs luttent contre un seul pion blanc, et gagnent neces-

sairement la partie.

Ce probleme a etc etudie, pour la premiere fois, par Lamarle (
*

)

qui en a donne une solution developpee en 47 pages in-4, et

comportant 800 coups different s. Mais la marche suivie par cet

auteur est fort longue et difficile a retenir
;
celle que nous aliens

exposer repose sur la consideration d une position fondamentale_,

que nous appellerons la citadelle, et a laquelle on peut ramener

un grand nombre de parties du Qui perd gagne. En effet, bien

qu il ne soit pas permis de bioquer 1 adversaire sur une seule case,

puisque 1 on perdrait la partie, on peut cependant 1 enfermer

dans 1 espace de deux cases contigues, au coin du damier, an

moyen de quatre pions factionnaires. Des lors, la bataille doit

etre consideree comme gagnee, dans le camp des factionnaires,

puisqu il deviejit possible de disposer le jeu des autres pions

d une facon systematique, et de s assurer la victoire, sans aucun

nouvel effort de memoire ou d attention, par un precede regulier

de strategic.

Mais depuis la publication de notre solution, dans la Revue

scientifique du 16 aout 1879, nous avons trouve le moyen de

rameliorer, de donner une plus grande extension a nos resultats,

et de rectifier plusieurs assertions inexactes de Lamarle. D ail-

leurs, afin de classer plus facilement les differentes parties qui

peuvent se presenter, nous supposerons toujours que la bataille

( } LAMARLE. Solution d un coup singulier du jeu de dames (Memoires
de IAcademic des sciences de Belgique; t. XXVII). Bruxell-s, i852.
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commence par 1 attaque des noirs
;
on ramene les autres parties

aux precedentes, en laissant le pion blanc effectuer un premier

deplacement.

DECLARATION DE GUERRE.

Les vingt pions noirs sont places sur le damier, comme au

debut d une partie ordinaire; du cote oppose se trouve un senl

pion blanc occupant Vune quelconque des dix-huit cases recou-

vertes d un pion blanc, dans la fig. 2.

Les pions noirs commencent rattaque,etremportentnecessai-

rement la victoire en executant les divers plans de bataille que

nous allons indiquer, c est-a-dire de maniere a ce qifils soient

tons pris successivement par le pion blanc, sans que celui-ci

puisse parvenir soit a se mettre en prise, soit a sefaire cerner,

Plus particulierement, si le pion blanc occupe 1 une des cases

de la derniere ligne, les noirs peuvent toujours gagner la bataille,

soit que 1 attaque provienne du pion blanc, soit qu elle vienne

des pions noirs. C est le probleme etudie par Lamarle; mais, en

outre, nous avons recherche toutesles positions initiales du pion

blanc pour lesquelles les noirs gagnent necessairement la partie,

en combattant les premiers ;
contrairement a Tassertion de cet

auteur, nous avons decouvert huit autres positions initiales du

pion blanc, pour lesquelles le gain des noirs est assure. Pour

toutes les autres positions initiales du pion blanc, celui-ci peut

toujours se faire prendre, en jouant convenablement, apres les

noirs ; il est assez facile de le faire voir.

Pour suivre les dirferentes peripeties de la bataille, ii est indis-
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pensable de se procurer un damier numerote. ou d en dessiner

un, sur une feuille de carton, conforme a la fig. 2. Avec un peu

Fig. 2.

d exercice et de memoire, on s accoutume a jouer et a gagner les

premieres parties centre un adversaire quclconque, tout en ayant

les yeux recouverts d un bandeau
; plusieurs personnes ont reussi

cette experience.

ESCARMOUCHES.

Nous aliens exposer un precede general d elimination, au

moyen duquel on peut supprimer un. deux ou trois pions noirs,
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sans modifier la position respective de tous les autres pions.
-

A la droite du damier vu du cote des noirs se trouve une colonne

contenant les cinq cases blanches 9S9
S

,9
5

,9
7
,9

9
;
nous 1 appelle-

ronsfrontiere de droite. De meme, a la gauche du damier, il y

a une colonne contenant les cinq cases blanches o,o
2
,o

4
,o%o

8
;

nous Pappellerons frontiere de gauche. Lorsque le pion blanc

se trouve sur Tune des frontieres, on peut, dans un tres

grand nombre de positions, conduire le mouvement strategique

des noirs, de maniere a faire prendre un, deux ou trois pions

noirs appartenant aux trois premieres colonnes de Paile gauche

ou aux trois dernieres de Taile droite. Mais, pour cela, il faut et

il suffit : i que 1 exposant des pions noirs soit inferieur de trois

ou de quatre unites a celui du pion blanc; 2 que dans la marche

forcee du pion blanc, celui-ci ne puisse se faire prendre par les

noirs.

Supposons, par exemple, que Pattaque commence par le mou

vement des noirs, et que la position respective des ennemis soit :

Un pion noir en o2 ou en 2 2
. Unpion blanc en o 6

.

On operera comme il suit :

I. Noir, deo2 ou de 2 2 en i
3

;

II. de i
3 en o 4

;

III. deo 4 en i
5

;

Blanc, de o 6 en i
5

.

de i
5 en 2 4

.

de 2* en o e
.

Ainsi,apres trois coups, le pion blanc revient en o 6
, ayant pris

le pion noir situe d abord en o 2 ou en 2 2
.

Supposons une seconde position de combat dans laquelle les

noirs commencent 1 attaque avec deux pions en o 2 et en 2 2
,
le
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pion blanc en o 6

;
on repetera deux fois la manoeuvre des trois

coups precedents.

On observera encore que si le pion noir est en i
3

. quand le

pion blanc est en o 6
,

1 armee des noirs a un coup d avance
;
alors

on deplacera un autre pion noir quelconque ; puis on realisera

les deux derniers coups du tableau precedent.

Enfin, si le pion blanc se trouve en o 6
. et si les noirs possedent

trois pions en o 2
,
2 2 et i

3
,
avec un autre pion quelconque, on

pourra faire prendre les trois premiers pions et faire revenir le

blanc en o 6
, apres neuf coups, d apres la tactique que nous venons

d exposer.

On suivra la meme tactique du cote de 1 aile droite, et quelque-

ibis au centre.

LA CITADELLE.

Avant de dormer le tableau de tous les coups qui se presentc-

ront dans les divers engagements du Quiperd gagne, il est bon

de donner la definition de la position fondamentale, ou de la

citadelle, et d indiquer d abord les differents precedes qui per-

mettent de conquerir cette position , quel que soit le debut du

combat; puis le precede unique de strategie qui permet de s as-

surer la victoire, aussitot que les noirs se sont empares de cette

position.

Quatre pions noirs, que nous appelons les quatre pionsfac-

tionnaires, occupent les cases 6 2

,7
1

,7
3
,8

2
,
etle pion blanc, qui est

venu a dame, bon gre mal gre. sur la case 8, est bloque dans les

E. LUCAS. Recreations mathem., II. 2
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cases 8 et 9*, ou il va et vient pendant que les noirs preparent

Fig. 3.

leur attaque finale. La partie droite de la fig. 3 represcnte cette

position.

L ASSAUT.

Supposons que quatre pions noirs occupent les positions

6, 8, 5 1

, y
1

,
et que le pion blanc soit en j

3 ou en 9
3

;
les noirs

commencent rattaque_, et la partie se joue forcement pour le pion

blanc, conformement au tableau suivant :
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La dame blanche, arrivee en 9*, est bloquee par les quatre

factionnaires sur les cases 8 et 9*; les noirs occupent ainsi la

position fondamentale. La partie serait la meme s il existait un

nombre quelconque de pions noirs a la gauche du damier.

Pour simplifier, nous representerons le fragment de partie qui

precede par la notation suivante :

79
3

87

9
1

67* 56

9
1

78&quot;

8&quot;

6f

Ainsi, nous renfermons entre deux traits verticaux tous les

coups produits par le deplacement du pion blanc suivi du depla-

cement d un pion noir
;

la premiere ligne contient les positions

successives du pion blanc. Lorsque, dans la premiere ligne de

cette notation, 1 un des chiffres n a pas d exposant, on lui donne

celui du chiffre qui le suit immediatement. Par exemple, sur la

premiere ligne, 79* veut dire que le pion blanc est en 7
3 ou

en 9
3

.

La seconde ligne de la notation contient pour chaque coup

deux chiffres affectes d un seul exposant; on doit supposer que

Texposant du premier chiffre est inferieur d une unite a celui

du second. Par exemple, sur la seconde ligne, 76* veut dire
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qu un pion noir s est deplace de y
1 en 6 2

;
1 exposant de 7 est 2

diminue de i
(

1

)-

Enfin la lettre V indique que les noirs occupent la position

fondamentale.

On peut encore arriver a cette occupation en partant de plu-

sieurs autres positions initiales. Voici quelques exemples :

I. Si le pion blanc est en 8*, la position initiale des noirs res-

tant la meme, ceux-ci ont un coup d avance et doivent deplacer

un pion quelconque du champ de bataille autre que Fun des quatre

pions destines a servir de factionnaires; cependant, si les noirs

occupaient la case 6 2
,
ils joueraient d abord 6 2 en 5

3
,
et continue-

raient 1 attaque comme il est ecrit plus haut.

II. Si le pion blanc est en 9*, les noirs en 6, 8, 5
1

, 7-, et

possedant un autre pion quelconque a la gauche, ceux-ci ont

deux coups d avance, et apres ces deux coups le pion blanc vient

en y
3 ou en 8 3

;
on continue comme ci-dessus.

III. Enfin, si le pion blanc est en 9^ et si les noirs occu

pent 1 une ou 1 autre des cases 8 2
et 9*, ou toutes les deux, et une

case a gauche, on elimine separement ou successivement les

pions 8 2
et 9*, par escarmouche, et Ton est ramene a 1 un des cas

precedents.

( ) Dorenavant, nous nous servirons exclusivement de cette notation

pour la suite des parties que nous avons en vue. Elle est preferable a celle

que nous avons employee dans notre article de la Revue scientifique, etque
nous avons empruntee a Lamarle. Cette derniere est, pour ainsi dire, une
notation statique, puisqu elle donne, apres chaque coup, la position de tous

les pions; la notre, au contrail .*, est une notation cinematique, qui indique
seulement le deplacement du pion blanc et d un pion noir. Elle exige beau-

coup moins de caracteres, et peut, avec quelques petites modifications,

s adapter a toutes les parties du jeu de dames.
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LES PARALLELES.

Designons sous le nom de paralleles les lignes blanches paral

leles a la grande diagonale; par transversales, les lignes blanches

perpendiculaires; comptons les neuf paralleles de la parallele

8 g
l a la parallele o 8

i
9

,
et les dix transversales de la trans-

versale o a la transversale g
9

.

Fig. 4.

Supposons les pions noirs places dans les cinq premieres trans

versales, et le pion blanc sur une case des quatre dernieres. Si les

pions noirs occupent toutes les cases de la quatrieme et de la cin-

quieme transversale, depuis la premiere parallele 8 g
1

jusqu a
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celle qui est occupee par le pion blanc, on deplacera transversa-

lement les pions de la cinquieme transversale 8 o 8
,
en laissant

toujours une case vide devant le pion blanc.

Ainsi, dans la position de la fig. 4, les noirs arrivent necessai-

rement a la position fondamentale, soit qu ils jouent en premier,

soit qu ils jouent en second
;
de plus, le nombre et la position

des pions des trois premieres transversales sont absolument arbi-

traires. Si, par exemple, le pion blanc joue en 4% les noirs

jouent successivement 2 6 en i
7
,
3 5 en 2 6

, 4* en 3 s
, 5 3 en 4*, et

6 2 en 5
3
; alors le pion noir est arrive en y

3 ou en 9% et Ton

est ramene a Tune des positions du paragraphe precedent.

LES BASTIONS.

Voici un autre precede general de strategic, qui conduit encore

les noirs a occuper la citadelle. Supposons que les noirs soient sur

les positions 4, 6, 8, 6 2
et 8 2 et commencent 1 attaque, le pion

blanc etant en y
5

. Les noirs jouent 4 en 5
1

,
et le pion blanc vient

en 6* ou en 8 4
;
les noirs executent alors 1 une ou Taulre des deux

manoeuvres suivantes :

B

N

ou bien

B

N

7

4 5&amp;gt;

7
5

45

87

76* 87
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Pour abreger, nous reunirons les deux fragments qui pre

cedent dans le tableau suivant :

Les traits verticaux plus longs ont ici le role des parentheses;

les deux traits horizontaux indiquent un temps d arret dans la

premiere tactique, qui a un coup de moins que la seconde.

Si, dans la position precedente, la case y
1 est occupee par les

noirs,ceux-cipourraient encore arriver a la position fondamentale,

en jouant d abord 4 en 5 1

; puis, en eliminant, par prise en

arriere, le pion noir 6 2 ou 8 2
,
suivant que le pion blanc serait

venu en 6 * ou en 8 4
;
le pion blanc revenant en 7% les noirs joue-

raient y
1 en 6 2 ou en 8 2

,
et on retrouverait la position precedente.

De meme, dans la position de la fig. 5, les noirs peuvent

s emparer de la position fondamentale, soit qu ils jouent en

premier, soit qu ils jouent en second. Si les noirs commencaient

1 attaque, ils mano3uvreraient ainsi :

Si le pion blanc commencait 1 attaque, il suffirait, dans le

tableau precedent, de supprimer le deplacement du pion noir
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Les deux precedes generaux pour la prise de la citadelJe, par

paralleles ou par bastions, se trouvent tres rarement employes

dans les plans de bataille que nous allons devclopper; cependant

il est bon de les faire connaitre, parce qu ils montrent Texistence

d un grand nombre de parties de Qui perd gagne,a\ec vingtpions

noirs contre un seul pion blanc, dans lesquelles les noirs gagnent

toujours.

LA V1CTOIRE.

Avant de donner les tableaux des divers plans de bataille, nous

allons indiquer le precede unique de strategic qui permet aux
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noirs de s assurer la victoire, lorsqu ils se sont empares de la

position fondamentale.

II y a deux cas & considerer, selon que le camp des pions noirs

ne se compose que des quatre factionnaires; ou suivant qu il

contient, en outre, un nombre arbitraire de pions noirs disse-

mines d une maniere quelconque. Nous ferons cependant observer

que le premier cas ne se presentera pas dans les parties qui

suivront.

PREMIER CAS. D apres ce qui precede, la dame blanche se

trouve en 9* ou en 8; les noirs jouent y
3 en 6 4 ou 6 2 en 5 3

,
et la

dame blanche prend deux pions noirs; puis les noirs font prendre

les deux autres pions, en un ou deux coups.

DEUXIEME CAS. Pendant que la dame blanche va et vient

dans la premiere parallele 8 9 ,
on conduit a dame tous les

pions noirs, a ^exception des quatre factionnaires; puis, on

ramene les dames dans les premieres transversales, en ayant le

soin de ne pas laisser d intervalles de prise (fig. 3). Cela fait, on

dispose une dame noire en 3 7 ou en 2 8
, et lorsque la dame

blanche est en 9*, on deplace un factionnaire de y
3 en 6 4

;
la dame

blanche prend les deux factionnaires 8 2
,
6 4

,
la dame 2 8

, et vient

se placer en i
9

. Les noirs jouent le factionnaire y
1 en 8% et la

dame blanche revient en 9*; puis on amene une dame noire (ou

a son defaut le dernier factionnaire ) de la parallele la plus eloi-

gnee sur la transversale i
9

9*. On balance la dame blanche

le long de cette transversale, ou Ton amene toutes les autres

dames noires, en les choisissant successivement dans la parallele

la plus eloignee de la position de la dame blanche.

En consequence, nous considerons la victoire comme acquise

aux noirs, lorsque le pion blanc se trouve amene dans Tune des
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positions qui permettent aux noirs la conquete de la position

fondamentale, par Tun des precedes de strategic que nous avons

developpes ci-dessus.

LES PLANS DE BATAILLE.

11 nous reste a dresser le tableau des manoeuvres a executer par

les noirs pour s emparer de la position fondamentale, et par con

sequent pour s assurer la victoire, lorsque le pion blanc occupe

1 une des dix-huit positions indiquees dans la declaration de

guerre (fig. 2). Nous classerons les dix-huit positions du pion

blanc de la maniere suivante :

Premiere p.irtie. Le pion blanc est en : i
9
,
3 9

, 5 9
, 7*, 9*.

Deuxieme partie. o 8
, 2*, 4&quot;,

6 8
,
8 8

.

Troisieme partie. i
7

, 3
7
,
5 7

, cj

7
.

Qititi ten e partie. o 8
, 2 rt

,
6 6

.

On observera que le tableau de la premiere partie conduit tou-

jours a la position fondamentale, desix manieresdifferentes, par

une manoeuvre de dix-huit coups, au plus, et par un ensemble de

46 positions differentes, tandis que la partie correspondante de

Lamarle en comprend 240. Dans ces tableaux, la lettre V signifie

qu on se trouve dans une position qui permet d arriver a la

position fondamentale.

Ce premier tableau est facile a apprendre et a retenir, en exe

cutant seul les parties surle damier, et en observant que le but a

atteindre est d amener le pion blanc sur la case 9
s

;
si le pion

blanc cherche a s eloigner de cette case, on I amene alors sur la
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case i
7

. J ai appris cette partie, en moins de deux heures, a une

personne qui ne connaissait ni 1 Arithmetique, ni la Geometric,

et qui jouait mediocrement aux dames.

La deuxieme partie se ramene toujours a la position fonda-

mentale, de vingt-trois manieres differentes, par un ensemble de

126 positions, tandis que la partie correspondante de Lamarle en

contient plusde 55o.

Les autres parties sont nouvelles et donnent la victoire aux

vingt pions noirs, contrairement a 1 opinion de cet auteur.

PREMIERE PARTIE.

Le pion blanc occupe 1 une des cases i
9

, 3% 5 9
, 7% 9 que

nous designons par x g
. Apres le premier coup, il occupe Tune

des cases o 8
,
2 8

, 4% 6 8
,
8 8 ou x* ; apres le deuxieme coup, il est

en i
7
, 3 7

,
5 7

, y
7 ou 9

7
,
c est-a-dire en x1

. Puis la partie se subdi-

vise en quatre rameaux principaux, d apres la tactique du pion

blanc :
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DEUXIEME PARTIE.

Le pion blanc occupe Tune des cases o 8
, 2% 4

8
,
6 8

, 8
8

,
ou pour

abreger .v
8

;
les noirs commencent 1 attaque en jouant 5 3 en 4*; la

partie se subdivise immediatement en trois autres, suivant que
le pion blanc occupe i3 7

(c est-a-dire i
7 ou 3 7

), Sy
7

(c est-a-dire

5 7 ou y
7
),

ou Q
7

; puis le pion noir joue, dans le premier cas,

3 3 en 2*, et dans les deux autres y en 6*; il se produit ensuite de

nouvelles ramifications indiquees dans le tableau suivant, par

les lettres A, B, C, D, E.
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Les rameaux suivants, A, B, C, D, E, viennent se soudcr aux

precedents, designes par les memes lettres.

Rameau A.

l 98*Ui
3 I04

76*

2*1 6
| I

5

OI 5
|oI

3
|lO*

5
| 4 5 3

1 7 6*

4*

45
3

54*|;6*

I2 2
|2I

3

3
3

t2 s
l54

2
| 7 6

6

3 3

Rameau B.

24

21&quot; 65 s V
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Rameau D
( ).

Rameau E.

98*1 v

( )
Dans cette partie et dans quelques autres, les signes eo% 52* indiquent

relimination, par escarmouche, des pions noirs o1 et 2 s
.
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TROISIEME PARTIE.

Le pion blanc occupe l une des cases i
7

. 3 7
,
5 7

, g
7

.

I. Lepion blanc occupe Vune des cases \~ ou 3 7
(

!

).

i3 7

98

Rameau F.

12*

2
| 2*

Q8
1

( )
Le signe A indique une elimination, par escarmouche, des trois pions

2 s
, i

3
,
3 3

;
on en trouve un autre exemple dans le rameau B de la deuxieme

partie, dans les trois coups places avant le signe *
(p. 29). II y a deux ma-

nieres d operer, selon la tactique du pion blanc.
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II. Le pion blanc est en 5 7
.

Les noirs jouent i
3 en o 4

,
et le pion blanc vient en 4 ou en 6 6

;

dans le premier cas, les noirs jouent 9
3 en 8* et la partie se

ramene a la precedente; dans le second cas, les noirs jouent 3 3 en

2 k
3 et le pion blanc vient en 5 5 ou en 7*; mais la suite de la partie

est longue, et nous n avons pu la simplifier jusqu a present.

Nous la laisserons de cote pour Tinstant.

III. Si le pion blanc est en 9% on elimine d abord, par

escarmouche, les pions g
3 et y

3
; on continue ainsi :

O 1 o6 02 1
i
s

|

o s

|

2*

21

3

54
2 V

1 2 8
j 54

QUATRIEME PAUTIE.

Le pion blanc occupe Tune des cases o 6
, 2% 6 6

.

I. Le pion blanc est en o 6
(*).

O6
I
5 2* O2 2* O6

I
s 3

34* 10* oi 3 2i 3 oi 5
43

5 32 6
98

( )
A partir du signe #, le reste de la partie se trouve dans la premiere

partie (p. 28); il en est de meme pour plusieurs autres, avec de legeres

modifications.
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E. LUCAS. Recreations mathem., II.
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CINQUIEME PARTIE.

Le pion blanc est en
7&quot;.

7*1 9
3



En resume, si le pion blanc est place sur 1 une des dix-sept

cases suivantes :

les noirs commencent la partie, peuvent toujours occuper la

position fondamentale apres trente-deux coups, au plus, de

soixante et onze manieres differentes, et finissent par remporter

la victoire.

II y aurait lieu d etudier la meme partie sur le damier de

soixante-quatre cases, ou de cent quarante-quatre; le lecteur

trouvera quelques autres indications de ce genre dans notre

iroisieme recreation sur les jeux de marelle.





DEUXI&ME RCR]ATION.

LE JEU DE DOMINOS.

A Monsieur Dionys Ordinaire, depute du Doubs.

Je joue aux dominos quelquefois chez Procope.
Ma foi, c est un beau jeu, 1 esprit s y developpe,

Et ce n est pas un homme a faire un quiproquo,
Celui qui juste a point sait faire domino.

( ALFRED DE MUSSET.)

Les plaisirs sont atners, d abord qu on en abuse.
II est bon de jouer un peu,

Mais il faut seulement que le jeu nous amuse.

(M DESHOULIERES.)





DEUXIEME RECREATION.

LE JEU DE DO MINOS.

ON
croit generalement que le jeu de dominos nous vient

des Hebreux oudes Grecs; la simplicitedes dispositions

de ce jeu porte facilement a croire qu il doit etre, en

effet, contemporain des premiers ages de la civilisation. Les ety-

mologistes ne sont pas d accord sur 1 origine de son nom; les uns

1 attribuent a la ressemblance que les dominos ont avec le camail

des anciens chanoines, forme d une etoffe noire doublee de blanc;

mais 1 interpretation la plus probable semblerait etre celle-ci : Le

jeu du domino etait autrefois permis dans les couvents etles com-

munautes religieuses. Or, lorsqu un joueur gagnait la partie en

posant le premier son dernier de, il poussait une exclamation de

joie en benissant le Seigneur : Benedicamus Domino; ou encore :

Domino gralias (Merci! mon Dieu), et de la vient, par abre-

viation, le mot Domino.
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DEFINITION.

Les dominos sont des jetons ayant la forme d un prisme rec

tangle dont la largeur est double de 1 epaisseur, et dont la lon

gueur est double de la largeur. La partie inferieure est habituel-

lement en bois noir, en ebene; la face superieure, en os ou en

ivoire, est divisee en deux carres sur lesquels sont marques les

points. Le jeu se compose de vingt-huit dominos rormant les

combinaisons completes des sept nombres

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,

pris deux a deux. Le domino se designe par les deux points qu il

porte; par exception, le s appelle blanc, et le 1 s appelle as;

quand les numeros sont egaux, le domino s appelle un double.

Nous representerons souvent les dominos de la maniere sui-

vante :

Fig. 6.

Si Ton fait la somme de tous les points contenus dans le jeu,

on trouve 168 points; puis, si Ton divise cette somme par le
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nombredes dominos, on obtient la moyenne de chaque de, qui

est egale a six, et reste la meme, si Ton enleve tous les doubles.

On rencontre quelquefois dans le commerce des jeux complets

de dominos qui finissent au double-sept, au double-huit, au

double-neuf, etc. Dans ce cas, on peut demontrer que la moyenne
de chaque de est egale a sept, a huit, a neuf, etc.; il nous suffira

d indiquer le mode de demonstration pour le jeu ordinaire
;

il

sera facile de Tetendre ensuite a un jeu complet quelconque.

Dans le jeu qui se termine au double-six, nous appellerons

dominos complementaires, deux dominos qui peuvent etre

accouples de telle sorte que les points contenus dans chacun des

carres du premier ajoutes respectivement aux points contenus

dans les carres du second forment une somme egale a six. Ainsi,

par exemple, le deux-cinq et le quatre-as sont complementaires;

il peut arriver qu un de soit egal a son complementaire; il en

est ainsi pour quatre des du jeu ordinaire, pour le blanc-six, Fas-

cinq, le deux-quatre et le double-trois. Si Ton prend les des

complementaires de tous les des d un jeu ordinaire, on forme,

dans un autre ordre, le meme jeu. La somme des points d un jeu

et de son complementaire est done egale a 12 fois le nombre des

des, et la somme de chacun d eux en est la moitie, ou six fois le

nombre des des. Par suite, la moyenne des dominos est egale a

six, et ne change pas, lorsque Ton enleve un de dont la somme

des points vaut six, ou deux des complementaires. La moyenne
est done encore egale a six, si Ton ne tient pas compte des doubles.

Dans le cas general, si 1 on suppose que le jeu se termine au double 71,

le nombre des dominos est egal a,

(w-4-i)(n-f-2)
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et le nombre total des points est egal a

w (n-f- i)(n + 2)

2

Ge nombre repre&quot;sente le triple du nombre des boulets d une pile triangu-

laire ayant n boulets sur chaque cote. Nous donnerons a ce sujet les enon-

ces des trois theoremes suivants, dont les deux derniers soupconnes a la

suite d une visite a 1 arsenal de Rennes, en 1870, furent le point de depart

des recherches de 1 auteur sur divers points de la theorie des nombres.

THEOREME I. Le nombre total des points d un jeu complet de dominos

riest jamais egal au carre d un nombre entier.

THEOREME II. Le nombre total des boulets dune pile a base carreen est

jamais egal au carre d un nombre entier, en exceptant les cas oil la pile

contient i ou 24 boulets sur le cote de la base.

THEOREME III. Le nombre total des boulets d une pile a base triangu-
laire n est jamais egal au carre d un nombre entier, en exceptant les cas oil

la pile contient i, 2 ou 48 boulets sur le cote de la base.

LES DOMINOS MAGIQUES.

On petit se proposer, avec les dominos, divers jeux de combi-

naison numerique, par la consideration des points contenus sur

chacun d eux. Nous donnerons d abord la solution du probleme

suivant :

Disposer les sept as dujeu et deux autres des, dans les cases

d un carre de neuf cases, de telle sorte que la somme des points

des dominos renfermes dans une ligne, dansune colonne ou dans

line diagonale soit constamment la meme.

On placera les sept as du jeu, le deux-six et le trois-six, con-

formement a layzg-. 7.
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La somme des points contenus dans chacune des lignes, des

colonnes ou des diagonales, est constamment egale a quinze. On
trouve cette figure, sous une forme pen differente, a la page xiv

de T Introduction du tome I er

(2
e
edition).

Fig. 7.

Si Ton remplace les as par les blancs correspondants, le 26 et

le 36 par 16 et 26, on obtient la fig. 8, dans laquelle les sept

blancs et deux autres des forment un carre magique dont la

somme constante est douze.

De meme si, dans
layzg&quot;. 7, on remplace les as par des deux, le

26 et le 36 par le 36 et le 46, on forme un carre magique conte-

nant les sept deux, dans lequel la somme constante est dix-

huit. On formera encore des carres magiques contenant tous les

troisj ou tous les quatre, avec deux autres des, et dans lesquels

la somme constante est vingt et un ou vingt-quatre.

Enfin, si dans chacun des carres precedents on remplace

chaque domino par le domino complementaire, on forme de

nouveaux carres magiques, et plus particulierement ceux qui

contiennent tous les cinq ou tous les six.
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LES DOMINOS DIABOL1QUES.

Nous laisserons de cote pour 1 instant la theorie generale des

figures que nous venons de considerer; nous la reprendrons dans

la recreation sur les carres magiques et diaboliques. Cependant

nous indiquerons encore quelques figures de carres diaboliques

obtenues par 1 emploi de seize ou de vingt-cinq dominos. Ces

figures amusent beaucoup les petits enfants, et fournissent Toc-

casion de leur apprendre a compter; sous ce point de vue, ce

sont des exercices faciles pour leur apprendre, sans aucun effort,

les premiers precedes du calcul mental.

Disposer les blancs et les as d unjeu de dominos, avec trois

autres des convenablement choisis, sur les cases d un carre de

sei^e cases, de telle sorte que la somme des points des dominos

renfermes dans tine ligne, dans une colonne ou dans une diago-

nale, soit constamment la meme.

On placera les seize dominos conformement a la fig. 9.

Fig. 9.
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La somme des points contenus dans chacune des quatre lignes,

des quatre colonnes ou des deux diagonales est constamment

egale a dix-huit. D ailleurs cette figure differe des deux prece-

dentes, en ce qu elle conserve les memes proprietes de sommes

constantes, lorsque Ton place la premiere colonne apres la qua-

trieme, ou la premiere ligne au-dessousde la quatrieme, et aussi

en continuant cette operation, de telle sorte que Tun des dominos

peut occuper une case quelconque du carre.

On obtient de nouveaux carres diaboliques en remplacant dans

cette figure un de quelconque par un de contenant un point de

plus, ou deux, ou trois; dans ce cas, la somme constante devient

egale a vingt-deux, a vingt-six ou & trente.

On obtient de nouvelles figures possedantles memes proprietes,

en remplacant chacun des dominos de Tune des figures prece-

dentes par le domino complementaire.

Fig. 10.
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Pour les carres diaboliques de vingt-cinq cases, on les disposera

d apres \&fig. 10, dans laquelle la somme constants est vingt-

sept.

On pourra obtenir d autres figures par les divers precedes que

nous avons exposes precedemment. D ailleurs, si Ton place a cote

les uns des autres, sans laisser d intervalle, les dominos repre-

sentes dans la fig. 10, on forme un rectangle compose de cinq

lignes horizontales de carres, et de dix colonnes verticales; la

somme des points renfermes dans chacune des colonnes est alter-

nativement quatorze ou treize.

LE COUP MAXIMUM.

Le jeu de dominos se joue a deux, a trois ou a quatre; dans ce

dernier cas, les joueurs peuvent jouer separement, ou s associer

deux a deux. II se joue encore, avec un mort, comme au whist;

mais les regies de ces differentes parties sont suffisamment

connues pour qu il soit inutile de les developper ici.

Dans la partiedu domino a quatre, lorsque chacun des joueurs

prend sept des, il existe plusieurs dispositions curieuses dans les-

quelles le premier joueur gagne necessairement la partie, pen

dant que le deuxieme et le troisieme joueur ne peuvent parvenir

a poser un seul de. Supposons, parexemple, que le premier joueur

possede les quatre premiers blancs et les trois derniers as, c est-a-

dire les dominos

00, 01, 02, 03, 14, 15, 16;



Le jcu de dominos. 47

que le quatrieme joueur possede les six des qui ferment les

autres blancs et les autres as

11, 12, 13, 04, 05, 06,

et un domino quelconque, et que les deux autres joueurs se par-

tagent ce qui reste. Dans ce cas, le premier joueur gagne neces-

sairement la partie apres la pose des treize dominos indiques

plus haut, tandis que les autres joueurs n ont pu poser aucun

autre de. Le nombre total des points de ces treize des etant egal a

quarante-huit, le premier joueur gagne done cent vingt points

en un seul coup; c est le coup maximum.

En effet, le premier joueur pose le double-blanc
;
le deuxieme

et le troisieme joueurs boudent, et bouderont chaque fois, car le

premier joueur s arrange toujours de maniere a placer du blancou

de 1 as aux deux extremites du tableau ; le quatrieme joueur peut

poser 1 un des trois blancs 04, 05, 06. Le premier joueur posera

1 as correspondant 41, 51, 61. Puis, si le quatrieme joueur pose

le 11, le 12 ou le 13, le premier repondra par 10, 20 ou 30, et

rinira ainsi par poser tous ses des.

On obtient d autres parties semblables a la precedente, en

echangeantle blanc ou 1 as avec 1 un quelconque des points 2, 3,

4, 5, 6. Par suite, le nombre des parties de cette sorte est egal

au nombre des combinaisons simples de sept objets pris deux a

deux, ou vingt et un. La probabilite de la rencontre d une telle

partie dans le tirage au sort des des est extremement petite.
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DKVINETTE ARITHMET1QUE.

Les dominos etant tous retournes, et places en A (jig. 11),

on en tire successivementun, deux, trois, etc., jusqu a douze, et 0:1

les place en B; on en prend un treizieme que Ton place en C,

apres avoir regarde, en cachette, le nombre des points qu il con-

tient. Supposons, par exemple, qu il en contienne cinq; on

retire alors de A, pour les placer en B, d autres dominos en con

tinuant a compter six, sept, huit, etc., jusqu a douze. Puis, on

prend encore en A un domino que Ton place en C, apres avoir

regarde le nombre des points qu il renferme.

Fig. ii.

On continue a prendre des dominos en A, pour les placer en

B, en recommencant a compter de ce nombre jusqu a douze, et

ainsi de suite. Au bout d un certain temps, le jeu se trouve

epuise en A; alors deux cas peuvent se presenter : i Si Ton tire

le dernier de de A en comptant treize, on le place en B et non en

C, et la manoeuvre est terminee; 2 si Ton prend le dernier de

de A en comptant moins de treize, huit^ par exemple, on replace

ce de en A en disant neuf; puis on reprend d autres dominos de

B en comptant dix, onze, etc., jusqu a treize, etla manoeuvre est

encore terminee. Cela fait, les dominos etant toujours retournes,

on propose a une person ne qui connait la marche de 1 operation,

mais n en a pas suivi les details, de deviner le nombre total des

points des dominos situes en C.



Le jen de dominos. 49

Regie pratique. Pour resoudre cette question, il suffit de

multiplier par i3 le nombre augmente d une unite des dominos

places en C, de retrancher du produit obtenu le nombre des

dominos places en A et le nombre total des dominos employes,

car on peut se servir de plusieurs jeux complets ou incomplets.

Demonstration. Designons par p le nombre des dominos

situes en G, par a^ a^ a z ,
...

, a/,-1, ap ,
les points de chacun d eux

dans Tordre oil ils ont ere obtenus, par x le nombre de points

que Ton cherche, par N le nombre total des des employes, par q

le nombre des dominos qui restent en A, etenfin parj^ le nombre

de dominos comptes apres renlevement de ap jusqu a 1 epuise-

ment du jeu. On a tire successivement de A des nombres de

dominos represented par

12, i3 a
{ ,

1 3 az , ..., i3 ap- lt y -l- i, .

dont la somme est egale a N. On a done 1 egalite

N = 1 3 p -*ry ai a2 . . . ap^ .

Dans la seconde phase de 1 operation, on a tire de B, pour les

replacer en A, un nombre de dominos

Par suite, en ajoutant membre a membre les deux egalites pre-

cedentes :

N -\- q= 1 3 (p -f- i
) ai a z p

d ou Ton tire

x i 3 (p H- i
) q N.

La formule precedente s applique lorsque le jeu se trouve

E. LUCAS. Recreations mathem., II. 4
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epuise en comptant treize, et Ton a q = o; elle s applique en

core si Ton a place en C une ou plusieurs fois le double blanc.

Enfin on observera qu au lieu de compter jusqu a i3, on pourra

compter jusqu a 14, i5, ...; il suffit de remplacer dans ]a for-

mule precedente le nombre i3 par 14, i5,..., et plus gene-

ralement par un nombre quelconque , pourvu que ce nombre

soil plus grand que le point le plus fort du jeu de dominos.

DEVINER UN DOMINO PENSE.

Faites penser a une personne de la societe un domino, ou mieux

encore, deux, nombres quelconques egaux ou inegaux, parmi les

dix nombres

o, i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9;

vous pourrez, par une seule question, deviner le domino ou les

deux nombres penses. Cette devinette peut se pratiquer de bien

des facons; voici la plus simple. Vous faites doubler le premier

point, et ajouter le nombre qu il vous plaira;puis vous faites

quintupler le resultat, et ajouter le second point. Alors, demandez

le total.

Pour obtenir les deux numeros penses, vous diminuez le total

decinq fois le nombre ajoute; la difference obtenueest un nombre

de deux chiffres dont le premier correspond au premier nombre

pense, et le second a 1 autre point.

En effet, si Ton de signe par x le premier point, parj^ le second.

par a le nombre ajoute, les operations successives sont repre-
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sentees algebriquement par

2X} 2x-\-a, io.rH-5a, IO.T H-

et si Ton retranche 5 a du total, il reste io,r

On peut deviner de la meme maniere trois chiffres penses, en

faisant effectuer successivement les operations precedentes, puis

les suivantes : Doubler le total et ajouter un nombre b

20x -+- iotf 4- 2y -}- b]

quintupler le resultat obtenu, et ajouter le troisieme chiffre pense

-
-+- 5oa -f- 5b.

Demandez alors le resultat; si vous en retranchez le nombre

5oa 4- 5b, il reste

lOOJf-

c est-a-dire le nombre dusysteme decimal dontles centainesrepre-

sentent le premier chiffre pense, les dizaines le second, et les

unites le troisieme.

II peut sembler curieux que par une seule question on puisse

deviner trois nombres penses, puisque Ton n a qu une seule

equation pour trois inconnues. G est un exempledes plus simples

de 1 analyse indeterminee, car Inequation obtenue n a qu une seule

solution dans ce cas. Plus generalement, on pourra operer dans

un systeme de numeration a base quelconque, ou meme dans un

systeme a bases multiples, car, dans ces divers systemes, un

nombre quelconque ne peut etre represente que d une seule ma

niere par des chiffres pris avec le meme signe.
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LES QUADRILLES.

On peut ranger les vingt-huit dominos dans des dispositions

telles que les points egaux se trouvent places quatre par quatre

aux sommets de carres. Ces figures, que nous appellerons les

Quadrilles de dominos, sont formees d une premiere rangee

horizontale cflntenant quatre carres de quatre points, puis de

deux rangees contenant chacune trois carres, et enfm d une

rangee de quatre carres. Elles sont renfermees dans un perimetre

qui possede deux axes de sy metric ;
en d autres termes, ces figures

se composentde deux parties que Ton peut appliquer Tune sur

i autre, soit par un pli horizontal, soit par un pli vertical; mais

il n en est pas de meme lorsque Ton considere comme partie

integrante de la figure les lignes de separation qui forment les

bords des dominos. Cependant la figure precedente, abstraction

faite des points qu elle contient, possede la symetrie autourd un
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axe vertical, c est-a-dire qu on peut faire coincider les deux par

ties de la figure, en appliquant la partie de droite sur celle de

gauche.

II y a done lieu de se proposer de trouver toutes les dispo

sitions possibles des vingt-huit dominos, par carre s de quatre

points egaux, que Ton peut renfermer dans le perimetre que nous

venons d indiquer. Pour resoudre cette question, nous nous ser-

virons des nombreux et importants renseignements qui nous

ont ete fournis par M. Delannoy, sous-intendant militaire de

i
re classe.

LES CADRES.

Nous observerons d abord que pour former un carre de quatre

points egaux, il faut necessairement employer trois ou quatre
dominos. LorsqueTon prend trois des, Tun d eux est un double,
et si Ton ne tient pas compte de Indentation, les trois dominos

forment, comme il est facile de le voir, trois configurations diffe

rences, A, B, G (fig. 1 3), que nous appellerons types.

Fig. i3.

Type A. Type B. Type G.

Les types de carres a trois des.

Lorsque 1 on emploie quatre des, ceux-ci forment, sans tenir
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compte de Porientation, quatre configurations differentes : D, E.

Hi-

Fig- 14-

9

e

e

Type D. Type E. Type F.

Les types de carres a quatre des.

Type G.

D apres cela. il est facile de voir que la forme meme du peri-

metre de la/g-. 12 est telle que les quatre carres qui forment les

coins ou les sommets du perimetre appartiennent necessairement

au type C; en d autres termes, les des des quatre coins sont des

doubles. Cela pose, il faut d abord determiner la disposition

geometrique des dominos, ou plutot de leurs bords, indepen-

damment de la valeur numerique attribuee aux points egaux des

quatorze carres; c est cette disposition que nous appellerons un

cadre. Sanstenir compte de ceux que 1 on obtient par retourne-

ment oupar symetrie, on trouve que les cadres du premier peri-

metre peuvent affecter quatre formes differentes. Nous engageons

le lecteur a reproduire sur une feuille de papier les divers cadres

formes par les bords des dominos,, en grandeur naturelle, en

ayant le soin d indiquer par des hachures, ou par une couleur

quelconque, la place des sept doubles. Alors il deviendra tres

facile de se rendre compte des diverses formes des quadrilles ren-

fermes dans un meme cadre.

Les fig. \i.
t

1 5, 1 6, 1 7 representent, en faisant abstraction des



Le jeu de dominos. 55

points des dominos, et en indiquant la place des sept doubles, les

quatre cadres differents que Ton peut obtenir avec le meme peri-

metre. On observera que le premier cadre est symetrique par

rapport a un axe horizontal, et le deuxieme par rapport a unaxe

vertical
; le troisieme cadre et le quatrieme cadre sont dissyme-

triques.

NOTATION DES QUADRILLES.

Pour representer les diverses solutions simples des quadrilles

de dominos, nous nous servironsd un tableau indiquant la posi

tion respective des quatorze carres de points dans 1 ordre suivant :

Fig. i5.

La Notation.

Les quatre coins seront toujours designes par 0, 1, 2, 3; la

premiere des lettres a, b, c, d, ... . qui n est pas 0, 1, 2 ou 3 sera

designee par 4; la suivante sera designee par 5, et le dernier
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point par 6. Ainsi la fig. 12 a, dans le premier cadre, la nota

tion :

0-2-3-1

1-4-5

6-4-0

2-5-6-3

Lorsque le cadre est symetrique, comme le premier, on ob-

tiendrait une nouvelle disposition en lisant les points de droite a

gauche^ mais en leur donnant les signes conventionnels
;
ainsi la

notation precedente ecrite dans 1 ordre inverse

1-3-2-0

5-4-1

0-4-6

3-6-5-2

devieiit

0-2-3-1

4-5-0

1-5-6

2-6-4-3

Mais nous ne compterons la premiere notation et sa syme

trique que pour une solution simple.

Pour le deuxieme cadre, on obtient une solution symetrique

en renversant 1 ordre des lignes horizontales; mais nous ne

compterons encore les deux solutions que pour uneseule, et nous

ne conserverons que la solution qui est designee par la notation

la plus petite dans 1 ordre abcdefghij.
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TABLEAU DES SOLUTIONS SIMPLES.

Apres une discussion approfondie qui ne pourrait trouver ici

sa place, M. Delannoy a forme le tableau des solutions simples

pour les cadres representes dans
les^/zg&quot;. 12, 16, 17 et 18.

Fig. 1 6. Fig. 17.

...
!

Le premier cadre, symetrique par rapport a un axe vertical

(fig. 12) renferme huit solutions simples :
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Le deuxieme cadre, symetrique par rapport a un axe hori

zontal (fig. 1 6), donne quatre solutions simples :

Le troisieme cadre, dissymetrique (fig. 17), donne quatorze

solutions simples :

0-2-3-1

1-4-5

6-4-0

2-5-6-3

0-2-3-1

1-4-5

6-4-6

2-5-0-3

0-2-4-1

1-3-5

6-4-0

2-5-6-3

0-2-4-1

1-3-5

6-4-6

2-5-0-3

0-3-2-1

4-5-0

6-5-6

2-4-1-3

0-3-4-1

5-6-0

4-5-2

2-6-1-3

0-3-4-1

5-6-0

4-6-2

2-5-1-3

0-4-2-1

5-3-0

6-4-6

2-5-1-3

0-4-3-1

1-5-2

6-5-0

2-4-6-3

0-4-5-1

1-3-2

6-5-0

2-4-6-3

0-4-5-1

3-6-0

5-4-2

2-6-1-3

0-4-5-1

3-6-0

5-6-2

2-4-1-3

0-4-5-1

6-3-0

5-4-2

2-6-1-3

0-4-5-1

6-3-0

5-6-2

2-4-1-3
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Le quatrieme cadre, dissymetrique (fig. 18), renferme huit

solutions simples :

Fig. 1 8.

En exceptant la deuxieme solution du second cadre, on remarquera que
Ton trouve toujours deux nombres egaux, dont Tun commence et i autre finit

les deux premieres lignes ou les deux dernieres. (CENDRE.)
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LA MULTITUDE DES QUADRILLES.

Les tableaux precedents renferment les trente-quatre solutions

simples obtenues par M. Delannoy. Ce probleme avait ete traite

anterieurement par M. Laquiere, mais les notes redigees sur ce

sujet ont ete perdues pendant le siege de Strasbourg. Ge nombre

se reduirait beaucoup, si Ton ne faisait pas attention a la forme

interieure des cadres, attendu que Ton rencontre dans les tableaux

precedents plusieurs solutions qui ont une notation commune.

En adoptant le nombre de 84 solutions simples, il est evident

que Pon peutechanger dans chacune d elles deux points quel-

conques, les deux avec les cinq, ou les as avec les blancs, etc.;

plus generalement, remplacons les chiffres de la notation

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,

par les sept points

5, 3, 0, 1, 2, 6, 4,

pris dans un ordre quelconque ;
nous obtiendrons ainsi des qua

drilles differents. Ghaque solution simple permet doncautant de

quadrilles qu il y a de manieres de disposer sept objets differents

en ligne droite. G est precisement le nombre des permutations

rectilignes de sept objets, ou

i X2x3x4x5x6xy 5040.

En faisantle produit de 5040 par le Jiombre 84 des solutions

simples, et en doublant le resultat, pour tenir compte des solu-
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tions obtenues par symetrie, ou par reflexion dans un mlroir, on

trouve au total

342720

quadrilles differents pour le perimetre considere&amp;gt;

LA VARIETE DES PERIMETRES.

Au lieu de ranger les dominos en quadrilles, suivant le peri-

metre que nous avons considere (fig. 12, 16, 17 et 18), on peul

se proposer de resoudre le meme probleme pour d autres peri-

metres. Ainsi le perimetre de la fig. 19 ne donne qu un seul

9

^

cadre, possedant un axe vertical de symetrie; ce cadre ne donne

d ailleurs qu une seule solution que nous avons represented dans

la meme figure.

Lesyzg-. 20 et 21 representent deux nouveaux cadres de meme

perimetre. M. Delannoy a etudie toutes les solutions simples
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de ces figures. De plus, il a demontre qu il n existe que deux

autres cadres du meme perimetre; mais ceux-ci ne donnent pas

de solutions.

Fig. 20.

Le sixieme cadre qui possede un axe vertical de symetrie

donne, avec la solution representee (fig. 20), les dix autres :
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Quant au septieme cadre (fig. 21 ),
il donne huit solutions.

Les notations de ces solutions sont, en plus de celle qui cor

respond a cette figure, identiques avec la premiere et les six der-

nieres du tableau precedent.

DISPOSITIONS RECTILIGNES.

On peut se proposer de determiner le nombre des dispositions

rectilignes suivant lesquelles on peut ranger tous les des d un jeu

complet de dominos, en suivant la regie ordinaire. Ce probleme a

etc enonce dans les Nouvelles Annales de Mathematiques (
t. V II I

,

p. 74), et resolu par Reiss
j

1

).
La regie du jeu exige que deux des

consecutifs se touchent par des points equivalents. De la, on con-

clut que Telement initial est le meme que 1 element final; en

( )
Evaluation du nombre de combinaisons desquelles les 28 des d un jeu

du domino sont susceptibles d apres la regie de ce jeu, par feu Dr M. Reiss,

a Francfort. (Annall di Malematica pura ed applicata, t. V, p. 63-I2O.

Milan, 1871.)
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d autres termes, si le tableau commence par un cinq, il se termi-

nera necessatrement par un cinq, a la condition de ne pas Termer

le jeu sans avoir employe tons les dominos. En effet, toute

combinaison rectiligne des vingt-huit des etant conforme a la

regie, ne cessera pas de 1 etre, si Ton ecarte les doubles. Cette

reduction faite, chaque point fera partiede six dominos, puisqu ii

est combine successivement avec chacun des six autres; par con

sequent, le point initial doit se rencontrer encore en cinq autres

endroits de la combinaison. Mais, dans 1 interieur de celle-ci,

chaque point se presente deux fois de suite; d abord comme

seconde partie d un de, puis comme premiere du de suivant; Te-

lement initial ne pourra done s y rencontrer que quatre fois, et

devra finalement se trouver a un endroit ou il ne sera pas suivi

de lui-meme, c est-a-dire a 1 autre extremite de la combinaison.

SIMPLE AMUSETTE.

On observera que la demonstration precedente s applique a

tous les jeux de dominos qui se terminent au double-quatre, au

double-six, au double-huit, et en general a un double pair. On

demontrerait de la meme maniere qu il ne pourrait en etre ainsi

lorsque le jeu se termine au double-trois, au double-cinq, au

double-sept, et en general a un double impair. Dans ce cas, on

ne peut plus former de dispositions rectilignes suivant la regie en

se servant de tous les des
j

1

).

( ) Lorsque le jeu de dominos se compose de toutes les combinaisons

completes des points de o a (2?z i), chacun des points, a I exclusion des

doubles, se trouve repete (2 i) fois. Done, aussitot qu un point different
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De meme, si Ton enleve du jeu ordinaire (on plus generalement

d un jeu qui se termine a un double-pair) un de quelconque,

pourvu que ce ne soit pas un double, le trois-cinq par exemple,

la disposition rectiligne formee avec tous les autres des, en

suivant la regie, sera terminee a Tune de ses extremites par un

troiS) et a 1 autre par un cinq. On deduit de ce resultat une amu-

sette assez interessante.

Retournez tous les des d un jeu de dominos, en ayant le soin

d escamoter un de non double. Dites ensuite a une personne de

tirer un de au hasard et de le faire voir, puis de retourner succes-

sivement les autres dominos pour les disposer au fur et a mesure

suivant la regie, sans fermer le jeu et sans tenir compte des

doubles. Vous lui predirez alors les deux extremites de la combi-

naison, d apres les points du domino que vous avez escamote. Si

la personne ne connait pas ce divertisseaient, vous I mtriguerez

du point initial aura ete repete (2n i) fois, il sera impossible de placer
un nouveau domino, puisqu il n y aura plus de dominocontenant ce point.

Quant au point initial, il pourra etre repete (2 i) fois, sans fermer le

jeu. Par suite, le nombre maximum de points que Ton peut placer d apres
les regies du jeu ,

a ] exclusion des doubles, comprendra deux points, les

pointsextremes,repete?( 2ri i) fois, et lesautres points, ennombre( 211 2),

repetes(27z 2} fois; ce nombre maximum sera done

le nombre maximum des dominos composant la disposition rectiligne est

la moitie du precedent, ou

2)r 2H -+- I.

Le nombre total des dominos etant, sans les doubles, egal a n(2n il, il

reste toujours un talon contenant au moins (n i
) dominos.

11 n y a d exception que pour n = i, c est-a-dire dans le cas ou la dispo
sition rectiligne ne comprend que le seul domino blanc-as.

(Note de M. Delannoy.}

E. LUCAS. Recreations mathem., II. 5
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beaucoup en ayant 1 air de faire un calcul complique, au moment

ou elle vous montrera le premier domino qaelle aura tire.

Si vous replacez adroitement le de que vous avez escamote, en

faisant le melange des dominos, vous pourrez facilement recom-

mencer 1 amusette; mais alors suivez le precepte de Bachet :

J admoneste ceux qui voudront mettre ces jeux en usage etd en

avoir du contentement, qu ils prennent le soin de les faire avec

une telle dexterite qu on n en puisse pas aisement decouvrir 1 ar-

tifice
;
car ce qui ravit les esprits des hommes, c est un effet admi

rable dont la cause leur cst inconnue. C est pourquoi, si 1 on fait

pltisieurs fois de suite le meme jeu, il faut toujours y apporter

quelque diversite.
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LE MEMOIRE DE REISS.

Pour determiner le nombre des dispositions rectilignes, Reiss

considere, dans son Memoire, les combinaisons circulaires.

Pour les obtenir. on peut partir d une disposition rectiligne quel-

conque, que Ton replie sur elle-merne de maniere a ce que les des

places aux deux extremites viennentse toucher par leurs parties

exterieures. Dans ces combinaisons circulaires, tous les points

se presenteront deux fois de suite, a trois reprises differentes.

Elles ne possedent plus de des extremes, et Ton peut regarder

chaque de comme initial. Mais, de plus, comme dans les dispo

sitions rectilignes, on doit tenir compte du sens, soit de droite

a gauche, soit de gauche a droite, dans lequel les dominos se

succedent.

Lorsque Ton a obtenu unecombinaisoncirculaire quelconque

ne contenant aucun double, on peut y intercaler chacun d eux a

trois places differentes; si done G designe le nombre des combi-

naisonscirculairesdistinctesnecontenant aucun double, 1 adjonc-

tion d un premier double, du double-blanc par exemple, donnera

trois fois plus de combinaisons distinctes, ou 3 C; de meme 1 ad-

jonction d un nouveau double, le double-as, triplera le nombre

precedent, et ainsi de suite. Par consequent, le nombre des com

binaisons circulaires avec doubles s obtient en triplant sept fois

de suite le nombre des combinaisons circulaires desquelles les

doubles sont exclus
;
ce nombre est done 3 7G ou 2 1 87 G.

Considerons maintenant 1 une quelconque de ces combinaisons

circulaires de 28 dominos; en choisissant successivement chacun

des 28 des qu elle contient comme initial, il en resultera 28 com-
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binaisons rectilignes distinctes; d ou Ton conclut que le nombre

total de ces derniers equivaut a 28.3 7 .G. La question est ainsi

ramenee, par Reiss, a trouver le nombre de dispositions circu-

laires qui ne contiennent aucun double.

Les developpements de 1 auteur comportent 58 pages in-4,

parmi lesquelles on trouve de nombreux tableaux numeriques;

nous n avons pu verifier ces calculs, trop compliques pour etre

interessants; la question reste entiere, car 1 important, ce serait

de trouver une formule independante ou une equation de recur

rence qui donnerait le nombre des dispositions pour un jeu de

dominos se terminant a un double pair quelconque. Quoi qu il

en soit, nous indiquerons les resultats de Fanalyse du docteur

Reiss.

Le nombre C des combinaisons circulaires serait

129 976 32O,
f

celui des combinaisons rectilignes

7 939 229 931 620,

et 1 on devrait diviser par deux ces deux nombres, si Ton ne tenait

pas compte du sens
( ).

( )
Les nombres donnes par le docteur Reiss sont exacts. MM. Tarry et

Jolivald ont obtenu les memes re sultats par deux methodes completement
differentes.
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JUSQU AU DOUBLE-QUATRE.

Nous aliens indiquer une autre methode du denombrement

des combinaisons rectilignes, sans passer par les dispositions cir-

culaires, mais en supposant que le jeu se termine au double-

quatre. Comme dans la methode de Reiss, nous supprimons les

cinq doubles 00, 11, 22, 33, 44; il suffira ensuite de multiplier

le nombre des dispositions rectilignes distinctes par 3.2* ou 48.

De plus, nous considerons comme distinctes deux combinai

sons rectilignes qui ne different que par 1 ordrede succession des

des, en les disposant soit de gauchea droite, soit dedroite a gauche.

Si Ton ecrit, dans le sens ordinaire, de gauche a droite, les points

des dominos d une disposition rectiligne, chaque point se trou-

vera repete deux fois consecutivement. a Fexception du premier

et du dernier; pour simplifier, nous n ecrirons qu une fois deux

points consecutifs, et nous supprimerons le dernier point egal au

premier. Par suite, la notation d une disposition rectiligne sera

formee d une suite de dix chiffres contenant deux fois chacun des

chiffres 0, 1, 2, 3, 4; de plus, le voisinage de deux chiffres quel-

conques tels que 1 et 3 devra se presenter une fois et une seule,

en considerant comme voisins le premier et le dernier chiffre.

Ainsi, par exemple, la notation

0120314234

represente une disposition rectiligne formee successivement par

Wane-as, as-deux, deux-blanc, . . ., trois-quatre, quatre-blanc.

II est evident que d une disposition rectiligne, on peut en deduire

un certain nombre d autres en permutant d une maniere quel-
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conque les points 0, 1, 2, 3, 4, 5; mais les dispositions obtenues

ainsi ne seront pas toujours distinctes.

II y a done lieu de rechercherles solutions elementaires,c est-

a-dire toutes les solutions qui permettent d obtenir toutes les

autres par permutation des elements 0, 1, 2, 3, 4. Par un nume-

rotage de convention, nous pouvons toujours designer par le

premier point, par 1 le suivant, de tellesorte que le premier do

mino sera 01. Le point suivant sera designe par 2, et les trois pre

miers chiffres de la solution elementaire sont necessairement 012.

Le quatrieme point peut etre egal au premier, ou representer

un point nouveau que nous designerons par 3
;
en continuant

cette discussion on trouve assez facilement les vingt-deux nota

tions suivantes, rangees dans 1 ordre numerique :

I 0120314234

II 0120314324

III 0120324134

IV 0120324314

V 0120341324

VI 0120342314

VII 0123024134

VIII 0123024314

IX 0123041342

X 0123043142

XI 0123140243

Si Ton renverse 1 ordre des chiffres de Tune quelconque de ces

notations, en donnant aux points le numerotage de convention

que nous avons indique, on retombe necessairement sur 1 une

de ces notations; mais on doit distinguer deux cas. Dans le pre

mier cas, la notation retournee et numerotee reproduit la meme
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notation; nous dirons alors que cette solution est symetrique.

Dans le second cas, on en reproduit une autre; nous dirons alors

qu elle est dissymetrique.

Les notations symetriques sont au nombre de six, savoir :

I, IV, XI, XVI, XX, XXII;

les notations dissymetriques de rangs

II, V, VI, IX, X, XII, XVII, XVIII

ont respectivement pour inverses

III, VII, VIII, XIII, XV, XIV, XXI, XIX.

Gela pose, il est facile de determiner la multitude des combi-

naisons rectilignes distinctes, sans tenir compte des doubles. Le

nombre des permutations de cinq objets est egal a

1X2x3x4x5 ou 120.

Toute notation symetrique donne 120 dispositions distinctes;

toute notation dissymetrique et son inverse donnent 240 dispo

sitions distinctes : done, au total,

(6-1-2.8) 120 ou 2640.

Par suite, le nombre total des dispositions rectilignes du jeu de

dominos termine au double-quatre est

2640x48 ou 126720.

En developpant cette methode, on arriverait assez facilement

a une autre solution du probleme de Reiss.

Nous indiquerons dans la Note I, a la fin de ce volume, les

relations qui existent entre le jeu de dominos et le jeu des ponts

et des lies.





RCRATION.

LES JEUX DE MARELLE.

A Monsieur Gaston Marquiset, depute de la Haute-Saune.

Pourquoi jouons-nous ici-bas

Ce vieux drame toujours le meme ?

( CAZALIS, L Illusion.
)

Je marqu.- mon jeton a ce jeude la vie ou nous

perdons coup sur coup et ou le diable, pour en

finir, rafle joueurs, des et t^pis vert.

( ALOYSIUS BERTAND, Gasfard de la Nuit
}





TROISIEME RECREATION.

LES JEUX DE MARELLE,

HISTORIQUE.

LE
s anciens ont connu trois sortes de jeux,, dont la theorie

appartient aux Mathematiques : les uns,telsque les jeux

de Des, d Osselets, etc., sont des jeux de hasard, et leur

theorie repose sur le Calcul des probabilites. Platon
(

l

)
attribue

leur invention au dieu egyptien Theut, tandis qu Herodote en

fait remonter Torigine aux Lydiens qui, pendant une longue et

cruelle disette, imaginerent la plupart des jeux pour tromper les

souffrances de la faim. D autres, que les Grecs appelaient jeux

de pessos, tels que la Marelle, la Pettie, et en ge neral les divers

jeux de combinaisons dont les transformations successives ont

( )
J ai entendudire qu aux environs de Naucratis d Egypte exista un

des plus anciens dieux, celui auquel est consacre 1 oiseau qu on appelle Ibis;

que son nom est Theut, et que le premier il avait decouvert le Nombre, le

Calcul, la Geometric, 1 Astronomie, les Dames et les Des.

PLATON, Phedre.
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du donner naissance aux jeux de dames et d echecs, ne dependent

pas du hasard, mais seulement du nombre et de la position; ils

etaient deja connus a Fepoque des premiers calculs astronomiques

des Egyptiens. Nous avonsdonne plus hautquelques indications

sur Forigine du jeu de dames. Ces jeux apparaissaient souvent sur

les tombeaux avec une signification symbolique; tantot ils ex-

primaient le cote aleatoire de la vie humaine, tantot le bonheur

parfait des sages et des justes dans 1 autre monde. Ainsi encore,

d apres une antique tradition, Herodote nous montre aux enfers

le roi Rhampsinite jouant aux dames avec Ceres.

Enfin, les anciens connaissaient d autres jeux tenant a la fois

du hasard et des combinaisons. comme le jeu de tric-trac que

les Romains appelaient Ludus duodecim scriptorum ou Jeu des

dou^e lignes. II parait avoir ete connu en Perse a une epoque

extremement reculee; on Fappelait Nerd, du nom d un petit

cylindre allonge ayant la forme de la tour des echecs. Dans son

traite des Jeux orientaux, Hyde rapporte, en effet, que les

peuples de FAsie ont 1 habitude de se servir de pieces cylin-

driques tenant lieu de nos dames. D autre part, Plutarque nous

apprend que Parysatis^ mere d Artaxerxes, etait tres habile a

ce jeu.

LA MARELLE SIMPLE.

Qui de nous n a joue a la marelle, ce jeu connu de tous les

enfants? II suffit de tracer quelques lignes sur le sol, de ramasser

trois cailloux blancs et trois cailloux noirs pour improviser une

partie de marelle. Ge jeu est encore tres repandu dans tout TOrient
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sous le nom de Jeu des trois routes. On en trouve la premiere

mention certaine dans les oeuvres d Ovide, qui en a parle deux

fois en termes identiques (*) : Ce jeu se joue sur une petite

table speciale au moyen de trois pieces pour chaque joueur ; pour

gagner, il faut amener ses trois pieces sur une meme ligne.

La Marelle ou la Merelle est represented dans la. Jig. 22. Elle

La Marelle simple.

est formee par les quatre cotes d un carre, ses deux diagonales

et les deux lignes medianes paralleles aux cotes
;
les points d in-

tersection de ces huit lignes forment neuf cases. La marelle se

joue a deux; les deux joueurs possedent chacun trois pions, les

uns blancs, les autres noirs, et les posent alternativement sur les

cases, dans 1 ordre designe parle sort, ou, suivant convention, par

le gain de la partie precedente. Lorsque tousles pions sont poses,

chacun des joueurs, a tour de role, peut les deplacer sur une case

immediatement voisine, a la condition de suivre Tune des lignes

tracees sur la figure. La partie est gagnee par le joueur qui arrive

a placer le premier ses trois pions sur une meme ligne horizon-

tale, verticale ou diagonale.

Les combinaisons de ce jeu sont peu nombreuses
;
nous aliens

faire voir que le joueur qui pose le premier gagne necessairement

( ) OVIDE, TristeS) u, 481. Art d aimer, in, 365.
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la partie, par une tactique convenable, en placant le premier pion

au centre de la marelle. Des lors, la marelle n est plus qu un jeu

de hasard, si le sort decide toujours de la pose. II n en est plus de

meme, si Ton convient a 1 avance que le premier joueur n a pas

le droit de poser, au debut, sur le centre de la marelle.

Arm d etudfer les diverses peripeties de la bataille, nous nous

servirons des denominations suivantes :

Le joueur qui joue le premier est designe par B (Blancs}^ et le

second est designe par N (Noirs) .

Les neuf cases de la marelle sont designees, d apres leur suc

cession comme dans la page d un livre, par

1, 2, 3,

4, 5, 6,

7, 8, 9.

La case 5 est le centre; les cases 1, 3, 7, 9 sont les coins; les

cases 2, 4, 6, 8 sont les milieux.

Tout coin a deux coins voisins, un coin oppose; ainsi le coin

1 a 3 et 7 pour voisins, et 9 pour coin oppose. Tout coin a deux

milieux voisins et deux milieux opposes ;
ainsi le coin 3 a 2 et 6

pour milieux voisins, 4 et 8 pour milieux opposes.

Tout milieu a deux coins voisins, et deux coins opposes; ainsi

le milieu 8 a 7 et 9 pour coins voisins, 1 et 3 pour coins oppose s.

Tout milieu a deux milieux voisins, et un milieu oppose; par

exemple, le milieu 4 a pour milieux voisins 2 et 8, et 6 pour

milieu oppose.

Cela pose, nous etudierons successivement les deux parties

suivantes, selon que le premier joueur B pose le premier pion sur

le centre de la marelle, ou sur une autre case.
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PREMIERE PARTIE.

Le premier joueur B gagne toujours la partie. en jouant con-

venablemenr, s il a le droit de poser au centre de la marelle.

Deuxcas peuvent se presenter suivant que le second joueur N

place son premier pion sur un coin ou sur un milieu.

Premier cas. Le premier joueur B occupe le centre 5
,

le

second joueur N pose un premier pion sur un coin. II resulte

evidemment de la symetrie de la marelle, que Ton peut toujours

supposer que le joueur N s est place en 1. Les blancs posent

leur deuxieme pion au milieu oppose, en 8; les noirs, pour ne

pas perdre immediatement la partie. se trouvent forces de placer

leur deuxieme pion en 2. Au troisieme coup, les blancs posent

necessairement sur la case 3, et, pour la meme raison, les noirs

sont obliges de jouer sur la case 7. Les six pions se trouvant

places, les blancs jouent 8 en 9, puis 5 en 6. occupent les trois

cases 3, 6, 9, d une meme ligne, et gagnent la partie.

Pour resumer la partie gagnee par les blancs, nous la presen-

terons sous la forme suivante :

56 V.

La premiere ligne B indique par un chiffre la pose, puis par

deux chiffres la marche des blancs; la seconde ligne N donne

la pose et la marche des noirs. L accent veut dire que le coupest

force, sinon la partie est gagnee par Tadversaire. a la pose sui

vante
;
le trait veut dire que les noirs ont perdu, quelle que

soit leur tactique. La lettre V indique la vicloire; elle est placee

dans la ligne des vainqueurs.
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Deuxieme cas. Le premier joueur B occupant le centre 5,,

le second joueur N pose son premier pion sur un milieu.

Une discussion analogue a la precedente conduit facilement

au tableau :

12 23 V.

DEUXIEME PARTIK.

Le premier joueur B n ayant pas la faculte de jouer au centre,

le second joueur N y pose son premier pion. Cette partie com-

porte six cas differents; pour cinq d entre eux, la partie est gagne e

par les noirs, s ils jouent convenablement; pour la sixieme, la

partie est nulle, sichacun des partenaires saitdejouerhabilement

les pieges de 1 adversaire.

A cause de la symetrie de la marelle, on peut supposer succes-

sivement que les blancs ont pose les deux premiers pions :

II.

III.

IV.

V.

VI.

Sur deux milieux opposes;

- Sur deux milieux voisins;

Sur coin et milieu opposes
- Sur coin et milieu voisins;

Sur deux coins opposes;

Sur deux coins voisins.

Premier cas. Les blancs ont place les deux premiers pions

sur deux milieux opposes ;
les noirs posent leur premier pion
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Deuxieme cas. Les blancs out pose les deux premiers pions

sur deux milieux voisins; les noirs posent leur premier pion

au centre, et gagnent en quatre coups.

B 2 6 3
1|

N 5 7 9 58
II
V.

Troisieme cas. Les blancs out joue sur coin et milieu oppo

ses; les noirs gagnent en quatre coups.

3

78
ii
V.

Quatridme cas. Les blancs ont pose sur coin et milieu voi-

sins; les noirs gagnent en quatre coups.

56 V.

Cinquieme cas. Les blancs ont joue sur deux coins opposes;

les noirs gagnent en quatre coups.

87 V.

Sixieme cas. Les blancs ont pose sur deux coins voisins,

1 et 3, par exemple. On a, au debut,

3 8

N joue sur un milieu ou sur un coin.

Dans la premiere hypothese, a cause de la symetrie. on pent

E. LUCAS. Recreations mathem., II. 6
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supposer que les noirs posent en 4
;
alors les blancs jouent 8 en 7,

et les noirs ayant leurs pions enferme s, sont obliges de s eloigner

du centre ou B vient se placer, et gagne. Par suite, afin de ne pas

perdre , parfermeture, les noirs posent au troisieme coup sur

un coin, d apres la seconde hypothese.

A cause de la symetrie, on peut supposer que N pose en 7;

dans ce cas, B ne pouvant deplacer 3 en 8, car il perdrait en un

coup, joue 1 en 4. Alors si N deplace 2, il perd en deux coups

par fermeture
;

il est done oblige d abandonner le centre en

jouant 5 en 6 ou en 9. Pour continuer la discussion, on dessine

les diagrammes qui correspondent a chaque coup; pour cela on

dessine. les deux triangles formes par les positions des trois pions

blancs et des trois pions noirs, et Ton considere comme equiva

lents les diagrammes obtenus en tournant la marelle de un, deux,

rrois quarts de tour, ainsi que ceux que Ton obtient par symetrie

dans un miroir. On reconnait alors que si les deux joueurs

evitent les coups de fermeture, on retombe apres plusieurs coups

sur un diagramme deja obtenu; par suite, il y a periodicite, et

la partie devenant indefinie doit etre considered comme nulle.

En resume, si le premier joueur a le droit de poser au centre,

il gagne la partie; si le premier joueur ne pose pas au centre, il

peut annuler la partie. Pour rendre les chances completement

egales, on pourrait interdire a chacun des joueurs de poser au

centre avant le deuxieme coup, ou avant le troisieme. Mais, dans

ces conditions, la partie peut toujours etre annulee par chacun

des deux joueurs, a moins cTinadvertance.
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LA MARELLE TRIPLE.

Nousavons vu plus haut que le jeu de la marelle etait et est

encore tres repandu dans tout 1 Orient; la seule difference qui

puisse exister chez les divers peuples consiste dans la disposition

et le nombre des lignes, des cases et des jetons. Ainsi, dans la

marelle triple (fig. 23), oncomptevingt-quatre cases; chacun des

Fig. 23.

\ 7

La Marelle triple.

joueurs prend neuf pions, et les place alternativement, comme

dans le jeu ordinaire. Lorsque tous les pions sont poses, chacun

des joueurs, a tour de role, peut les deplacer sur uriecase imme-

diatement voisine, a la condition de suivre 1 une des lignes tra-

cees sur la figure. Le but est d amener trois pions sur une meme

ligne; lorsqce Tun des joueurs y parvient, il prend un pion a son

choix dans le jeu de son adversaire et la partie continue. Quand
Tun des joueurs n a plus que quatre pions, il peut leur faire

franchir, sur une meme ligne droite, la station intermediate

inoccupee. Aussitot que Tun des joueurs n a plus que deux

pions, il perd la partie.

Le Jeu national, que Ton trouve actuellement chez les mar-

chands de jouets et d images, ne differe du precedent que par la
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suppression des lignes diagonales aboutissant aux quatre coins

du carre. Les regies du jeu restent les memes.

La marelle triple se joue beaucoup dans le royaume de Pologne,

en Ukraine, en Podolieeten Wolhynie, sousle nom de Mlynek,

ou, en francais, le Jeu des Moulins. II existe encore dans ces

pays un jeu fort repandu et pratique surtout par les paysans,

sous le nom de Wisielec ou le Jeu des Pendus. Ge jeu revient a

celui de la marelle simple, avec cette difference que Ton peut

deplacer un pion quelconque, sans qu il soit necessaire de suivre

Tune des lignes du tableau (fig. 22). Dans ce cas, la partie serait

toujours nulle, a moins de remporter la victoire soit par la

fatigue, soit par Finattention de 1 adversaire. Nous devons ces

renseignements a MM. Marquiset et Mokronoski.

LA MARELLE QUADRUPLE.

Nous donnons (fig. 24) une autre modification de la marelle

Fig. 24.

La Marelle quadruple.

que Ton rencontre dans divers ouvrages anciens; la figure se

compose de la juxtaposition de quatre marelles simples.
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Chacun des joueurs possede cinq pions qu il pose successive-

ment a tour de role; le but est d arriver a placer le premier ses

cinq pions en ligne droite. Si Ton supprime la case centrale, et

les lignes diagonales, on obtient une nouvelle figure dont il est

question dans le paragraphe suivant. II est possible que cette

marelle ait pu donner naissance au jeu de la pettie.

LA PETTIE DES GRECS.

La Pettie est une des nombreuses modifications de Ja marelle;

elle est souvent citee dans les ouvrages de Platon, d Aristote, de

Sophocle, de Plutarque, etc. Bien qu elle ait etc fort goutee des

Grecs, on ne sait pas encore exactement ni la forme de son

tablier, ni les regies du jeu. Peut-etre sera-t-on fixe plus tard

d une facon beaucoup plus precise, si Ton retrouve une antique

table de pettie, et surtout la table meme de Palamede qu on

disait avoir etc conservee a Troie et transported a Argos. Quoi

qu il en scit, nous indiquerons, d apres plusieurs ouvrages mo-

dernes (*), quelques renseignements qui permettent sinon de re-

constituer ce jeu, du moins d en donner une idee suffisante.

La pettie est representee dans la fig. 25
;

elle est formee de

vingt-quatre cases. La partie se joue a deux, au moyen de cinq

(

1

) CHRISTIE, An inquiry into the game invented by Palamede. London,
1 80 1. BECQ DE FOUQUIERES, Les jeux des anciens, lew description, lew

origine, lews rapports avec la religion, Tkistoire, les arts et les mosurs.

Pa: is, 1869. C est a ce dernier ouvrage, fort interessant, que nous avons

emprunte la plupart des renseignements historiques contenus dans cette

recreation.
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pions blancs et de cinq pions noirs. Au debut de la partie, les

cinq pions sont poses de chaque cote sur les lignes superieure et

inferieure. Le premier joueur designe par le sort
,
ou par le

gain d une partie precedents, avance Tun de ses pions sur la

case voisine, en suivant une ligne de la figure. Puis, chaque

joueur deplace successivement 1 un de ses pions, en avancant

Fig. 25.

La Pcttie des Grecs.

vers Fennemi, ou en 52 deplacant lateralement, mais sans

jamais reculer. Le but du jeu est d enfermer une piece de Fad-

versaire, de maniere qu elle ne puisse plus bouger; dans ce

cas, le joueur qui entoure un ou plusieurs pions de Fadversaire,

les enleve du damier et pousse un autre pion. Telle est la resti

tution, d apres les auteurs que nous avons cite s, du jeu de la

pettie. Cependant nous devons faire observer que le jeu nous

parait plus interessant et plus en rapport avec les textes qui

ont etc conserves, lorsque 1 on suppose que les joueurs ont la

faculte de reculer devant 1 attaque del adversaire; sans cette hy-

pothese, le second joueur pourrait toujours jouer de maniere a
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annuler toutes les parties apres le neuvieme coup, comme il est

assez facile de le fairevoir.

LE RENARD ET LA POULE.

Le Jen du Renard et de la Poule, que nous representons dans

fig. 26, est une transformation de la marelle et de la pettie;

Fig. 26.

Le Renard et la Poule.

on Tobtient par la juxtaposition de cinq marelles simples.

On observera. d ailleurs, que la disposition des cases est exac-

tement semblable a celle des trente-trois cases du jeu du soli

taire que Ton rencontre frequemment en Allemagne; pour

obtenir la figure du solitaire, il suffirait de supprimer les lignes

diagonales. Ge jeu etait tres goute a la fin du xvne
siecle; nous
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empruntons la description et la methode d y jouer a 1 auteur

anonyme de la Maison des Jeux academiques :

Fortune, icy bas tourne-boule,

Tourne choses par le hasard :

Parfois le Kenard prend la Poule,

La Poule parfois le Renard.

Les Lydiens, peuple d Asie, entre plusieurs jeux qu ils in-

ventcrent, donnerent 1 origine et Fusage a celui du renard, non

tant pour le desir qu ils eussent de le louer, que pour se fa-

conner aux ruses et se garder des surprises que Cyrus, leur

ennemi capital, leur dressait tous les jours, lequel les appelait

Ponies, a cause qu ils aimaient les delices et le repos; et iceux

Lydiens le nommaient Renard, a cause qu il etait sans cesse aux

aguets, et qu il cherchait incessamment des finesses pour les

surprendre. Ce jeu est ingenieux et recreatif, facile a pratiquer;

on le joue sur une figure semblable & celle qui est portraite; il

s en fait de diverses etoffes, mais celle-ci n est da grands frais et

peut servir autant qu une autre. On y joue avec des dames ou

jetons, a faute d avoir des poules de bois et d ivoire, en nombre

de treize, posees sur treize rosettes ou espaces dont cette table est

composee ;
les poules sont en la partie d en bas, et le renard est

en la partie d en haut, qui consiste en vingt rosettes ou espaces,

et vous placez en 1 une d icelles le renard a discretion, qui peut

monter et descendre, aller et venir au haut et bas, a droit et

travers. Les poules ne peuvent monter que de bas en haut, et ne

doivent redescendre; le joueur ne doit laisser les poules decou-

vertes, ou seules, non plus qu au jeu de dames. La finesse de ce

jeu est de bien poursuivre le renard, et Tenfermer en telle sorte

qu il ne puisse aller deca ni dela. Et est a noter que le renard
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prend toutes les poules qui sont seules et decouvertes. Enfin il

se faut dormer garde de laisser venir le renard dans la partie

d en bas parmi les poules, pour autant qu il les pourrait plus

facilement prendre. L exercice peut beaucoup en ce jeu, et a

force de jouer on s y rend bien maitre. Les bons joueurs demarent

les poules premier que le renard; celui qui a les poules ne doit

permettre, s il peut, qu on demare le renard le premier, car cela

ne lui est avantageux.

LE JEU DES LATRONCULES.

Ce jeu des Romains a longuement exerce la patience et la sa-

gacite des erudits et des savants, parmi lesquels on doit citer

Saumaise dans son edition des ecrivains de VHistoire Auguste,

Souterius dans son Palamede, Sentfleb et Calgagninus dans leurs

Histoires des jeux de hasard et de combination des anciens,

Hyde dans ses Jeux orientaux, Christie dans ses Recherches sur

la Pettie, et Warnsdorlf dans son edition des Petits poetes latins.

Nous empruntons au savant ouvrage de M. Becq de Fouquieres

les regies de ce jeu, d apres la restitution qu il en a faite, et qui

nous parait, jusqu a preuve du contraire, la plus probable et la

plus complete.

La table a jouer est un echiquier ordinaire de soixante-quatre

cases, alternativement noires et blanches; la partie est jouee par

deux adversaires ayant chacun deux sortes de pieces, huit latron-

cules et huit larrons. Au debut de la partie, les latroncules sont

ranges comme les pions du jeu des echecs, sur les memes cases,
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et les larrons sont places, de part et d autre, derriere les latron-

cules, sur les cases ordinaires des autres pieces du jeu des echecs.

Les latroncules ne peuvent marcher qu en avant, droit devant

eux, et n avancent jamais que d une case a la fois; lorsqu un

latroncule arrive a la derniere case de sa colonne, on peut 1 e-

changer centre un larron. Les larrons peuvent marcher dans

toutes les directions, parallelement aux bords ou aux diagonales

de 1 echiquier, soit en avant, soit en arriere, et franchir en ligne

droite plusieurs cases vides; leur marche est semblable a celle

de la reine au jeu des echecs.

(Jne piece quelconque est en echec, lorsque Tune des pieces de

1 adversaire peut venir occuper, dans son deplacement convenu,

la case sur laquelle cette piece est placee. Cependant chaque la

troncule peut faire echec dans toutes les directions, sur Tune des

cases immediatement voisines, soit par le cote, soit par le coin de

celle qu il occupe. Une piece est en prise lorsqu elle est soumise

a un double echec auquel on ne peut la soustraire par un depla

cement. Quand un joueur a une piece en prise, il ne peut lade-

gager, il joue une autre piece; Tadversaire, a son tour, enleve

cette pieje de 1 echiquier et joue ce qu il veut.

Le but du jeu est de prendre ou de bloquer toutes les pieces de

Tadversaire.

LE JEU DE L KCOLE POLYTECHNIQUE.

Depuis quelques annees, les eleves de 1 Ecole Polytechnique ont

imagine un nouveau jeu de combinaison assez original. II se

joue a deux de la maniere suivante : on commence par dessiner
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surun papier quadrille un carre renfennant vingt-cinq, trente-six,

quarante-neuf cases, etc.
;
les cotes du carre sont traces a Pencre,

et les bords des petits carres interieurs restent indiques au crayon.

Cela fait, chacun des joueurs, a tour de role, trace a Tencre un

cote quelconque de Tun des carres interieurs. Lorsque Tun des

joueurs parvient par un dernier trait a limiter completement

Pun des carres, il le compte a son avoir, en le marquant au centre

d un signe convenu, par exemple. de 1 initiale de son nom. Le

joueur qui termine un carre continue a jouer, et peut en prendre

ainsi plusieurs successivement. La partie est gagnee par le joueur

qui s empare le premier de plus de la moitie des carres.

Ge jeu nous a paru assez curieux pour en donner ici la des

cription; mais, jusqu a present, nous ne connaissons pas encore

d observations ni de remarques assez importantes pour en dire

davantage.

LE DAMIER DE SEIZE CASES.

Si Ton tient compte des resultats que nous avons obtenus, soit

par observation, soit par demonstration, on doit en conclure, con-

trairement a 1 opinion d Edgar Poe, reproduite dans les Prelimi-

naires de notre premiere recreation, que les jeux de pettie, de

dames, de latroncules, d echecs, etc., ne s;raient pour des joueurs

parfaitement habiles que des jeux de hasard. Au debut de la

partie, les deux positions sont absolument egales; mais, lorsque

le premier joueur, designe par le sort, a deplace Tune de ses

pieces, il se produit immediatement une inegalite qui doit etre,

a moins de nullite de la partie, fatalea 1 un.des joueurs. II en est
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METHODE DE M. DELANNOY.

Pour demontrer que les chiens finissent toujours par acculer

le loup, nousexposeronslatactique de M. Delannoy. Elle revient

a faire voir que si les chiens occupent une iigne du damier, a un

moment quelconque de la lutte, et en particulier au debut, ils

peuvent reformer leur Iigne de defense apres cinq coups, ou apres

dix, quelles que soient d ailleurs les embuches du loup et scs

diverses attaques.

Nous supposerons d abord que les chiens sont places stir la pre

miere Iigne d exposant zero, dans le damier numerote d apres le

systeme de Vandermonde (fig.i} ,
de plus, nous admettrons que

les chiens se deplacent les premiers, en courant sur le loup. Cela

pose, celui-ci peut occuper un certain nombre de positions que

nous classerons comme il suit :

Premiere embuche. Le loup est sur une case d exposant egal

a 3, ou plus grand que 3.

Deuxieme embuche. Le loup est sur une case d exposant 2,

mais a droite de 1 axe vertical du damier, en 6 2 ou en 8 2
.

Troisieme embuche. Le loup est sur une case d exposant i,

a droite de Paxe vertical du damier, en 5
1

,
en y

1 ou en 9 .

Qiiatrieme embuche. Leloup est sur une case d exposant 2,

a gauche de 1 axe vertical du damier, en o 2
,
en 2- ou en 4

2
.

Cinquieme embuche. Le loup est sur une case d exposant /,

a gauche de 1 axe vertical du damier, en i
1 ou en 3 1

.

Nous aliens montrer successivement que dans le cas des trois

premieres embuscades, les chiens reibrment leur Iigne de defense

apres cinq coups, et que, dans les deux autres, ils peuvent la
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retablir apres dix coups, au plus. En consequence, le loup est

force, dans tous les cas, de fuir devant les chiens.

PREMIERE EMBUCHE.

Supposons, par example, que le loup soit embusque en 3 3
, On

lance un chien, a droite, de 2 en 3 1

, qui vient se placer en face

du loup dans la case de meme colonne. Si le loup s eloigne, les

chiens reform-ent facilement leur ligne de defense; si le loup vient

attaquer en 2 2
,
on fait avancer un chien de o en i

1

;
si le loup

vient en 4% on avance 4 en 5
1

; les autres chiens se deplacent sur

leur droite, et reforment en cinq coups leur front de bataille.

Lorsque le loup est embusque sur une autre case d exposant

egal a 3 ou plus grand que 3, les chiens se defendent de la meme

facon.

DEUXIEME EMBUCHE.

Le loup est sur une case d exposant 2, mais a droite de 1 axe ver

tical du damier, c est-a-dire en 6- ou en 8 2
. Supposons-le d abord

en 6 2
;
on fait avancer un chien vers la droite de 4 en 5

1
. Si le

loup recule en 5
3 ou en y

3
, on se retrouve dans le cas du premier

assaut; si le loup vient en y
1

,
on fait avancer 2 en 3 1

,
et le loup

vient en 6 2 ou en 8 2
;
alors on avance 6 en y

1

,
en reprenant la

me.ne tactique, et la ligne des chiens se trouve reformee apres

cinq coups, a moins que le loup ne se laisse acculer sur la case 9*.

Si, au debut, le loup est en 8 2
,
on avance 6 en y

1

,
et Ton termine

comme precedemment.
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METHODE DE M. DELANNOY.

Pour demontrer que les chiens finissent toujours par acculer

le loup, nousexposeronsla tactique de M. Delannoy. Elle revient

a faire voir que si les chiens occupent une iigne du damier, a un

moment quelconque de la lutte, et en particulier au debut, ils

peuvent reformer leur Iigne de defense apres cinq coups, ou apres

dix, quelles que soient d ailleurs les embuches du loup et ses

diverses attaques.

Nous supposerons d abord que les chiens sont places sur la pre

miere Iigne d exposant zero, dans le damier numerote d apres le

systeme de Vandermonde (fig.\}\ de plus, nous admettrons que

les chiens se deplacent les premiers, en courant sur le loup. Cela

pose, celui-ci peut occuper un certain nombre de positions que

nous classerons comme il suit :

Premiere embuche. Le loup est sur une case d exposant egal

a 3, ou plus grand que 3.

Deuxieme embuche. Le loup est sur une case d exposant 2,

mais a droite de 1 axe vertical du damier, en 6 2 ou en 8 2
.

TroisiSme embuche. Le loup est sur une case d exposant i
,

a droite de 1 axe vertical du damier, en 5
1

,
en y

1 ou en g
1

.

Qiiatrieme embuche. Leloup est sur une case d exposant 2,

a gauche de Faxe vertical du damier, en o 2
,
en 2~ ou en 4

2
.

Cinquieme embuche. Le loup est sur une case d exposant /,

a gauche de 1 axe vertical du damier, en i
1 ou en 3

1
.

Nous aliens montrer successivement que dans le cas des trois

premieres embuscades, les chiens reibrment leur Iigne de defense

apres cinq coups, et que, dans les deux autres, ils peuvent la
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retablir apres dix coups, au plus. En consequence, le loup est

force, dans tous les cas, de fuir devant les chiens.

PREMIERE EMBUCHE.

Supposons, par exemple, que le loup soit embusque en 3 3
, On

lance un chien, a droite, de 2 en 3 1

, qui vient se placer en face

du loup dans la case de meme colonne. Si le loup s eloigne, les

chiens reform-ent facilement leur ligne de defense; si leloup vient

attaquer en 2 2
,
on fait avancer un chien de o en i

1

;
si le loup

yient en 4% on avance 4 en 5
1

; les autres chiens se deplacent sur

leur droite, et reforment en cinq coups leur front de bataille.

Lorsque le loup est embusque sur une autre case d exposant

egal a 3 ou plus grand que 3, les chiens se defendent de la meme

facon,

DEUXIEME EMBUCHE.

Le loup est sur une case d exposant 2, mais a droite de 1 axe ver

tical du damier, c est-a-dire en 6- ou en &-. Supposons-le d abord

en 6 2
;
on fait avancer un chien vers la droite de 4 en 5

1
. Si le

loup recule en 5
3 ou en y

3
, on se retrouve dans le cas du premier

assaut; si le loup vient en y
1

,
on fait avancer 2 en 3 1

,
et le loup

vient en 6 2 ou en 8 2
;
alors on avance 6 en 7% en reprenant la

me.ne tactique, et la ligne des chiens se trouve reformee apres

cinq coups, a moins que le loup ne se laisse acculer sur la case 9 .

Si, au debut, le loup est en 8 2
,
on avance 6 en y

1

,
et 1 on termine

comme precedemment.
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TRO1SIEME EMBUCHE.

Le loup est sur une case d exposant i, a droite de 1 axe verti

cal du damier, en 5 1

,
en 7* ou en 9*. Supposons-le d abord em-

busque en 5 1
. On fait avancer 2 en 3 1

;
si le loup recule en 4*, il

est evident que les chiens reforment leur ligne de defense en cinq

coups; si le loup recule en 6~, on fait avancer 4 en 5
1

;
si le loup

recule en 5
3

,
les chiens se reforment en ligne; mais, si le loup

vient en 7*, on fait avancer o en i
1

;
le loup se trouve oblige de

reculer; alors on avance 6 en y
1

, puis 8 en 9*, a moins que le

loup n y soit place, auquel cas on Fenfermerait en avanc,ant y
1

en 8 2
.

Si, au debut, le loup se trouvait en y
1

,
on reproduirait la tac-

tique precedente, en la reportant de deux cases vers la droite.

Enfin, si le loup se trouvait en 9*, on ferait avancer 6 en 7*, et

Ton reformerait encore la ligne des chiens apres cinq coups.

QUATRIEME EMBUCHE.

Si le loup est en o 2
,
on avance oen i

1 et la ligne de defense

estrcformee apres cinq coups.

Si le loup est en 2 2
,
on avance 6 en 5

1

;
et le loup peut occu-

per quatre positions qui donnent lieu a quatre parties que nous

considererons successivement.

I. Si le loup vient en i
1

,
on avance 4 en 3 1

, puis o en i
1

;

le loup a recule de deux rangs; s il se trouve en r3

,
on avance 3

l

en 2&quot;

:

;
s il se retrouve en 3 3

,
on avance 3 1 en 4

2
, puis 2 en 3

1

et
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5
1 en 6 2

;
les chiens reforment facilement leur ligne en dix coups.

II. Si le loup vient en 3 1

,
on avance 5 1 en 4

2
, puis o en i

l

,

8 en 7
1

,
2 en 3 1

, et Ton reforme la ligne en dix coups.

III. Si le loup vient en i% on avance o en i
1

,
2 en 3 1

,
5 1

en 4
2

,
et Ton reforme la ligne de defense en dix coups.

IV. Si le loup vient en 3 3
,
on avance 5

1

en4
2

; puis o en i
1

,

si le loup s est retire en 2 2 ou en 2 4
,
et enfin 2 en 3 1

, car le loup

ne peuts y placer sans courirle risque d etre enferme par les chiens.

Mais, si Je loup s est retire en 4
2

,
on fait avancer 4 en 5 1

; et,

dans les deux cas, on reforme la ligne de defense en dix coups.

Enfin, si le loup est en 4% il suffit de reporter la tactique des

chiens que nous venons de developper de deux rangs vers la

droite.

CINQUIEME EMBUCHE.

Si le loup est en i
1
, on avance 4 en 3 1

, puis o en i
1

; apres

ces deux coups, le loup est en i
3 ou en 3 3

. S il vient en i
3
, on

avance 3 1 en 2 2
,
et Ton reforme la ligne en dix coups; s il vient

en 3 3
_,
on fait avancer 3 1 en 4

2
, puis 2 en 3 1

,
si le loup s est

embusque en 2 2 ou 2 4
,
et 6 en 5

1

,
s il est venu en 4*. On reforme

encore la ligne de defense en dix coups.

Si le loup est en 3 1

,
on avance 6 en 5

1

,
et Ton doit considerer

deux cas, suivant que le loup est venu en 4
2 ou en 2 2

.

I. Si le loup est en 4% on avance 2 en 3 1

, puis 5 1 en 4
2
si

le loup s est retire en 3 3
,
et 5 1 en 6 2

, 4
3 en 5 1

,
si le loup s est em-

busqae en 5 3
.

II. Si le loup est en 2 2
,
on pousse o en i

1

, puis 2 en 3
1

,

E. LUCAS. Recreations mathem., II. 7
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5
1 en 4

2
. si le loup est venu en i

3
;
mais on pousse o en i

1

,
5 1 en

4% si le loup est venu en 3 1 ou 3 3
. Alors, si le loup est en 2-

ou 2 4
,
on avance 2 en 3 1

;
s il se trouveen4

4
,
on avance4en 5

1

,

puis 5
1

en 6 2
si le loup est en 5

3
,
et 2 en 3

1

,
s il se trouve en 3

3

,

3 5 ou 5 5
; il est ensuite facile de reformer la ligne en dix coups.

REMARQUE I. Nous avons suppose, dans la theorie des cinq

embuches qui precedent, que les chiens sont places (p. 94), sur

la ligne d exposant zero. On opere exactement de la meme ma-

niere, lorsque les chiens sont places sur une ligne d exposant

pair, 2, 4, 6,...; il suffit, dans les tactiques que nous venons d ex-

poser, de diminuer tous les exposants de 2, 4, 6_,... unites. Par

suite, la theorie s applique toujours a un echiquier de dix cases

de largeur, et d une hauteur aussi grande que Ton veut. Lorsque

les chiens sont places sur une ligne d exposant impair, on

diminue tous les exposants, dans les diverses tactiques, de cet

exposant initial, mais en ayant le soin de numeroter toutes les

cases, a partir du premier front de bataille, de droite a gauche,

au lieu de les numeroter comme dans le cas des lignes paires de

gauche a droite.

REMARQUE II. Les memes considerations s appliquent aux

echiquiers de 211 cases de cote, pour n plus grand que 5, dans le

probleme de 2?i chiens centre un loup.

NOTE BIBLIOGRAPHIQUE.

Dans notre mission scientifique, pour la publication des

oeuvres de Fermat, nous avons rencontre a la bibliotheque de
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1 Ecole de Medecine de Montpellier, un manuscrit in-8 sur velin

quia pour titre :

LIVRE DU JEU d Eschets, Tables et des Merelies, et s appelle

ledict livre BACOT, invente par Nembrot, qui fonda la tour, de

BabyIone.

Ge manuscrit du xme
siecle, tres bien conserve, debute ainsi :

Chi commenche li livre de partures des esches et de tables et

de merelles, et se claime cis livres Bakot, et le trouva Nebrot le

ioiant, qui fist premiers en Babylone la tour qu on claime Babel,

ou li langage furerit mus par la volente nostre Seigneur, qui vit

lor outrecuidanche; et de la fut Bakot aportes a Troie la grande,

et de Troie en Gresse, apres la destruction de Troie, et de Gresse

vint en Franche, et encore y est.

Get ouvrage curieux renferme, a chaque page, des problemes

avec figures sur le jeu d Echecs et sur le jeu de Trictrac. Les

vingt-huit dernieres pages contiennent autant de problemes et

de figures sur un jeu de marelle qui ne differe pas, quant a la

forme du tableau, du Jeu national que nous avons decrit a la

page 83 du present volume.





QUATRlfeME RtCRfiATION.

LE JEU DE PARQUET.

A Monsieur Henri Delannoy, ancien eleve de VEcole

Polytechnique, sous-intendant militaire de 7re classe.

Les Mathematiques ont des inventions tres subtiles

et qui peuvent beaucoup servir, tant a contenter les

curieux qu a faciliter tous les arts et diminuer le travail

des bonuses.

(DESCARTKS. Difcours de la Methode.}





QUATRIEME RECREATION.

LE JEU DE PARQUET.

HISTORIQUE.

LES

anciens, qui possedaient a un degre superieur le sens

pratique de la vie, ne negligeaient rien de ce qui pouvait

faire de leurs enfants des hommes sagaces et ingenieux.

Dans les Lois de Platon. on peut lire un passage remarquable,

relatif a la gymnastique intellectuelle a laquelle il faut soumettre

Tintelligence des enfants. II y est dit qu il faut les exercer a une

foule de petits calculs a leur portee, comme, par exemple, de par-

tager, en un nombre plus ou moins grand de leurs camarades, un

certain nombre de pommes ou de couronnes, en sorte qu ils soient

forces, tout en s amusant, de recourir a la science des nombres,

II est evident, en effet, que les enfants dans leurs jeux developpent

la faculte de compter, de comparer, d ajouter, de diviser, et que ;

ainsi^ ils arrivent a se familiariser avec les nombres
I

1

).

( ) Ce paragraphe est emprunte a Pouvrage deja cite : LesJeux des anciens,

par M. BECQ DE FOUQUIERES.
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Parmi ces amusements meles de combinaisons, il faut ranger

assurement la construction des mosaiques, qui demande une

grande habilete, de 1 experience et une certaine connaissance des

nombres. Les anciens aimaient beaucoup la variete, et, si dans

leurs maisons ils n avaient pas tous des mosaiques composees et

finies comme de veritables peintures, ils voulaient au moins que

le mosaiste fut assez habile pour varier a 1 infini les dessins du

parquet. Ceux-ci etaient d une diversite dont on peut a peine se

faire une idee et ne demandaient pourtant que 1 emploi d un

nombre relativement petit de carreaux mi-partie de noir et de

blanc. Chaque carreau divise par une diagonale en deux parties,

Tune blanche, Fautre noire, pouvait se placer dans quatre posi

tions differentes. On prenait, par exemple, 196 de ces carreaux,

et alors le nombre de combinaisons que pouvait offrir chaque

maniere de les placer et de les grouper devenait presque infini.

Parmi les mosaiques qui nous ont ete conservees, beaucoup sont

composees d apres ce systeme. Nul doute que les enfants ne s a-

musassent et ne s exercassent a ces mille combinaisons, au moyen
de jetons semblables a ces carreaux.

LE JEU DE PARQUET.

Les Memoires de VA cademie royale des Sciences de Paris pour

Tannee 1704 contiennent un Memoire sur les combinaisons par

le R. P. Sebastien Truchet; il commence ainsi : Dans le der

nier voyage que j
ai fait au canal d Orleans, par ordre de Son

Altesse Royale, je trouvai dans un chateau nomme la Motte
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Saint-Lye, a quatre lieues en deca d Orleans, plusieurs carreaux

defayence carres et mi-partie de deux couleurs par une ligne dia-

gonale, qui etaient destines a carreler une chapelle et plusieurs

autres appartements. Pour pouvoir former des dessins et des

figures agreables par 1 arrangement de ces carreaux, j
examinai

d abord en combien de manieres deux de ces carreaux peuvent

se joindre ensemble, en les disposant toujours en echiquier.

Et plus loin : Nous avons consulte leslivres de I architecture

civile, et ceux qui traitent des combinaisons, pour nous assurer

si quelqu un avait deja fait les memes remarques que nous; mais

nous n y avons rien trouve qui en approchat.

Nous devons faire observer que Ton a retrouve, dans les fouilles

d Herculanum et de Pompe i, un grand nombre de mosaiques

composees de la meme maniere
;
nous en indiquerons quelques-

unesdans la suite, au moyen d une notation tres simple. De plus,

nous avons rencontre, en visitant le Baptistere de Florence et

quelques autres monuments de 1 Italie, des carrelages du meme

genre.

DENOMBREMENT DES MOSA1QUES.

Si Ton divise un carre par une diagonale en deux parties, 1 une

blanche et 1 autre noire, le carre obtenu peut prendre quatre

positions qui ne different que par Indentation
,

et qui sont

representees dans la^. 27; elles sont numerotees comme les

quadrants, suivant 1 ordre ordinaire.

Ces quatre carres, pris deux a deux et juxtaposes sur une

meme ligne, peuvent prendre seiqs dispositions differentes, qui
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represented les arrangements complets de quatre objets pris deux

Fig. 27.

B H
a deux; ces dispositions sont notees numenquement dans le

tableau suivant :

ii, 12. i3, 14,

21, 22. 23, 24,

3i, 32, 33, 34 ,

41, 42, 43, 44.

Mais si Ton ne considere pas comme distinctes deux disposi

tions qui ne different que par 1 ordre des deux carres, et, par

exemple, les dispositions 23 et 32, on n obtient que dix figures;

c est le nombre des des du domino, depuis le double-as jusqu au

double-quatre ;
en d autres termes, c est le nombre des combi-

naisons completes de quatre objets pris deux a deux.

On peut se proposer de determiner le nombre des dispositions

que Ton peut former avec un carre fait de quatre carreaux jux

taposes. Pour les obtenir, il suffit d ecrire, au-dessous d une dispo

sition quelconque de deux carreaux, Tune quelconque des seize

dispositions; ainsi, par exemple (fig. 28).

Par suite, le nombre des carres differents formes par quatre

carreaux est egal a seize fois seize ou deux cent cinquante-six.
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G est precisement le nombre des arrangements complets de quatre

Fig. 28.

objets pris quatre & quatre ou 4*. Ge resultat a ete indique dans

le memoire du P. Douat
J

1

).

Ces nouveaux carres pris deux a deux et juxtaposes sur une

meme ligne peuvent prendre 256 x 256,c est-a-dire 65 536 dispo

sitions diffe rentes; puis, si Ton place au-dessous de Tune quel-

conque des dispositions obtenues 1 unequelconque de ces dispo

sitions, on forme un carre de seize carreaux
;
le nombre de ces

carres est egal a 65 536 x 65536,c est-a-dire a

4294967296.

De meme le nombre des dispositions distinctesrenfermees dans

un carre forme par soixante-quatre carreaux est egal a 2m ou le

18446744073709 55 1 616 (-).

( )
Observations du P. D. Douat, religieux carme de la province de Tou

louse, sur un memoire insere dans YHistoirede TAcademic royale des Scien
ces de Paris, annde 1704, par le P. S. Truchet, religieux du meme ordre.

Paris, 1722, in-4.

(*) Voir la Note II a la fin du volume.
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DES DISPOSITIONS OPPOSEES.

Mais, parmi toutes ces dispositions, on doit laisser de cote toutes

celles qui ne donnent pas de dessins d apparence reguliere. Pour

obtenir des dessins que Ton peut reproduire dans la parqueterie,

on peut proceder d abord par juxtaposition. Pour cela, on com

mence par remplir completement de carreaux la superficie d un

rectangle ou d un carre; puis on execute le carrelage en repro-

duisant, les uns a cote des autres, des rectangles egaux au premier,

et contenant les carreaux dans le meme ordre. Pour designer ce

carrelage, il suffira de connaitre la notation numerique du rec

tangle elementaire.

On appelle dispositions opposees ou complementair es deux

dispositions qui se transforment 1 une dans 1 autre en remplacant

le blanc par le noir, et le noir par le blanc; ainsi i et 3 sont

des dispositions complementaires; il en est de meme de 2 et 4;

par suite, deux dispositions sont complementaires lorsque leurs

notations ne different que par 1 echange des chiffres i avec 3, 2

avec 4. En designant 1 ensemble de la notation de 1 une d elles

par le signe -{-, 1 autre sera designe par le signe .

Cela pose, au lieu d assembler des carres ou des rectangles ele-

mentaires par simple juxtaposition, on peut les assembler par

opposition des lignes ou des colonnes. En prenant un dessin

quelconque -+-, on peut en doubler les dimensions, d apres les

trois modes principaux (fig. 29).

Les deux premiers conduisent a des effets d opposition par

lignes ou par colonnes; le troisieme est une opposition en

echiquier.
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Si Ton applique les divers precedes de juxtaposition dont nous

Fig. 29.

venons de parler aux carres elementaires de \&fig. 28, on repro-

duit ainsi tous les dessins contenus dans le memoire de Truchet,

a Fexception de quelques-uns que Ton trouvera dans les deux

paragraphes suivants.

DES EFFETS DE DIAGONALE ET DE SYMETRIE.

Pour obtenir des dessins presentant des lignes diagonales, on

peutoperer comme il suit : Onecrit sur une premiere ligne, dans

un ordre quelconque, les chiffres i, 2, 3, 4; puis on fait une

permutation circulaire, de telle sorte que ces chiffres se trouvent

alignes en diagonale; nous en donnons un exemple, emprunte
au memoire de Truchet :

Fig. 3o.

Parquet en diagonale.
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Lorsque Ton voudra construire un album de parquetage, il suf-

fira de conserver la notation de la disposition qui produit un bel

effet
;
dans la collection des diagonales, on n aura qu a inscrire

evidemment la premiere ligne de la notation.

On sait que deux figures planes sont dites symetriques par

rapport a une ligne droite, lorsqu en repliant le plan qui lescon-

tient le long de cette droite, les deux figures viennent comcider

exactement. Nous considererons plus particulierement la syme-

trie parlignes oupar colonnes. Pour obtenir la disposition syme-

trique par lignes, d une ou plusieurs lignes de carreaux, on ecrit

d abord au crayon la suite des numeros des carreaux dans 1 ordre

inverse, puis on echange entre eux les numeros i et 2, et les

numeros 3 et 4. Ainsi, par exemple, pour obtenir la symetrie

par lignes de la figure

2481 1842
4 3 i 2 2 i 3 4on ecnra d abord
3 i 2 4 4 2 i 3

1234 4321

puis, apres avoir echange, dans ce dernier tableau, i avec 2, et 3

avec 4, on aura la disposition symetrique par lignes

4 3 i 2

3 i 2 4

1234

2431
1243
3 i 2 4

3412

Pour obtenir la disposition symetrique par colonnes, d une ou

de plusieurs colonnes de carreaux, on opere dans le sens des
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colonnes, comme nous venons de le faire dans le sens des lignes,

puis on echange les numeros i avec 4 et 2 avec 3.

DISPOSITIONS REGULIERES.

Si Ton applique ce precede a la disposition precedente, on

obtient un dessin qui possede deux axes et un centre de symetrie:

c est ce que nous appellerons une disposition reguliere. On a.

par exemple, la disposition reguliere (fig. 3 1 ).

Fig. 3 1.

Lorsque Ton voudra construire un album de dispositions

regulieres, il suffira de conserver les parquets qui presentent les

meilleures combinaisons, en n ecrivant que le premier quart de la

disposition.
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Au moyen de cette notation, les planches du memoire de Tru

chet se resument dans les dispositions regulieres suivantes :

Fig. 32.

Parquets symetriques de 36 cases.

Fig. 33.

Parquets symetriques de 64 cases.

Fig. 34.

42242
22424
24242
42422
24224

4 i 3 i 3

34242
12424
34241
12434

Parquets symetriques de 100 cases.

On assemble ensuite les dessins soit par simple juxtaposition,

soit par opposition, soit en echiquier. Le lecteur qui s exercera

dans 1 assemblage de ces carreaux, en bois ou en carton decoupe,
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sera frapps de la variete indefinie et de la symetrie des dessins que

Ton peut obtenir pour la construction des mosaiques.

PARQUETS ANALLAGMATIQUES.

Au lieu d assembler des carreaux mi-partis de deux couleurs

par une ligne diagonale, on peut aussi assembler des carreaux de

deux ou de plusieurs couleurs; on obtient ainsi des re sultats bien

differents de ceux que nous venons de trouver. Mais nous ratta-

cherons la theorie generale des dessins reguliers que Ton peut

obtenir par ces assemblages a la geometric du tissage ;
nous ne

nous occuperons ici que d un genre tres curieux de parquetage

auquel M. Sylvester adonne le nom de carres anallagmatiques.

Fig. 35.

Parquet anallagmatique de 16 cases.

L echiquier anallagmatique est un carre forme de cases noires

et blanches, en nombre egal ou inegal, de telle sorte que, pour

deux lignes ou deuxcolonnes quelconques, le nombre des varia

tions de couleurs, d une colonne a 1 autre, soit toujours egal

au nombre des permanences. La fig. 35 est un echiquier anal

lagmatique de seize cases.

E. LUCAS. Recreations mathem. * II. 8
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11 existe un pavage anallagmatique de ce genre, en marbre

blanc et rose, dans Tune des cours d un etablissement public de

Londres.

Si Ton remplace les cases noires par les cases blanches, et inver-

sement, on obtient Techiquier anallagmatique oppose ou com-

plementaire.

Fig. 36.

Carre A. Carre B.

Voici un procede pour construire les carres anallagmatiques

de 2 n cases de cote (*). On a les deux echiquiers complementaires

de deux cases de cole (fig. 36
)

:

Fig. 3 7 -

Carre A Carre B .

Avec ces deux echiquiers A et B, on formera de meme les echi

quiers suivants, complementeres, de quatre cases de cote (fig. 87),

( ) LAISANT. Notice historique sur les travaux des sections de Mathc-

matiques. (Association franfaise pour I avancement des Sciences. Compte
rendude Id 8 session. Montpellier, 1879.)
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c est-a-dire (fig. 38) :

Fig. 38.

Puis si, dans la Jig. 3/, on remplace A et B par A et B
,
on

obtient des carres anallagmatiques complementaires de huit cases

de cote; et ainsi de suite. II en sera toujours ainsi, lorsque Ton

remplacera dans cette figure les carres A et B par deux carres

anallagmatiques complementaires quelconques. D ailleurs, il est

evident que d un echiquier on peutendeduire un grand nombre

d autres : i par une permutation quelconque des lignes ou des

colonnes; 2 par le changementde la couleur de toutes les cases

d une ligne ou d une colonne quelconque.

FORMULKS D ARITHMETIQUE.

Nous avons montre, au Congres du Havre., Fanalogie qui existe

entre Techiquier anallagmatique de M. Sylvester et les formules

qui donnent la decomposition du produit de sommes de deux,

quatre, huit carres en une somme de deux, quatre, huit carres.

On sait que cette formule a ete donnee par Leonard de Pise pour
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deux carres, par Euler pour quatre carres, par Prouhet et

M. Cayley pour huit carres.

Par exemple, en remplasant les cases blanches de la Jig. 35 par

le signe 4- et les cases noires par le signe ,
on forme le tableau

I

-1- -4- -h

+ -f- H-

___
j

que Ton retrouve dans le produit de

a- -+- b~ 4- c2 4- d- par p- 4- q- 4- r* 4- s-,

mis sous la torme suivante, d unesomme de quatre carres;

[ 4- ap bq cr ds ]
2
,

[ 4- as br -H cq -t- dp]-,

[ 4- aq -f- bp cs 4-
&amp;lt;^r]

2
,

[ ar bs cp 4- d#]
2

.

MOSA1QUES DE M. LAISANT.

On peut obtenir d autres parquets reguliers composes dc

carres blancs et noirs, et plus generalement de carres de plu-

sieurs couleurs, par divers autrcs precedes. Nous indiquerons, en

particulier, des dessins obtenus parM. Laisant, et qu il a deduits

de considerations sur 1 Algebre et sur la theorie des Quater

nions
I

1

). Designons par A un echiquier quelconque forme de

( )
LAISANT. Sur les developpements de certains produits algebriqites.

(Association irancaise pour Tavancement des Sciences. Congres d Alger; 1881).

L idee de cette etude tire son origine du probleme suivant, propose par
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cases noires et blanches, par B 1 echiquier complementaire

obtenu en echangeant les couleurs des cases. Avec ces deux echi-

quiers A et B, on formera deux echiquiers complementaires quatre

fois plus grands (fig. 39).

Puis, si Ton remplace A et B par A et B dans la fig. 89, on

Fig. 3q.

B

Carre A . Carre B .

obtient des mosaiques complementaires quatre fois plus grandes,

et amsi de suite. Si Ton suppose d abord que A et B representent

respectivement un seul carre blanc et un seul carre noir, on for-

Fig. 40.

M. Catalan aux lecteurs dela Nouvelle Correspondance mathematique (T. VI,

p. 141) : Dans le developpementdu produit

effectue dans Tordre ordinaire, savoir :

i a b -+- ab c -+- ac -+ be abc d -f-

quel est le signe d un terme de rang donncr
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mera ainsi les mosaiques de 4, 16, 64 cases (fig. 40), ainsi que

leurs complementaires.

On observe que chacun des echiquiers de la fig. 40 possede la

propriete d une table de Pythagore, c est-a-dire que, pour avoir

la couleur d une case quelconque, ii suffira de regarder la pre

miere case de sa colonne, et la premiere case de sa ligne. Si elles

sont de meme couleur, la case consideree sera blanche; si elles

sont de couleurs contraires, elle sera noire. Ce serait Tinverse

pour les echiquiers complementaires. De plus, entre deux colonnes

ou deux lignes quelconques de 1 echiquier, les cases correspon-

dantes sont toutes de meme couleur, ou toutes de couleurs con

traires.

Pour former des dessins reguliers de mosaiques a trcis cou

leurs, designons par A un echiquier quelconque tricolore, par B

1 echiquier obtenu en remplacant dans Ala premiere couleur par

la seconde, la seconde par la troisieme, et la troisieme par la

Fig. 41.

Carre A . Carre B . Carre C .

premiere; par G 1 echiquier deduit de B, comme B a etc deduit

de A. Nous dirons que les trois echiquiers sont associes; avec

ces trois echiquiers A, B et G, nous formerons trcis echiquiers

associes neuf fois plus grands (fig. 41 )
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Fuis si, dans la fig. 41, on remplace A, B et G par les echi-

quiers associes A
,
B et G , on obtient des mosaiques tricolores

neuf fois plus grandes^ et ainsi de suite. Si Ton suppose d abord

que A, B et G representent respectivement un seul carre blanc,

gris ou noir, on formera ainsi les mosaiques de 9, 81,... cases

(fig. 42), ainsi que les mosaiques associees qui se deduisent de

Fig. 42.

Tune d elles par permutation circulaire des lignes, des colonnes

ou des couleurs.

Les deux figures coloriees de la planche ci-contre sont obtenues

par des procedes analogues.
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LES JEUX DE CASSE-TETE

A Monsieur Luigi Cremona, senateur d?Italic, directeur

du College royal des Ingenieurs, a San Pietro-in- Vincoli.

Qua! e il geometra, che tutto s affige

Per misurar lo cerchio, e non ritruova,

Pensando, quel principio ond egli indige
Tale era io a quella vista nuova,
Veder voleva come si convenne

L imago al cerchio, e come vi s indova

( DANTE. Paradise, XXXIII.)
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LES JEUX DE CASSE-TETE,

HISTORIQUE.

LE
jeu dcs figures d ivoire, base sur un principe analogue a

celui du jeude parquet, et que les enfants connaissent sous

le nom de casse-tete chinois, nous a ete decrit par Ausone,

dans une lettre qu il adresse a Paulus. G est en voulant lui donner

une explication du centon, qu il entre dans quelques details sur

ce jeu. Le centon, dit-il, ressemble a ce que les Grecs appellent

oGTojAor/ia ou le jeu des figures d ivoire. Ce sont quatorze petits

morceaux d ivoire affectant diverses formes geometriques. Les uns

sont des triangles isosceles, les autres sont des triangles equilate-

raux; d autres presentent la forme de triangles scalenes ou bien

rectangles. Or, de 1 assemblage de ces figures resultent mille

formes diverses. Tantot c est un elephant, tantot un sanglier,

une oie qui vole, un mirmillon arme, un chasseur a Taffut, un

chien qui aboie. C est encore une tourterelle, un canthare, et un

nombre infini d autres choses, selon la science plus ou moins
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grande du joueur. La meilleure explication que nous pourrions

donner ne vaudrait pas celle que Ton peut se donner soi-meme

en s arretant quelques instants devant la vitrine d un marchand

de jouets.

C est au moyen d un jeu a peu pres semblable que les anciens

apprenaient a lire a leurs enfants. On letir enseignait Palphabet,

comme le dit Quintilien, au moyen de lettres figurees en ivoire;

et il n est pas sans interet de rappeler que c est avec des lettres

d ivoire que saint Jerome apprenait a lire a sa fille
;
c etait, comme

il le dit, un jeu et en meme temps une etude. Tantot il placait

les lettres dans leur ordre, tantot il renversait ou bouleversait eel

ordre. On use encore aujourd hui du procede de saint Jerome

dont les Grecs se servaient bien des siecles avant lui. (Les Jeux

des Anciens, p. 72) .

Nous reunissons, dans cette recreation, quelques problemes

dont le principe repose sur la transformation des figures geome-

triques par le deplacement de leurs diverses parties; on sait que

c est par ce principe que 1 on demontre les premiers elements

de Geometric concernant Tegalite ou Pequivalence, et aussi, en

particulier, la theorie de 1 egalite des triangles, les theoremes sur

les perpendiculaires et sur les paralleles. Nous y avons ajoute

quelques divertissements geometriques ou numeriques dont la

solution exige un petit effort d esprit, mais dont les demonstra

tions ne presentent aucune difficulte.
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LES TROTS CARRES.

Decouper la figureformee par trois carres egaux etjuxta

poses en quatre parties superposables.

Fig. 43. Fig. 44. Fig. 4 5.

La feuille de papier ou de carton que 1 on doit decouper est

represented dans la fig. 48 ;
la maniere de faire ce decoupage est

indiquee dans \&fig. 44; enfin la fig. 45 montre que Ton peut

former avec les quatre n?orceaux un carre, avec un plus petit

carre vide a 1 interieur; ce qui fait une autre devinette. On peut

aussi former un rectangle.

LES CINQ CARRESo

Avec quince petites baguettes egales, des allumettes, par

exemple, informer la figure de cinq carres egaux et juxta

poses; 2 enlever trois baguettes de telle sorte qiiil ne reste

plus que trois carres.
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La solution des deux problemes se trouve suffisamment expii-

quee dans \zsfig. 46 et 47.

Fig. 46. Fig 47-

Ne rangeons pas nos petites buchettes sans donner une plai-

sante lecon de calcul et de lecture aux petits enfants; nous leur

ferons voir que six et trois font HUIT. On dispose six baguettes a

egale distance

et Ton en ajoute trois autres transversalement, ce qui fait bien

HUIT.

LES NEUF CARRES.

Avec vingt-quatre petites baguettes egales, informer lafigure

de neuf carres egaux et juxtaposes; 2 enlever huit baguettes

de telle sorte qidl ne reste plus que deux carres.
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A.vec les vingt-quatre buchettes on forme d abord Idfig. 48 ;

Fig. 48-

cela fait, on peut enlever huit buchettes de deux manieres diffe-

rentes (fig. 49 et 5o), de telle sorte qu il reste deux carres.

Fig. 40. Fig. 5o.

On peut encore se proposer d enlever neuf buchettes de la

fig. 48, de maniere a n avoir plus que cinq carres
;
on retrouve

alors la
^/zg*. 46.

LES TRENTE-SIX CARRES.

Une feuille de carton a la forme d un rectangle dont les

cotes ont quatre et neuf unites de longueur; on demande de

decouper cette feuille en deux morceaux egaux pouvant etre

reunis de maniere a former un carre.
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La solution de ce probleme est suffisamment expliquee par les

fig. 5 1 et 52.

Fig. 52.

Fig. 5i.
&quot;~

Ne rions pas trop de ce petit probleme; il nous montregeome-

triquement que quatre fois neuffont six fois six ; nous don-

nerons plus loin, dans le Paradoxegeometrique, la demonstration

de huitfois huitfont cinq fois trei^e, c est-a-dire que soixante-

quatre egale soixante-cinq.

LES VINGT TRIANGLES.

Deconper nne feuille de carton ayant la forme d un carre

en vingt triangles egaux.

On joint ies milieux des cotes du carre, a Tun des sommets

opposes (Jig 53); puis, Ton mene des paralleles aux lignes de

jonction. On decompose ainsile carre en vingt triangles rectangles

egaux; Tun des cotes de Tangle droit est double de Fautre.

On peut se proposer le probleme d une autre maniere, en di-

sant : Avec vingt triangles rectangles egaux dans lesqueJs 1 un
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des cotes de Tangle droit est double de Tautre, former: i un

carre; 2 cinq carres egaux. On peut reunir ces cinq carres sous

Fig. 54.

Fig. 53.

la forme d une croix, ainsi que nous 1 avons represente dans la

fig- 54-

Si les deux faces des vingt triangles sont recouvertes de couleurs,

on peut obtenir en grand nombre des dessins varies.

LA. CHAISE DE LA MARIEE.

Parmi la multitude des demonstrations que Ton a donnees du

carre de 1 hypotenuse, nous croyons devoir reproduire la suivante

qui appartient au genre casse-tete.

Nous construisons deux carres egaux dont chacun des cotes est

cgal a la somme des deux cotes de Tangle droit d un triangle rec

tangle quelconque, et nous formons \esfig. 55 et 56. Si de cha-

E. LUCAS. Recreations mathem., II. 9
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cun de ces carres egaux, on retranche quatre triangles egaux au

triangle rectangle donne, il reste. d une part (fig. 56), le carre

Fig. 55. Fig. 56.

construit sur 1 hypotenuse, et d autre part (fig. 55), les deux

carres construits sur les autres cotes.

La demonstration que nous venons de donner du theoreme de

Pythagore sur le carre de 1 hypotenuse ne differe pas essentielle-

ment de la demonstration hindoue, connue sous le nom de la

Chaise de la petite mariee, que 1 on rencontre dans 1 ouvrage dc

Bhascara (Bija-Ganita, 146). Apres avoir trace la figure qui

n est qu une combinaison des deux precedentes, Fauteur hindou

se contente de dire : Voye\. Le Numerode Janvier 1882 de The

mathematical Magazine contient une variante de cette demons

tration, attribuee a Garfield, 1 infortune president des Etats-Unis,

assassine 1 annee precedente.

LE FOSSE DU CHAMP CARRE.

Un champ carre est entoure (Tun fosse dont la largeur est

partout la meme; on demande d etablir un pont avec deux ma-
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driers dont la longueur est precisement egale a la largeur du

fosse.

Fig. 57 .

La Jig. 5y represente un coin du champ, avec la disposition

des deux madriers. Quant a la demonstration mathematique,
elle resulte de 1 inegalite suivante, que le double de la diagonale

d un carre est plus petit que le triple du cote. Cette devinette

peut trouver son utilite en temps de guerre; nous avons deja

donne un autre exemple, dans notre premier volume, pour la tra-

versee d un regiment; nous donnerons encore les deux exemples
suivants qui nous ont ete communiques par M. A. Cuny, inspec-

teur principal de 1 exploitation des chemins de fer de 1 Etat, a

Nantes.

MANCEUVRES DE GARE.

PROBLEME I. Garage d un train B dtaws une station ne com-

portant, independamment de la voie principale, qiCune voie en
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cul-de-sac insuffisante pour contenir entierement le train B, que
doit cependant depasser le train A marchant dans le meme sens

mais avec une vitesse plus grande que celle du train B (fig. 58).

Fig. 58.

Voie- &amp;lt;

On execute successivement les trois mouvements suivants :

Fig. 5g.

B

^\.t A B
r

i Garer sur le cul-de-sac une partie seulement du train B;

1 autre partie restant en B
,
le train A pourra par suite se placer

entre 1 aiguille et la partie du train B (fig. 5 9).

Fig. 60.

B

B-A ^Xj

2 Le train A prend ensuite la partie du train B garee sur le

cul-de-sac pour la placer sur la voie principale; la partie du

train B comprenant la machine pourra par suite prendre la

place de B sur le cul-de-sac devenu libre (fig. 60).

Fig. 61.

3 Le deuxieme mouvement termine, rien ne s oppose plus a

Texpedition du train A et a la formation du train B, en joignant

B aB (fig. 61).
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REMARQUE. Les divers mouvements indiques ci-dessus exi-

geant une perte de temps relativement longue, il est plus pratique

d expedier le premier train B a la station voisine munie des

voies necessaires pour le garer entierement, et de retenir le trainA
pendant quelques minutes arm de maintenir un intervalle suffi-

santpour eviter une collision; mais cette remarque ne s applique

pas au second probleme.

PROBLEME II. Croisement de deux trains, marchant en sens

contraires, dans une station ne comportant qu une voie d evite

ment trop courte pour contenir les trains consideres (fig. 62).

Fig. 62.

3 *Q T7bi& d/ c&iforTtcrif)

_A, ?! /
On resout ce probleme par trois mouvements successifs :

Fig. 63.

A;

A B \^^^ ^^&quot;Xj

i Garer une premiere partie du train A remorquee par la

machine sur la voie d evitement, le train B pourra par suite

franchir la station de facon a degager Taiguille de sortie, et per-

mettre a la partie A de degager la voie d evitement (fig. 63).

Fig. 64.

^\
A

2 Ramener la partie A en retoulant B sur la voie principale,

cette partie A sera abandonnee jusqu a ce que le train B, conti

nuant son mouvement de recul, puisse s engager sur la voie
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d evitement par Paiguille de sortie et que, reprenant sa marche

en avant, il franchisse de nouveau la station en sortant par

1 aiguille d entree (fig. 64).

Fig. 65.

A

3 Des le depart du train B, reformer le train A en joignant les

deux parties A et A (fig. 65).

LA CROIX DE PERLES.

Une vieille marquise donne line croixdeperles a sonjoaillicr

pour la reparer; elle lui fait remarquer qrfelle connait le

Fig. 66. Fig. 67.

nombre des perles* car, en les comptant a partir de I une dcs

trois extremites superieuresjusqrfau bas de la croix, elle en

trouve toujours neuf: leJoaillier retire deux perles et rend la
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croix a la marquise qui trouve son compte. On demande ce que

Jit le joaillier?

On voit facilement, par les fig. 66 et 67, que le joaillier a

pris une perle a chacun des bras de la croix et a ensuite releve

ceux-ci d un rang. Le joaillier aurait pu tout aussi bien baisser

d un rang les deux bras de la croix, en ajoutant une perle a cha

cun d eux.

II faut convenir que la vieille marquise etait bien naive, ainsi

que 1 abbesse du couvent dont il est parle dans le probleme sui-

vant, du meme genre. Aussi ne doit-on considerer ces enonces

que comme des exemples, les plus simples, de la resolution d unc

equation du premier degrea deux inconnues, en nombres entiers

et positifs.

LES RELIGIEUSES.

s religieuses sont retirees en huit cellules tellement dis-

posees, qrfily en a quatre dans les quatre coins du dortoir bdti

en carre, et chacune des quatre autres est au milieu de chaquc

cote. L abbesse, quon suppose aveugle3 fait sa visite. Elle

compte le nombre des religieuses qui sont dans les trois cellules

dun rang-, elle trouve que le nombre des religieuses dun rang
est partout egal a neuf, en prenant pour un rang deux cellules

des coins et celle du milieu. Cette abbessefait une seconde visite,

et compte dans chaque rang le meme nombre de personnes que

dans la premiere visite, quoiqu il y soit entre quatre nonnes.

Enfin, dans la troisieme visite^ elle trouve encore neufpersonnel
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dans chaque rang,bien que les nonnes soient sorties avec quatrc

religieuses.

Supposons d abord qu il y ait trois religieuses dans chaque

cellule (fig. 68); 1 abbesse en compte neuf a chaque rangee,

Fig. 68. Fig. 69.

dans sa premiere visite, et le nombre des religieuses est vingt-

quatre. Ensuite, si une religieuse sort de chaque cellule du coin

pour entrer avec une nonne dans la cellule du milieu, en tour-

nant dans le meme sens (fig. 69), 1 abbesse trouve encore neuf

personnes dans chaque rangee a la deuxieme visite, bien qu il y

ait maintenant vingt-huit personnes.

Enfin, si chacune des nonnes quitte le dortoir avec une reli-

Fig. 70. Fig. 71.

4

gieuse et si les religieuses qui s etaient deplacees retournent dans

leur cellule avec une autre religieuse (fig. 70), 1 abbesse comptera

neuf personnes dans chaque rangee, bien qu il ne reste plus au

dortoir que vingt religieuses.
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On peut executer aisement ce probleme avec des jetons noirs

pour les religieuses et blancs pour les nonnettes. On peut faire

une nouvelle modification en supposant que chacune des reli

gieuses qui est sortie avec une nonne en a ramene deux
,

le

nombre des personnes devient trente-deux (Jig. 71 ].

LE BON BOURGEOIS.

Nous donnerons encore 1 enonce suivant, que nous emprun-

tons a la 4* edition des Problemes plaisants et delectablcs

(p. 189) ;
ce probleme ne differe du precedent que par le nombre

des jetons ;
mais les nonnettes sont remplacees par des bouteilles.

Un bon bourgeois fit faire dans sa cave un easier de neuf

cases disposees en carre; la case du milieu etait destinee c.

recevoir les bouteilles vides provenant de la consommation de

soixante bouteilles pleines, quil disposa dans les huit autres

cases en mettant six bouteilles dans chaque case des angles et

neuf dans chacune des autres cases. Son domestique enleva

d abord quatre bouteilles qu il vendit
,
et disposa les bouteilles

restantes de maniere qu il y en eut toujours vingt et une

sur chaque cote du carre. Le maitre, trompe par cette dispo

sition , pensa que son domestique riavail fait qu une transpo

sition de bouteillesy
et qu il y en avail toujours le meme

nombre. Le domestique profita de la simplie ite de son maitre

pour enlever de nouveau quatre bouteilles, et ainsi de suite

jusqu a ce qu il ne flit plus possible d?en enlever quatre sans

que le nombre vingt et un cessdt de se trouver sur chaque cote
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du carre. On demande comment il sy prit a chaque fois et de

combien de bouteilles il fit tort a son maitre ?

En designant par x le nombre des bouteilles de chaque coin

et par y le nombre des bouteilles de chaque milieu, on doit

avoir

2X -t-jr 21,

et le nombre des bouteilles dans la cave est dgal a 42 --
2y.

En supposant successivement pourj^, qui doit etre impair et

au plus egal a 21, les valeurs i, 3, 5, 7. .... on peut obtenir les

dispositions suivantes :

En commen&amp;lt;;ant a la septieme disposition, le valet a fait tort a

son maitre de 16 bouteilles.
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LES HIJIT JETONS.

Huit jetons sont disposes en ligne droite a la suite les uns

des autres; on demande comment il fautdeplacer quatrc de ces

jetons en lesfaisant sauter par-dessus deux autres pour les poser

sur un troisieme, de telle sorte quit reste quatre piles de deux

jetons.

Supposons d abord les pions dans la position de \&fig- 72; on

OOOdOGOO
place le cinquieme pion, en comptant de gauche a droite, sur le

second, puis le troisieme sur le septieme fig. 73).

OQ 6&quot; O0O
II reste alors a poser les pions, qui se trouvaient d abord Is

quatrieme et le sixieme, sur le premier et sur le dernier.

On peut varier ce problcme en augmentant le nombre des

jetons d un nombre pair quelconque. En effet, si Ton pose

d abord le quatrieme jeton de la serie sur le premier, on peut

supposerque Ton a diminue de deux unites le nombre des pions;

on repetera la manoeuvre jusqu a ce que le nombre des pions

se trouve abaisse a huit. II faut avoir soin de ne pas continuer

la meme manoeuvre pour huit pions, car on se trouverait amend

a six jetons, et, dans ce cas, le probleme est impossible.

Au lieu de sauter sur deux ietons. on peut sauter sur trois, en
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prenant d abord une ligne de douze pions qu il faut transformer

en quatre piles contenant chacune trois pions. On commence

d abord par former deux piles sur le deuxieme jeton a droite et

sur le deuxieme a gauche. Puis on forme les piles extremes en

faisant passer successivement les autres pions par-dessus chacune

des deux piles formees.

Voici les dispositions successives pour douze jetons; les chiffres

i, 2, 3, o, indiquent le nombre des jetons surchaque case :

Si la ligne initiale contient 1 5
,

1 8, 2 1
, jetons, on commence

par diminuer successivement de trois en tormant une pile a 1 une

des extremites, jusqu a ce que la ligne ne renferme plus que

douze jetons.

D ailleurs cette methode est generate, et permet de resoudre

ce probleme : Etant donnes mp jetons en ligne droite. m netant

pas plus petit que 4, former m piles de p jetons en passant

par-dessus p jetons. Gette generalisation a etc indiquee par

M. Delannoy.
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LE JEU DES GRENOUILLES.

On place sur les cases dune bande formee d un nombrc

impair de carres un nombre egal de pions blancs et noirs,

separes par une case vide; tous les pions blancs se trouvant d

gauche, et les pions noirs d droite. II s agit defaire passer les

pions blancs d la place des pions noirs, en projitant de la case

vide.

On adopte les regies suivantes : Les pions peuventavancerd une

case, en allant toujours de gauche a droite, pour les pions blancs ;

et en sens inverse, pour les pions noirs. Un pion pent franchir

un pion d une autre couleur, dans le sens de son mouvement

exigd, pour venir se placer sur la case vide immediatemem

voisine.

Si Ton suppose d abord deux pions blancs O, O, et deux pions

noirs , , separes par une case vide que nous designerons tou

jours par un point, on operera d apres le tableau suivant; la

1 O O -

2 O - O I

3 O O - 2

4 O O - i

5 O - O 2

6 . O O 2

7 . O O i

8 0-0 2

9 - O O i

colonne numerique a gauche indique la suite des coups, la

colonne numerique a droite distingue, par les chiffres i et 2, le
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pas ou avance d une seule case, du saut ou avance de deux

cases.

Le probleme se trouve ainsi resolu en 9 positions; et Ton

observe que la colonne de droite est symetrique, c est-a-dire

qu elle donne les memes chiffres en la lisant de bas en haut ou

de haut en bas
;
de plus, le rectangle qui indique les diverses

positions est symetrique par rapport au centre.

Si Ton suppose trois pions blancs et trois pions noirs, on echange

les deux systemes, d apres les regies indiquees, conformement au

tableau suivant sur lequel on peut encore faire les remarques qui

precedent.

1 O O O -

2 O O . O i

3 O O O - 2

4 O O O i

5 O O . O 2

6 O . O O 2

7 . O O O i

8 O . O O 2

9 O O - O 2

10 O O O . 2

11 O O . O i

12 O . O O 2

13 . O O O 2

14 . O O O i

15 O . O O 2

16 . O O O i

Le nombre des positions est egal a 16, le nombre des pas a 6 et

le nombre des sauts a 9. Pour le cas de quatre pions blancs et de
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quatre pions noirs, nous donnerons seulement la moitie du

tableau des positions, 1 autre moitie s en deduit par symetrie.

1 OOOO.****
2 OOO-O**** i

3 OOO*O.*** 2

4 OOO*O*.** i

5 OOO*.*O** 2

6 OO.OO0 2

7 O.O0O0O0* i

8 O*O.O 0O* 2

9 O0O0O.O00 2

10 OOO*O*O.9 2

11 OO*O*O0. i

12 O0O*O*.*O 2

13 OO.*OOO 2

Le nombre des positions est 25; le nombre des pas est egal

a 8 etle nombre des sauts a 16. En general, le probleme est tou-

jours possible, et si Ton suppose p pions blancs et p pions noirs,

le nombre total des positions est (p -hi)-]

le nombre des pas est ip ;

le nombre des sauts est p-.

En ajoutant le nombre des pas au double du nombre des sauts

on trouve 2^(^4-1); c est ce que Ton doit obtenir si Ton

remarque que, pour occuper la case assignee, chaque pion doit

avancer de^? 4- i cases, et par suite les 2p pions doivent executer

2P(P + J
) deplacements d une case.
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QUADRILLE DES GRENOUILLES.

On peut encore se proposer le probleme suivant : On couvre

les cases d un damier de 25 ou de 49 cases d un nombre egal

de pions blancs et de pions noirs, en laissant vide la case du

milieu; les pions sont symetriquement disposes par rapport au

Fig. 74-

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

centre de Vechiquier. On demande d echanger les positions des

pions noirs et des pions blancs.

On admet les regies du probleme precedent et on les adopte

encore pour la colonne verticale du milieu (fig. 74).

Pour resoudre ce probleme, on commence 1 echange des pions

de la ligne horizontale moyenne; on peut ensuite appliquer le

meme precede & la colonne moyenne; mais, si Ton remarque,

d apres les tableaux precedents, que chaque case de cette colonne

est vide au moins une fois, pendant 1 echange, on profitera de ce

resultat pour echanger successivement les pions des autres lignes

horizontales. Par suite, le nombre de toutes les positions est egal
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a huitfois le nombre des coups pour 1 echange d une ligne, aug-

mente de 1 unite.

Si le cote du carre est 2p -+- i
,
le nombre des positions est done

(2P 4- 2) (p-H 2jp)+l,
c est-a-dire

2p(p + i)(p + 2)-)-i;

Je nombre des pas est q.p (p -+- 1
)

et le nombre des sauts est

TRANSFORMATIONS D UN CARRE.

Decomposer nn carre en sept parties de maniere qiCetant

Fig. 7 5.

D A
convenablement assemblies, elles constituent separement trois

carres egaux.

Soit ABCD (fig. y5 )
le carre donne; on prend une longueur

E. LUCAS. Recreations mathem., II 10
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AE egale a la moitie de la diagonale du carre; on trace DE et Ton

abaisse sur cette droite les perpendiculaires AF et CG. Puis on

prend les longueurs GH, GK, FL egales a AF, et Ton termine

la construction de la figure par des droites paralleles ou perpen

diculaires a AF.

II est facile de voir, par la consideration de triangles sem-

blables et par 1 application du carre de 1 hypotenuse, que Ton a

3 AF 2 = AB 2
.

Si Ton decoupe le carre en sept parties que nous avons nume-

rotees, on peut les assembler en trois carres separes que nous

avons representes dans lafig. 76.

Fig. 76.

Nous laissons au lecteur le soin de demontrer 1 exactitude de

ces resultats.

M. de Coatpont, colonel du Genie a Rennes, a qui Ton doit

divers problemes curieux et interessants sur la Geometric de la

double regie, publics dans le Tome II de laNouvelle Correspon-

dance mathematique ,
a donne encore, dans le Tome I II du meme

journal, diverses autres solutions du probleme precedent. II fait

observer que le probleme est indetermine, et donne ces deux

enonces :
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Decouper nn carre en un nombre minimum de parties telles

que, groupees convenablement, elles constituent un nombre quel-

conque de carres egaux entre eux.

Partager un carre en segments qui puissent constituer un

nombre donne de carres egaux.

PROBLEMES DE BUSSCHOP.

Voici deux autres transformations du carre :

Decomposer un carre en hull parties de maniere qu etant

convenablement assemblies, elles constituent separement deux

carres dont le plus grand soil double du plus petit.

Fig. 77.

I B

fi A

Apres avoir determine comme precedemment les droites AF et
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GG et le point L, on mene les paralleles GH et GI aux cotes du

carre (fig. 77); on prend ensuite HK GH. On decompose alors

Fig. 78.

tacilement le carre en huit morceaux que Ton peut assembler en

deux carres verifiant les conditions de 1 enonce; 1 un d eux est

Fig. 79.

represente dans \&fig. 78; 1 autre, forme des fragments 2et 3, est

le carre moyen de la fig. 79.
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Decomposer un carre en huit parties de maniere qu etant

convenablement assemblies, elles constituent trois carres dont

les surfaces soient respectivement proportionnelles aux nom-

bres 2, 3, 4.

On decompose le carre d apres \&fig. 77; on peut assembler les

huit morceaux conformement au modelede \&fig. 79.

On peut, avec ces resultats et les suivants, realiser divers jeux

de casse-tete chinois geometrique, en executant les constructions

indiquees sur une feuille de carton ou sur une planchette, et en

decoupant les morceaux. Apres les avoir deplaces_, il s agira de

reconstituerles di verses figures indiquees.

TRANSFORMATION DE L HEXAGONE REGULIER.

Decomposer un hexagone regulier en cinq parties de telle

sorte qu assemblies convenablement elles forment un carre.

On commence par diviser Thexagone en deux parties egales, par

un diametre, et Ton forme avec ces deux parties un parallelo-

gramme, en les placant 1 une acotedeTautre. Du point Ecomme
centre avec un rayon egal a la moyenne proportionnelle entre la

longueur AE et la hauteur du parallelogramme, on trace un arc

de cercle qui coupe au point M la demi-circonference decrite

sur AE comme diametre.

On joint AM et Ton prend MI ~ ME.
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L hexagone se trouve ainsi divise en cinq parties egales que

Ton peut assembler en carre (fig. So).

Fig. So.

TRANSFORMATION DU PENTAGONE REGULIER.

Decomposer unpentagone regulier en septparties, demaniere

qu assemblies convenablement elles forwent un carre.

Soit le pentagone regulier ABODE (fig. 81 ); on prolonge la

droite GE d une longueur egale au cote du pentagone et Ton

trace AF ; on transforme ainsi le pentagone en un trapeze equi

valent ABGF. Par le milieu G de AF on mene une parallele
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a EC ;
on transforme ainsi le trapeze en un parallelogramme

equivalent IBCK. Du point I comme centre avec un rayon egal

a la moyenne proportionnelle de la longueur et de la hauteur de

Fig. 8 1

ce parallelogramme, on decrit un arc de cercle qui vient cou-

per au point M la circonference decrite sur BI comme diametre.

On joint IM.
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Les problemes contenus dans les trois paragraphes precedents

sont dus a Paul Busschop ;
les transformations des carres ont ete

publieesdansla Nouvelle Correspondance mathematique (T. II,

p. 83); les autres transformations, qui n avaient pas etepubliees,

nous ont ete gracieusement communiquees, avec le manuscrit de

Tauteur, par M. Catalan, professeur a 1 Universite de Liege.

UN PARADOXE GEOMETRIQUE.

Nous avons laisse au lecteur le soin de verifier 1 exactitude des

divers resultats obtenus dans ces diverses transformations geome-

triques. Gependant nous devons faire observer que ces demons

trations sont indispensables, si Ton veut acquerir la certitude

Fig. 82.

Fig. 83.

des theoremes correspondants. Voici un curieux exemple de

transformation qui fait comprendre la necessite d une demons

tration. Considerons un carre forme de 64 cases (fig. 82); divi-

sons-le en deux rectangles ayant pour hauteur la hauteur du
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carre et pour bases 3 et 5 unites; divisons le petit rectangle en

deux parties par une diagonale, et le grand rectangle en deux

trapezes egaux. Si Ton decoupe le carre en ces quatre fragments,

on peut les juxtaposer de maniere a obtenir la fig. 83 ;
mais

celle-ci contient 65 carres, pendant que 1 autre en contient 64;

on aurait done 64= 65. L explication de ce paradoxe est facile;

nous avons suppose que les cotes des fragments places le long dc

la diagonale du rectangle coincidaient avec celle-ci; mais il n en

est pas ainsi, car ils laissent entre eux un espace vide equivalent

a un carre. L illusion produite resulte de la petite difference qui

existe entre 1 inclinaison de la diagonale du rectangle de cotes 5

et 1 3 sur le grand cote, et celle de la diagonale du rectangle de

cotes 3 et 8 sur le grand cote. En effet, ces deux inclinaisons sont

respectivement -^ et
|, dont la difference est

A _2_ __i_
i3 8~ 104

Les nombres 5,8, i3 appartiennent a la serie

o, i, i, 2, 3, 5, 8, 1 3, 21, 34, 55, 89,...

que Ton obtient en ajoutant successivement deux termes conse-

cutifs; elle a etc indiquee pour la premiere fois par Leonard

Fibonacci,de Pise, mathematicien du xm e
siecle. Dans cette serie,

le carre d un terme quelconque diminue du produit des termes

qui le comprennent est alternativement -hi et i; ainsi

8 2 -5.i3 = -i,

2I 2
l3.34r= I,

55 2

34.8q=: i,

.....

on pourra done remplacer le carre de 8 unites de cote, par des



1 54 Cinquieme recreation.

carres de 21 et 55 unites de cote, et Ton obtiendra des figures

paradoxales d approximation plus grande.

On a aussi

i3- 8.21 = 4- i,

34
2 21 .55 =r-H I,

1

et Ton pourra employer des carres de i3, 84, . . .
,
cases de cote;

mais, afin de reproduire 1 illusion precedente, il faut d abord

construire le rectangle et le decouper, de telle sorte que 1 inter-

valle vide se produise dans le carre.

Si Ton observe que cette serie provient du calcul des reduites

de la fraction continue la plus simple

on peut considerer ces decoupages comme une representation

geometrique de la grande approximation donnee par les fractions

continues. 11 serait done facile de construire beaucoup de figures

de ce genre.

LA QUADRATURE DU GERCLE.

On sait que, pour obtenir la longueur d une circonference, il

faut multiplier le diametre par un nombre fixe que 1 on designe

habituellement par TT et que, pour obtenir 1 aire du cercle, il faut

multiplier par Trie carre du rayon. Archimede a donnele premier
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la valeur approchee K=
; mais on connait depuis longtemps la

valeur de TU avec une tres grande approximation. On a remplace

la methode des perimetres d Archimede et la methode des isopc-

rimetres de Descartes par des methodes qui reposent sur 1 emploi

des series. G est ainsi que Leibniz a donne la formule

et que Machin a donne celle-ci

1

&quot;\

_r_i ^_ ^_ i.

[239 3.239^ 5.239
5

&quot;J

1

avec cette derniere formule, un geometre anglais. M. W. Shanks,

a calcule TC avec cinq cent trente decimales.

On peut retenir facilement les trente premieres decimales du

nombre K au moyen du quatrain suivant :

Quefaime a faire apprendre tin nombre utile aux sages!

Immortel Archimede, antique ingenicur,

Qui de ton jugement peut sonder la valeur?

Pour moi tonprobleme eut de pareils avantages.

Si Ton ecrit successivement le nombre des lettres de chaque mot,

on trouve ainsi les trente premieres decimales

77 = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279...;

mais nous n engageons personne a continuer ce travail poetique

pour les 53o decimales du calcul de M. Shanks. Pour les usages

ordinai res, quatre ou cinq decimales suffisent; nous donnerons

comme exemple 1 application suivante : Connaissant le rayon
d un rouleau de papier peint et le nombre des feuilles depuis
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le centre jusqu a la circonference, determiner la longueur du

rouleau.

Si Ton designe par / la longueur du rouleau, par r le rayon et

par n le nombre des feuilles, on peut considerer approximati-

vement le profil du rouleau comme un cercle de rayon r, qui a

pour surface Trr2

;
d autre part, si Ton developpait le rouleau, le

profil deviendrait un rectangle de longueur / et d epaisseur -, on

a done

/-- rcr-, d ou /= 7rr;z.

Le probleme de la quadrature du cercle consiste a trouver, par

des constructions geometriques, le cote d un carre equivalent au

cercle ayant 1 unite pour rayon. Nous avons dit, dans notre pre

mier volume (p. 167), que c est un prejuge pour beaucoup de per-

sonnes de croire a rimpossibilite demontree de la quadrature du

cercle; mais iln enest plus ainsiactuellement(vo/r la Note III).

Lambert a demontre, en 1761, que le rapport de la circonfe-

rence au diametre est incommensurable; il etait aussi demontre

que le carre de ce rapport est encore incommensurable
j

1

).
D autre

part, dans un admirable memoire Sur lafonction exponentielle,

M. Hermite avait demontre en 1874 que le nombre
,
base du

systeme des logarithmes neperiens, est un nombre transcendant,

c est-a-dire que le nombre e ne peut etre la racine d une equation

de degre quelconque a coefficients entiers ou formes d irration-

nelles algebriques; mais 1 illustre geometre ecrivait, dans une

lettre a M. Borchardt : a Je ne me hasarderai point a la recherche

d une demonstration de la transcendance du nombre TT. Que

( ) LEGENDRE. Elements de Geometric. Note IV.
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d autres tentent 1 entreprise; nul ne sera plus heureux que moi

de leur succes; mais croyez-m en, mon cher ami, il ne laissera

pas de leur. en couter quelques efforts .

En 1882, M. Lindemann annoncait a 1 Academic des Sciences

qu il etait parvenu a demontrer la transcendance du nombre TT,

et qu il avait deduit cette proposition des formules de M. Her-

mite; sa methode n en est qu une generalisation, mais fort habile,

qui repose sur la liaison mysterieuse des nombres e et TC formulee

par Euler

eV-i&quot; i .

La derniere edition de Texcellent Traite de Geometric de

MM. Roucheet de Gomberousse contient le resume et la simpli

fication des formules de M. Hermite et des recherchesde M. Lin

demann; M. Rouche ajoute que ce dernier travail si remar-

quable appelle d autant plus Tattention qu il ne semble pas

devoir etrc le dernier mot sur ce sujet, au moins sous le rapporc

de la simplicite. N est-ce pas le cas de repeter avec Bacon : Nous

n arriverons a quelque chose de definitif qu apres avoir longtemps

vecu de provisoire. Mais ce provisoire ne nous fascinera pas,

nous saurons qu il n est pas notre dernier but, et, dans le champ
de la science, les plus hardis travailleurs n oublieront pas qu il

faut d abord faire une premiere vendange .
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LES JEUX DE DEMOISELLES.

Monsieur Jules Develle, depute de VEure.

Virginite du coeur, helas ! sitot ravie,

Songes riants, projets de bonheur et d amour,
Fraiches illusions du matin de la vie !

Pourquoi ne pas durer jusqu a la fin du jour !

( THEOPHILE GAUTiea.)
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LES JEUX DE DEMOISELLES.

LES
Grecs se plaisaient a donner a presque tous les jeuxdes

jeunes filles une forme orchcstrique. Quand une fete s ap-

prochait, ne fallait-il pas preparer les ceremonies, repeter

les chants, s mstruire dans les evolutions du choeur? Les fetes

etaient nombreuses par toute la Grece et les choeurs d une diver-

site intinie. Leurs jeux devaient done refleter leurs occupations

preferees. Tantot, elles se tiennent toutes par la main et 1 une d elles

conduit le choeur qu elie enroule et deroule a son gre, comme la

jeune Orithie d Apollonius aux bords de Tllissus. Tantot, une

ronde se forme, un collier, tel que nous le decrit Lucien. Les

jeunes garcons alternent avec les jeunes filles; tous se tiennent

par la main et formerit ainsi un collier, les jeunes garcons don-

nant a leur danse une allure martiale, les jeunes filles affectant

une tenue modeste et decente. C est ainsi que Ton pourrait consi-

derer comme des jeux de jeunes filles la plupart des danses qui

nous sont decrites par les auteurs anciens (Les Jeux des An-

ciens, p. 35).

Les rondes enfantines, ies colliers ou rondes alternees, les

promenades des jeunes filles par deux ou par trois donnent lieu

E. LUCAS. Recreations mathem., II. i r
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a un certain nombre de problemes nouveaux et interessants qui

se rapportent a la theorie des combinaisons. Parmi les diverses

methodes qui nous ont etc indiquees, nous exposerons, de pre

ference, les solutions simples et ingenieuses de M. Walecki,

professeur de Mathematiques speciales au lycee Gondorcet.

LES RONDES ENFANTINES.

Des enfants dansent en rond en se tenant par la main; on

demande comment il fant disposer les enfants, de telle sorte

que chacun d eux se trouve successivement voisin de tons

les autres, soil a droite, soit a gauche, mais ne puisse I etre

quune seule fois.

Nous observons tout d abord que. dans chaque disposition cir-

culaire, un enfant a deux voisins, Tun a droite, 1 autre a gauche;

par suite, puisque deux enfants ne peuvent se trouver plus d une

fois a cote Fun de 1 autre, le nombre des voisins successifs d un

enfant quelconque sera toujours pair; par consequent, pour que

le probleme soit possible, il faut necessairement que le nombre

total des enfants soit un nombre impair. II reste done a montrer

que, lorsque le nombre des enfants est impair et egcil a 2 n -f- i
,
on

peut les faire entrer dans n rondes successives, mais de telle

sorte que la condition exigee par 1 enonce soit toujours realisee.

Designons les enfants par les lettres de Falphabet; divisons la

circonference en zn parties egales (fig. 84); pla9ons 2n lettres

aux sommets du polygone regulier, et la lettre A sur le dia-
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metre
(

!

).
Nous prendrons comme premiere ronde les enfants

dans 1 ordre

I. ABCDEFGHIJKA,

qui represente Tune quelconque des permutations circulaires de

272-hi lettres
(

2
.

)

Gela pose, pour obtenir une seconde disposition des enfants,

Fig. 84.

E

I)

nousconsidererons Pensembledeslignes droitesdela figure comme
une aiguille mobile que nous ferons tourner d une division dans

( )
Dans le probleme actual, il ne faut pas tenir compte de la lettre L

dans \3ifig. 84.

(

2

)
Nous avons demontre, dans notre recreation sur le jeu du taquin, quc

le nombre des permutations circulaires de q Jettres est egal au produit
des q i premiers nombres entiers. (T. I, p. 196, 2 e

edition).
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le sens des aiguilles d une montre, en emportant la lettre A, pen

dant que les autres lettres resteront immobiles sur le contour.

Nous aurons ainsi, en suivant les zigzags de 1 aiguille, la

deuxieme ronde

II. ACEBGDIFKHJA.

Si Ton fait tourner 1 aiguille dans le meme sens de deux, trois,

quatre divisions, on obtient les autres rondes

III. AEGCIBKDJFHA,

IV. AGIEKCJBHDFA,
V. AIKGJEHCFBDA.

Dans le cas general, on fait tourner successivement 1 aiguille,

de telle sorte que Tun des sommets du polygone brise forme par

1 aiguille vienne occuper n divisions consecutives de la circonfe-

rence. Nous avons ainsi forme n permutations circulates des

2H-H i lettres, telles que deux lettres voisines dans Tune de ces

permutations ne le sont plus dans aucune autre. En effet, nous

avons deux cas a considerer, suivant que 1 une de ces lettres

occupe Finterieur ou 1 une des divisions de la circonference.

Pour que deux lettres dont 1 une est A soient voisines, il faut et

il suffit que le diametre de 1 aiguille mobile passe par Tautre, ce

qui arrive une fois et une seule. Pour que deux lettres du pour-

tour soient voisines, il faut et il suffit que la droite qui les joint

soit parallele al un des cotes du polygone de Taiguille mobile; or,

toutes les directions des cotes de ce polygone sont differentes

dans les n positions de Taiguille.
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LE PROCEDE DU TAQUIN.

On peut encore resoudre le probleme par 1 emploi du taquin.

Supposons !es enfants au nombre de onze; ecrivons leurs noms

ou les lettrcs qui les distinguent sur 1 une des faces de onze cubes

Fig. 85.

egaux analogues a ceuxdu jeu du taquin, et renfermons tous ces

cubes dans une boite rectangulaire (fig. 85
)
dans laquelle la ligne

pleine est une barriere infranchissable. Gonvenons de lire les

Jettres de chacune des positions des cubes dans 1 ordre de la

premiere ronde ABCDEFGHIJKA qui forme dans la boite un

zigzag toujours le meme. Pour obtenir la deuxieme ronde, il suffit

d enlever les cubes A, de deplacer tous les autres d une case, dans

le sens de la Heche, puis de descendre le cube place a gauche^ de

reir.onter le cube place a droite et de replacer les deux cubes en-

leves. Pour les rondes suivantes. on recommence la manoeuvre.

On obtient les dispositions du paragraphe precedent; en effet,

cela revient a supposer 1 aiguille immobile (fig. 84) et a deplacer

en meme temps toutes les lettres de la circonference de une, deux,

trois, etc., divisions dans le sens oppose a celui des aiguilles
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d une montre. Si Ton deforme le polygone de Faiguille ainsi que

la oil-conference, de telle sorte que celle-ci se trouve remplacee par

le perimetre d un rectangle, on retrouve le precede du taquin.

LES RONDES PATRES.

Nous avons suppose jusqu ici que le nombre des enfants de la

rondeest impair, et nous avons montre que le probleme propose

est impossible lorsque le nombre des enfants estpair. Cependant,

dans ce dernier cas, on peut modifier 1 enonce des deux manieres

suivantes :

Des enfants en nombre pair dansent en rond et se tienncnt

par la main; on demande comment il faut disposer les en

fants dans leurs rondes successives,de telle sorte que chacun

d^eux soit voisin de tons les attires, a Vexception dhm seul,

et ne puisse I etre qifune seule fois?

Designons encore les enfants par les premieres lettres de 1 al-

phabet, et supposons-les au nombre de douze
;
nous diviserons

la circonference en dix parties egales (fig. 84) et nous tracerons

la ligne brisee ABODE..., qui correspond, comme dans le pro

bleme des rondes impaires, auxonze premiers enfants. Puis nous

placons une douzieme lettre L sur le second diametre FG del ai-

guille. En suivant le zigzag de celle-ci, on obtient pour la pre

miere ronde

I. ABCDEFLGHIJKA.
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Gela pose, pour obtenir une seconde disposition, nous ferons

tourner 1 aiguille d une division et nous obtiendrons la ronde

II. ACEBGDLIFKHJA.

Pour obtenir les trois autres rondes, nous ferons encore avancer

trois fois 1 aiguille d une seule division.

II est facile de voir que les rondes sont toutes distinctes. Quant

aux lettres qui ne sont jamais voisines, ce sonc les deux lettres A
et L piacees sur les deux diametres, et, en plus, les couples de

lettres diametralement opposees. Dans le cas general, si le

nombre des enfants est 2n, le nombre des rondes distinctes

est 72 1.

Des enfants en nombrepair se tiennentpar la main et dansent

line ronde ; comment faut-i I les disposer dans lenrs rondes sue-

cessives de telle sorte que chacun d eux soit deux fois voisin

de I un d^entre eux. et une seule fois voisin de tons les autres?

Supposons les enfants au nombre de dix, et designons-les par

les lettres B, G, D, E, F, G, H ,
I , J, K. Divisons la circonference

en dix parties egales, et formons la Jig. 84 (*); si Ton opere

comme dans les problemes precedents, par le mouvement de

1 aiguille, on obtiendra cinq rondes successives, qui ne different

des cinq rondes du premier probleme de cette recreation que par

la suppression de la lettre A. Deux lettres diametralement oppo

sees sont deux fois voisines, puisqu il y a deux diametres dans

1 aiguille; mais deux lettres non diametralement opposees ne le

sont qu une seule fois, puisque les orientations de 1 aiguille sont

(*) Pour le probleme actuel, il ne faut pas tenir compte des lettres A
ct L dans la /?#. 84.
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routes differentes. Dans ie cas general, si le nombre des enfants

est pair, le nombre des rondes distinctes en est la moitie.

LES RONDES ALTKRNEES.

Des jeunes garcons et des jennes filles dansent une ronde en

se dormant la main ; on demande comment on doit effectuer les

rondes successives de telle sorte que chacun des garcons soit

voisin, une seule fois, de chacune desjeunes filles,
et que chaque

jeur.e fille soit voisine une seule fois de tons les garcons?
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Designons les garcons, en nombre n
, par les lettres de 1 al-

phaber, et les jeunes filles, en nombre egal, par les lettres grec-

ques correspondantes. On observera tout d abord que chacun

des n garcons devant etre voisin de chacune des jeunes lilies, il

y a n- voisinages a realiser; mais chacune des rondes donne lieu

a 2n voisinages; done le nombre total des rondes doit etre egal

au quotient de ?z
2

par 2W, c est-a-dire a \n. Par consequent,

pour quc le probleme soit possible, ii faut que les garcons soient

en nombre pair.

Cela pose, divisons la circonference en n parties egales, et

joignons les points de division de deux en deux
;

les lignes de

jonction forment deux polygones reguliers de \n cotes. Placons

les gardens aux points de division sur la circonference en A, B,

C, D,... (fig. 86), et placons ies jeunes filles en a, p, y, o,... Nous

considererons, pour la premiere ronde, en suivant les contours

de Tetoile, le cycle

AaBSCyDSEeFcp.
Pour obtenir une deuxieme ronde alternee, nous lerons tourner

Tetoile, comme une aiguille, de deux divisions
;

si les iettres

grecques qui repressntent les jeunes filles sont ernportees dans

le mouvement de 1 aiguille, pendant que les garcons restent

immobiles, Mademoiselle a, qui se trouvait d abord entre Mes

sieurs A et B, se trouvera ensuite entre Messieurs C et D, et si

Ton fait tourner successivement 1 aiguille de deux divisions,

chaque rotation elementaire lui donne deux nouveaux voisins;

apres 7/2 rotations, elle se retrouve dans la position primitive,

apres avoir etc voisine, une seule fois, de tous les garcons.

Lorsque le nombre des garcons est impair, on opere de meme,
mais en iaisant tourner 1 aiguille d une seule division; alors
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chacune des jeunes filles se trouve deux fois voisine de tous Ics

garcons, une fois a droite et une fois a gauche.

LE JEU DE LA TORTUE.

Voici en quoi, selon Pollux, consistait le jeu de la Tortue :

Une jeune fille s asseoit au milieu d autres jeunes filles; on

1 appelle la Tortue. Les jeunes filles courent en cercle autour d ellc

en lui demandant : Torti-tortue, que fais-tu la au milieu ? Elle

rcpond : Je devide la laine et le fil de Milet. Et ses compagnes

reprenant : Mais ton fils, comment a-t-il psri? La Tortue

repond : Du haut des chevaux blancs, il a saute dans la mer.

Dans la Tortue, dans les vagues symbolisees par les chevaux

blancs_, on reconnait un jeu ne sur le rivage de la mer. Ce jeu,

auquel on pourrait comparer les rondes chantees qui sont parmi

nous des divertissements aimes des jeunes filles, ressemble, sans

qu on doive s en etonner, a bien des jeux actuellement encore en

usage chez les Grecs. G est ainsi, dit M. de Marcellus, que, sur

la plage de Scio, au bruit des vagues adoucies par une faible brise

du soir, j
ai vu les jeunes Grecques, se tenant par la main, se

balancer autour de 1 une d entre elles, placee au centre, et ne

rompre la cbaine pour degagerla prisonniere que lorsque celle-ci

avait repondu par un distique au distique sentimental entonne

par le choeur joyeux. Ainsi
,
sous 1 ombre des grands platanes

d Unkiar-Skelessi, sur la rive asiatique du Bosphore, j
ai vu des

femmes turques, le visage voile, s accroupir en rond^ tournant le

dos an spectateur curieux et presque toujours injurie; puis toutes

ensemble repliquer par des fredons monotones et trembles aux
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cris que leurs beaux enfants, charges de fleurs et de pieces d or,

jetaient en courant autotir d elles. G etait 1 antique jeu de la

Tortue modifie par les siecles et par le caractere propre a chaque

nation.

Le jeu de la Tortue nous conduit a reprendre quelques-uns

des problemes precedents, avec diverses modifications dans les

rondesenfantines, par 1 introductiond une ou de deux personnes

au centre de la ronde. Ces problemes se rapportent encore a la

theorie des combinaisons.

LES RONDES A CENTRE.

Des enfants danssnt en rond. en se donnant la main, autour

d un autre place au centre. On demande comment il faut dis

poser les enfants, dans leurs rondes successives, de telle sorte

que chaeun deux se trouve line fois au centre, et deux fois

voisin de tons ses camarades.

Pour fixer les idees, supposons que les enfants soient au

nombre de treize; divisons la circonference en douze parties

egales, joignons les points de division comme nous 1 avons fait

dans \&fig. 87. Nous prendrons comme premiere ronde

I. BGDEFGHIJKLMB et A au centre.

Nous prendrons, cornme deuxieme ronde en suivant le zigzag

de la figure,

II. AMCLDKEJFIGHA et B au centre.

Pour obtenir la troisieme ronde, nous ferons tourner le zigzag

comme une aiguille et d une division dans le sens BG; la lettre

G se trouvera isolee a son tour, et nous aurons
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III. ABDMELFKGJHIA et G au centre;

et ainsi de suite, de maniere a former les treize rcndes exigees par

1 enonce.

En effet, il est evident que chacune des lettres se trouve une

seule fois au centre. De plus, deux lettres consecutives, qui sont

voisines dans la premiere ronde, sont encore voisines lorsque la

corde de 1 aiguille qui sous-tend un douzieme dela circonlerence

se trouve dans la position convenable, ce qui n arrive encore

qu une seule fois. On observera, en outre, que les cordes de Pai-

guille mobile ont toujours des inclinaisons differentes dans ies

positions successives de 1 aiguille.

11 resulte surabondamment de ce qui precede que Ton ne sau-



Les jeux de demoiselles. i 73

rait former des rondes a centre ou chaque enfant soit une seule

fois au centre, et une seule fois voisin de chacun de ses camarades.

Fig. 88.

C

^^^
It

Des enfants dansent en rond, en se donnant la main, autour

de deux autres places au centre. On demande comment il faut

disposer les enfants, dans leurs rondes successives, de ielle

sorte que chacun d eux se trouve unefois au centre, et une seule

fois voisin de tons ses camarades.

II est d abord evident que le nombre des enfants doit etre un

nombre pair. Pour fixer les idees, nous supposerons les enfants

au nombre de quatorze; divisons la circonference en douze par

ties egales, et joignons les points de division (fig. 88). Nous

prendrons comme premiere ronde
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I. CDEFGHIJKLMNG et AB au milieu.

Nous prendrons conime deuxieme ronde, en suivant le zigzag

de la figure, et intercalant A et B,

II. ADNEMFBLGKHJA et GI au milieu.

Pour obtenir la troisieme ronde,, nous ferons tournerl aiguille

d une division dans le sens CD; les lettres D et J se trouveront

isolees, et nous aurons

III. AECFNGBMHLIKA et DJ au milieu.

Nous formerons ainsi successivement les sept rondes exigees

par Fenonce.

En effet, les lettres A et B. et les couples formes par les lettres

opposees diametralement se trouvent successivement au centre.

De plus, deux lettres consecutives qui sont voisines dans la pre

miere ronde ne le sont plus dans les autres, puisque 1 aiguille

ne contient pas le cote du dodecagone. En outre, on observera

que les cordes de 1 aiguille mobile ont toujours des inclinaisons

differentes dans les diverses positions de 1 aiguille.

LA GRUE ET LE MONOME.

Les labyrinthes ont etc Porigine d un jeu ou d une danse quc

Ton appelait la Grue, et que, de nos jours, on appelle le Monume.

A 1 imitation de ces oiseaux qui volent en longues files, les dan-

seurs se tenaient par la main et decrivaient, guides par le con-

ducteur du choeur, des tours et des detours rappelant les circon-

volutions et les ramifications des labyrinthes. Gette danse figure

sur le bouclier d Achille. (Iliade, xvm, 596.)
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Plutarque en attribue 1 invention a Thesee. Apres avoir vaincu

le Minotaure, Thesee passant a Delos voulut honorer Apollon

par une ceremonie nouvelle. II executa une danse, que Jes habi

tants de Delos out conservee, dans laquelle on decrit des tours et

des detours a rimitation des circuits du labyrinthe. Elie s appelait

la Grue.
( Thesee, xxi.)

Le Monome est la transformation d un jeu d enfants, renou-

vele de la danse antique de la Grue. Apres avoir termine les

compositions ecrites pour Fadmission a 1 Ecole Polytechnique, les

candidats cles lycees et des ecoles preparatoires se reunissent, a

Paris, dans le jardin du Luxembourg. Puis, sous la conduite du

plus grand, ils traversent les boulevards, processionnellement, les

mains placees sur les epaules du camarade qui precede. Ils se

rendent ensuite dans la cour du College de France, ou commen-

cenl, quelques jours apres, les examens oraux; arrives la, ils y

decrivent les diverses circonvolutions de la courbe representant

le resultat de la composition de Mathematiques. Gette coutume

est deja ancienne; mais on ne dit pas si les futurs polytechni-

ciens out voulu, en la conservant, honorer la memoire de Des

cartes, 1 inventeur de la Geometric analytique.

Ces divers jeux nous conduisent tout naturellernent aux

problemes suivants qui concernent les files et les promenades
d un pensionnat.

LES FILES INDIENNES.

Des enfants se promenent Vun derriere Vautre suivant une

file rectiligne; on demande comment il faut disposer les files
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successives de telle sorte que chacun des enfants se trouve une

fois, et une seule, voisin de tons les autres.

Designons par n le nombre des enfants; nousobserverons tout

d abord que chacuri des enfants devant etre voisin de tous les

autres, il y a-fw (n i) voisinages a realiser
;
c est le nombre

des combinaisons de n objets pris deux a deux; mais chacune

des tiles donne lieu an i voisinages ; par consequent ,
le nombre

des files possibles est egal a ~ n. Done, pour que le probleme soit

resoluble, il faut que le nombre des enfants soit pair.

Pour obtenir les files, on ajoute une lettre supplementaire aux

lettres qui designent les enfants
;
on forme toutes les rondes im-

paires des n -+- i lettres; cela fait, on ouvre la ronde a 1 endroit

dela lettre supplementaire introduite, et Ton supprime cette

lettre. On obtient ainsi toutes les permutations rectilignes de-

mandees par 1 enonce.

REMARQUE. Chacun des enfants se trouvera isole une seule

fois, au commencement ou a la fin de la file indienne. On double

le nombre des files, en les formant en sens inverse
;
mais alors,

chacun des enfants se trouve voisin deux fois de tous les autres,

une fois en avant, et une tois en arriere.

LKS PROMENADES DU PENSIONNAT.

Unpensionnat renfenne un nombre pair de jeunesfilles qui

se promenent tous les jours deux par deux
;
on demande com

ment il faut disposer les promenades de telle sorte quune

jeune Jille se trouve successivement encompagnie de toutes les

autres 9 mais ne puisse sy trouver plus d une fois.
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Supposons, pour fixer les idees, que le pensionnat renferme

douze demoiselles que nous designerons par les douze pre

mieres lettres de Talphabet. Divisons une circonference en

onze parties egales; placons au centre 1 une des lettres, L, et les

autres aux points de division de la circonference, dans un

ordre quelconque; puis, tracons les lignes droites de

Fig. 89.

D

nous grouperons les jeunes filles deux par deux, pour la pre

miere promenade, en placant A avec L
7
et les autres suivant les

lignes paralleles, de telle sorte que la premiere promenade se

compose de six groupes :

I. AL, BK, CJ, DI, EH, FG.

Pour obtenir les groupes de la seconde promenade, nous con-

E. LUCAS. Recreations mathem.. II. 12
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sidererons rensemble deslignesdroitesde la figure comme une ai

guille mobile que nous ferons tourner d une division dans le

sens des aiguilles d une montre, pendant que les lettres reste-

ront immobiies sur le contour; nous aurons ainsi pour la se-

conde promenade les groupes

II. BL, CA, DK, EJ, FI, GH.

Si Ton fait encore tourner Faiguille dans le mem? sens de une,

deux, trois divisions, on obtient pour les promenades des jours

suivants :

III. CL, DB, EA, FK, GJ, HI;

IV. DL, EC, FB, GA, HK, IJ;

V. EL, FD, GC, HB, IA, JK;

et ainsi de suite, de telle sorte que Ton obtient onze promenades,

cornprenant chaque fois toutes les jeunes filles. II nous reste

a montrer que deux jeunes filles d un meme groupe d une pro

menade appartiennent a des groupes differents pour toutes les

autres promenades. En effet, nous avons deux cas a considerer,

suivant que 1 une des lettres qui representent les jeunes filles oc-

cupe le centre ou Tune des divisions de la circonference. Pour

que deux lettres dont 1 une est au centre appartiennent au meme

groupe, il faut et il suffit que le diametre de 1 aiguille mobile

passe par Tautre, ce qui arrive une fois et une seule. Pour que

deux lettres du pourtour soient dans le meme groupe, il faut et

il suffit que la droite qui les joint soit perpendiculaire a 1 axe de

1 aiguille ;
or les directions de 1 axe ou celles des perpendicu-

laires sont differentes dans les onze positions de 1 aiguille.
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ENCORE LE TAQUIN.

On peat encore resoudre le probleme des promenades du pen-

sionnat par 1 emploi du Taquin. Solent AB. . . KL les cubes du

Taquin elementaire (fig. 90 )
servant a distinguer les jeunes

Fig. 90.

personnes. Convenons de lire chaque promenade en groupant

les cubes deux a deux par colonnes verticales, c est-a-dire pour la

premiere promenade suivant 1 ordre

AL, BK, CJ, DI, EH, FG.

Pour obtenir la seconde promenade, il suffit d enlever le cube

L, d abaisser le cube A, d avancer d un rang vers la gauche les

cubes de la ligne superieure, de monter le cube G, puis de de-

placer d un rang vers la droite tous les cubes de la ligne infe-

rieure; enfin de re placer le cube L sur la case vide, de telle sorte

que L est revenu au meme endroit.

On obtient les memes promenades que par Temploi de 1 ai-

guille; cela revient, en effet, a supposer immobile Paiguille dela

fig. 89, et a deplacer en meme temps toutes les lettres de la cir-

conterence de une, deux, trois, etc., divisions dan$ le sens oppose
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a celui de 1 aiguille. Si Ton deforme le polygone de Taiguille, en

supposant egales toutes les cordes, ainsi que le perimetre de la

circonference, de telle sorte que celle-ci se trouve remplacee par

le perimetre d un rectangle, on retrouve identiquement le pro-

cedi du Taquin elementaire.

LES MONITRICES.

Nous avons suppose, dans les deux paragraphes precedents,

que les jeunes pensionnaires se trouvent en nombre pair, le pro-

bleme etant impossible pour un nombre impair. Gependant,

dans ce dernier cas, on peut modifier Tenonce de la maniere

suivante :

Un pensionnat renferme un nombre impair de jeunes filles

qui se promenent tons les jours deux par deux, a Vexception

d une seule quijoue le role de monitrice on dcmande com

ment il faut disposer les promenades de telle sorte que chaque

jeunefille se trouve une seule fois en compagnie de toutes les

autres et une seule fois monitrice.

En admettant qu il y ait onze jeunes filles, on divise la circon

ference en onze parties egales, et Ton construit la jig. 89 en

ne tenant pas compte de la lettre L placee au centre. On fait

tourner 1 aiguille de une. deux, trois, etc., divisions
;
la monitrice

.est indiquee par la lettre placee a rextremite du diametre de Fai-

guille, tandis que les ecolieres se trouvent groupees deux par

deux, aux extremites des cordes perpendiculaires.
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Le probleme se deduit encore du probleme des douze pension-

naires, en supprimant dans les promenades la lettre L. On peut

d ailleurs se servir encore du procede du Taquin.

REMARQUE. Si 1 on ecrit routes les promenades des eleves,

en les supposant soit en nombre pair soit en nombre impair,

on forme evidemment le tableau complet de toutes les combi-

naisons des eleves deux a deux, ainsi qu il est facile de le verifier

par un calcul direct.

LES TRIADES DES NEUF MUSES.

Les neuf muses etant groupees trois par trois, on demandc

comment il faut disposer leurs reunions de telle sorte que cha-

cune d elles se trouve successivement dans line triade avec

toutes les autres, mais ne puisse sy trouver qiCune seule fois.

Nous observerons tout d abord que dans chaque reunion com

plete, une muse a deux compagnes ;
mais puisque deux muses

ne peuvent etre ensemble plus d une fois dans une meme triade,

le nombre des re unions doit etre egal a quatre. II reste a faire

voir que le probleme est possible. Pour cela, nous designerons

Tune quelconque des muses, Polymnie, par exernple,, par la lettre

p ; Melpomene et Uranie, par a^ et a% ; Euterpe et Erato par

&! et 2
&quot;, Calliope et Clio par c^ et c z ;

enfin Terpsichore et Thalie,

par di et d%. On peut d ailleurs changer 1 ordre precedent, en pre-

nant une permutation quelconque des neuf lettres. Cela pose,

considerons les quatre triades

pa t
a zi pb.b,, p d c, p d^d^
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elles appartiennent a quatre reunions differentes, puisque, dans

chacune d elles, la lettrep ne peutentrer qu une seule fois. For-

mons maintenant les combinaisons trois a troisdes quatre lettres

a, b, c, dj ces combinaisons sont bed, cda, dab, abc.

Placonsdeux fois chacune d elles au-dessous des quatre triades

precedentes, mais de telle sorte que dans chaque colonne verti-

cale on ne trouve plus les lettres de la premiere ligne ;
nous ob-

tenons ainsi le tableau

II nous reste a placer les indices i et 2 dans les deux dernieres

lignes, de telle sorte que les conditions de Tenonce soient rem-

plies ;
on ecrit immedialement les indices de la premiere disposi

tion, et des premieres colonnes des trois autres ainsi qu il suit :

p a^a

Puisque b^ se trouve avec c^ dans la premiere reunion, b
{
sc

trouvera avec c 2 dans une autre
;
de meme pour c et d, et pour

b et d ; on aura done necessairement le tableau suivant :

17 Cl 1 Cl e\r i ^

b
l
c

l
d

l

c.2 d {
a d. a

p d, d,

a, be

a 2 b c

Placons les indices i et 2 aux lettres a de la seconde reunion,

d une maniere quelconque, nous obtenons lememe ordre dans la

disposition, et la quatrieme reunion s en deduit facilement.
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En resume, on reunira les neuf muses suivant les quatre

groupes differents :

b.c.d,

Nous indiquons plus loin une methode tres simple due a

M. Walecki; on doit considerer la precedente comme une intro

duction a la methode de M. Frost que nous developpons dans

le paragraphic suivant.

LES QUINZE DEMOISELLES.

Le probleme des quinze jeunes filles a etc propose pour la pre

miere fois, en i85i, par M. Kirkman, a qui Ton doit encore des

theoremes fort interessants sur la figure de YHexagramme

mystique de Pascal. Ce probleme sut attirer immediatement

1 attention de MM. Cayley et Sylvester, et de plusieurs autres

mathematicians qui out publie leurs recherches dans les jour-

naux et les revues scientifiques de 1 Angleterre et de 1 Amerique.

Nous pensons que c est pour la premiere fois que ce probleme,

et d autres du meme genre que ceux qui precedent, sont actuel-

lement publics en France. Bien qu ils se rattachent directement

aux premiers elements de la theorie des combinaisons, ils presen-

tent d assez grandes difficultes dont on se rendra compte en cher-

chant directement la solution du probleme suivant :

Quince jeunes filles se promenent journellement trois par

trois; on demande comment ilfaut arranger leurs promenades
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de telle sorte que chacune des jeunes filles se trouve successive*

ment une seulefois en compagnie de toutes les autres.

Nous exposerons la solution qui a etc donnee de ce probleme

par le reverend A.-H. Frost, dans le Quarterly Journal ofpure
and applied Mathematics (n 41, Cambridge, 1870).

Nous observons d abord que chacune des jeunes filles doit se

trouver chaque jour avec deux de ses compagnes; par consequent

il ne peut y avoir plus de sept promenades. De plus, nous allons

demontrer qu il est possible de disposer les jeunes filles confor-

mement aux conditions de 1 enonce pendant les sept jours de la

semaine. Designons par p 1 une quelconque des jeunes filles;

nous pourrons designer par a^ et a% les jeunes filles qui se prome-

nent avec Mademoiselle p le dimanche; par b et b% celles qui se

promenent avec p le lundi; par c et c2 celles qui se promenent

avec p le mardi, et ainsi de suite; enfin par g i
et g-2 celles qui se

promenent avecp le samedi.

Nous avons done a placer sous les sept triades ou combinai-

sons trois a trois

sept assortiments de quatre triades formees avec les quatorze

iettres a-n a^ b l} &,&amp;gt; &amp;gt; g\, gz, en exceptant p, et de telle sorte

que deux de ces Iettres ne se trouvent pas ensemble dans plus

d une seule triade. Pour 1 instant, representons a^ et &amp;lt;22 par a,

b t et bz par ,
et ainsi de suite; les sept Iettres a, b, c, d, e,f, g

peuvent etre diversement combinees en sept triades, de telle sorte

que deux de ces Iettres ne se trouvent pas ensemble plus d une

fois. Ainsi, on peut grouper a avec be, de oufg , puis b avec df
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et
eg&quot;}

enfin c avec dg et ef\ on forme ainsi les sept triades fon-

damentales

abc, ade, afg, bdf, beg, cdg, cef.

Parmi ces sept triades, il y en a quatre qui ne contiennent pas la

la lettre a, que nous placerons dans la colonne du dimanche; de

meme, il en existe quatre qui ne contiennent pas la lettre b\ nous

les placerons dans la colonns du lundi; et ainsi de suite. Nous

formerons le canevas suivant :

Gela pose, nous remarquerons que chaque triade fondamentale

telle que bdf donne quatre combinaisons des quatorze jeunes

tilles prises trois a trois, et par exemple :

M./I, bidtfa btdjt, btdtft,

qui peuvent entrer dans le tableau des promenades de la semaine.

Onpourraitecrire les indices i et 2 de plusieurs autresmanieres;

mais nous avons choisi cell.e qui se presente le plus naturelle-

ment, et nous ferons de meme dans ce qui suivra. Placons ces

combinaisons dans les colonnes respectives qui contiennent bdf,

c est-a-dire dans les colonnes du dimanche, da mardi, du jeudi et
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du samedi; puis, dans ces memes colonnes, donnons a Fautre

lettre b, d ou/un indice different de celui qui a ete ecrit, nous

obtenons ainsi pour les quatre dernieres lignes du tableau :

Prenons maintenant la triade fondamentale beg qui se trouve,

apres la premiere, dans la promenade du dimanche, et que Ton

trouve dans trois autres colonnes, avec leurs indices respectifs

b^eg, b*_eg, beg, beg.

Nous ecrivons les autres indices, dans 1 ordre le plus simple,

comme il suit

et nous placerons ces combinaisons dans les colonnes correspon-

dantes; nous avons alors

i^ifi \
ade

cdg

cef

a de a b.2 c a b t
c

Ml/2

a b.2 c

ade,

cdg, cef,

A la triade fondamendale cdg correspondent les quatre combi

naisons

cd^gi, cdg, cd^g,

en completant les indices, nous obtenons
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placons ces combinaisons dans leurs colonnes respectives, et

ajoutons les indices differents pour les lettres pareilles, nous

avons

Ml/I a d*e

ce,f

a bvCi

a d&amp;lt;,e&amp;lt;

a b*c \

cef,

La colonne du dimanche est complete; en passant a la colonne

suivante_, nous trouvons la triade fondamentale ade qui se pre-

sente sous les formes :

en completant les indices, nous aurons

Notre tableau devient

Mi/1 a^d.e,

*/i*

,

Ml/2
c 2 e 2/2

Les triades de la forme afg sont

^2/^2, ^2/1^1, a/fe-i, aj

et se completent par
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ce qui donne

Enfin la consideration de la triade fondamentale abc, completee

ans

conduit au tableau definitif :

DIMANCHE. MARDI. MERCREDI.

Cie.fi

VENDREDI. SAMEDI.

LES TRO1S PENSIONNATS.

Par un precede analogue au precedent, M. Frost a montre que

1 on pouvait etendre 1 enonce du probleme des quinze demoi

selles aux cas ou le nombre des jeunes filles est egal a 1 un des

nombres

63, 255, 1028, ...,
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ct, en general, a toutes les puissances de 2, d exposant pair,

diminuees de Tunite. On trouvera la solution dans le memoire

cite; mais nous indiquerons preferablement ici un procede qui

permet d etendre la solution du probleme suppose resolu pour un

certain nombrede jeune filles, a un nombre trois fois plus grand.

Ainsi nous avons resolu le probleme pour 9 et pour i5 demoi

selles; le precede suivant, du a M. Walecki, permet de resoudre

le probleme pour un nombre de jeunes filles egal a

27, 81, 243, ...,

ou a

45, i35, 405,

Nous prendrons comme exemple le nombre de 45 demoiselles,

et nous supposerons les jeunes filles reparties dans trois pension-

nats ayant le meme nombre d eleves. Designons-les par

i
er Pensionnat. a^ b v c^ di e^fi g^ h L i

l j l k t li m i n^ Oj ;

2 e Pensionnat. a, b-2 c-2 d z ez zfg* h z iz jz kz / 2 m z n z o 2 ;

3
e Pensionnat. a 3 b^ c3 d s e3f3 g3 h z : 3 j& k3 / 3 m 3 n 3 o 3 .

Nous observerons que chacune des jeunes filles ayant 44 com-

pagnes, on doit realiser vingt-deux promenades. On en obtient

immediatement sept particulieres en organisant les promenades

par pensionnat, ainsi qu on 1 a explique precedemment; il reste

a obtenir quinze promenades generates composees de triades,

dans lesquelles les jeunes filles appartiennent a des pensionnats

differents.

Pour la premiere promenade generale, nous reunirons les

jeunes filles trois par trois, suivant les colonnes verticales, en

formant ainsi les triades
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Pour obtenir la deuxieme promenade generale, nous mettons

a la suite du deuxieme pensionnat 1 eleve du premier rang, et a

la su-ite du troisierne les deux eleves du commencement; nous

avons

i
er Pensionnat. a

l
b

i
c

l di e
lt/i g^ hi i t j\ k\ /

t 77^ n^ o
t ;

2 e Pensionnat. b% c 2 d&amp;lt;&amp;gt;

e*&amp;gt;fz g^ h z i2 jz Ar2 /2 m z n z o, # 2 ;

3
e Pensionnat. c3 d3 e3fs g^ h s i3 j\ k3 73 m s ;z 3 o 3 a 3 b 3 .

Nous reunissons encore les jeunes filles par colonnes verticales,

en formant les triades

On obtiendra la troisieme promenade generale et les suivantes

en repetant successivement la meme tactique; apres ces quinze

promenades generales, on retrouve la premiere.

II est facile de constater que ces diverses promenades satisfont

aux deux conditions de 1 enonce, a savoir que chaque jeune fille

doit se trouver une fois, et une seule fois, avec toutes ses com-

pagnes. Gela resulte d ailleurs d un theoreme d Arithmetique

demontre dans notre premier volume, a la fin de la quatrieme

recreation.

En general, si 1 on sait resoudre le probleme des jeunes filles

groupees trois par trois, pour n jeunes filles, on saura le resoudre

pour 3 n jeunes filles. En effet, on voit d abord que n doit etre

multiple de trois; le nombre des promenades etant |(w 1) ?
le

nombre n est done impair. Pour 3 n jeunes filles on realise d abord

~(n i) promenades particulieres; puis, par le precede qui pre

cede, n promenades generales; par suite, au total, n 4- |(w i)

ou (3;i i) qui est le nombre exige par 1 enonce.
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LES p PENSIONNATS.

D une maniere encore plus generale, on resoudra le probleme

suivant dans lequel p designe un nombre premier et q un

nombre entier quelconque.

Desjeunesfilles en nombre
p&amp;lt;*

se promenent journellement p

parp; on demands comment il faut arranger leurs promenades
de telle sorte que chacune des jeunes filles se trouve successi-

vement line seule fois en compagnie de toutes les antres.

En eftet, supposons que Ton ait pu former le tableau des pro

menades p par p de n jeunes filles; d abord n est un multiple

de p\ de plus, chaque demoiselle se trouve chaque jour avec

(p i) autres; par suite, le nombre total des promenades des n

jeunes filles doit etre Nous aliens demontrer que le pro

bleme est possible pour np jeunes filles reunies p par^?. En effet,

le nombre des promenades doit etre
;
on obtiendra ce

j*-i
nombre :

iPar - -
promenades particulieres des demoiselles suppo-

sees egalement reparties dans p pensionnats;

2 Par n promenades generales obtenues par un precede ana

logue a celui que nous venons d indiquer plus haut, et Ton a bien

n i np i

\-n =
p-i p-i

En supposant d abord n = p, on arrive ainsi de proche en
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proche au cas d& p? demoiselles. Nous ferons voir ulterieurement

que ces problemes se ramenent a la theorie des carres diaboliques

et, par suite, aux principes fondamentaux de la geometric des

tissus a fils rectilignes.

(A)

ENCORE LES NEUF MUSES.

On peut resoudre plus simplement le probleme des neuf muses

dela maniere suivante : Designons les neuf muses par les lettres

a, b, c, d, e,f, g, h, k\ et considerons le tableau

a b c

def
\ ghk

Pour la premiere reunion, on groupera les lettres parlignes, ce

qui donne les trois triades

I. abc, def, ghk.

Pour la deuxieme reunion, on groupera les lettres par colonnes

verticales, ce qui donne les triades

II. adg, beh, cfk.

Pour la troisieme reunion, on groupera les lettres parallelement

a la diagonale ak} en supposant que Ton ecrive une seconde fois

le tableau (A) a la droite du premier; on a ainsi les triades

III. aek, bfg, cdh.

Enfin, pour la quatrieme reunion, on groupera les lettres paral-
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lelement a la diagonale eg, en supposant encore que Ton double

le tableau (A) on forme ainsi les triades

IV. ceg, afh, bdk.

II est facile de voir que deux lettres quelconques ne se trouvent

qu une seule fois dans 1 une des triades precedentes, puisque les

lignes qui joignent deux quelconques des neuf lettres ont des

inclinaisons differentes. En consequence, le tableau (A) nous

designera, pour abreger, les quatre reunions des neuf muses.

PROBLEME DE M. WALECKI.

Le tableau (A) ne renrerme pas toutes les combinaisons des

neuf lettres prises trois a trois; en effet, on sait, par une formule

bien connue, que le nombre des combinaisons de neuf lettres

trois a trois est 84. II y a done lieu de se demander si, avec les

72 autres combinaisons, il est possible de former des tableaux

analogues au tableau (A); en d autres termes, nous allons re-

soudre le probleme suivant :

Disposer les quatre-vingt-quatre combinaisons de neuf lettres

prises trois a trois en sept tableaux de dou^e triades, de telle

sorte que Von rencontre dans tons les tableaux chacune des neuf

lettres une fois et une seule fois avec les huit autres.

Pour plus de commodite, nous ecrirons le tableau des douze

triades des neuf lettres sous la forme

P a b

I. c d O

e f S
E, LUCAS. Recreations mathem., II. i3
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On obtient un nouveau tableau de quatre reunions satisfaisant

aux conditions de 1 enonce, en laissant fixes P et Q, et en per-

mutant circuiairement les sept lettres a, b, c, d, e,f, g, c est-a-

dire en remplacant chacune d elles par la suivante, et la derniere

par la premiere; on a ainsi le nouveau tableau :

II.

P b c

d e Q
f 8 *

De plus, on obtiendra cinq autres tableaux par de nouvelles

permutations circulaires.

En effet, dans le tableau
( i), nous pouvons considerer quatre

sortes de tnades :

1 Celles qui contiennent a la fois P et Q;

2 Celles qui contiennent P sans contenir Q;
3 Celles qui contiennent Qsans contenir P;

4 Celles qui ne contiennent ni P ni^Q.

La combinaison contenant P et Qdans le premier tableau est

PQ/; par permutations circulaires successives, on aura, pour le

premier tableau et les suivants, les triades

PQ/, PQg-, PQ*, PQ, PQc, PQrf, PQe,

et Ton voit que ces triades sont bien distinctes. puisqu elles dif

ferent par la derniere lettre.

Les combinaisons du premier tableau qui contiennent P sans

contenir Q sont

Pab, Pee, Pdg;

par permutations circulaires successives, la premiere d entre elles

donne les triades

III. Pab, Pbc, Pcd, Pde, Pef, Pfg, Pga.
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Toutes ces combinaisons sont distinctes, puisque la deuxieme

leitre de chacune d elles est differente, et que la troisieme est

celle qui suit immediatement la deuxieme dans 1 ordre circulaire

abcdefga. Nous dirons que ces combinaisons appartiennent au

typeP (o).

De meme, par permutations circulaires successives, ladeuxieme

combinaison Pee donne les rriades

IV. Pee, Pdf, Peg, Pfa, P gb, Pac, Pbd.

Toutes ces combinaisons sont distinctes, puisque la deuxieme

lettre de chacune d elles est distincte, et que la troisieme se

rencontre toujours deux rangs apres la deuxieme dans 1 ordre cir

culaire deja considere; nous dirons que ces combinaisons appar

tiennent au type P (i); d ailleurs, elles different evidemment des

triades de la suite III.

La combinaison Pdg appartient au type P (2); elle donne

par permutations circulaires successives sept combinaisons diffe-

rentes entre elles, et distinctes des triades des series III et IV.

On fera le meme raisonnement pour les combinaisons conte-

nant Q sans contenir P, c est-a-dire

et qui appartiennent respectivementaux types Q(o), Q (i), Q(2).

Enfin les combinaisons qui ne contiennent ni P ni Q sont

efg, gac, deb, bcf, fad;

dans la premiere, il n y a pas d intervalle de e a f, ni de/a g

dans 1 ordre circulaire, mais de g a e il se trouve quatre lettres

intermediaires; nous dirons que cette combinaison appartient au

type 004; en operant de meme pour les suivantes, on trouve que
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les cinq triades qui ne contiennent ni P ni Qappartiennent aux

types
004, oi3, o3i, 022, 112;

ces types sont distincts, et, par suite, les permutations circulaires

successives de ces triades donneront trente-cinq combinaisons

necessairementdifferentes entre elles, et distinctes des p.recedentes.

Ainsi, en resume, nous avons groupe en sept tableaux de

quatre reunions, c est-a-dire de douze combinaisons, les quatre-

vingt-quatre combinaisons trois a trois de neuf lettres. Dans les

combinaisons de chaque reunion, on ne trouve qu une seulefois

les combinaisons des lettres prises deux a deux, et les combinaisons

trois a trois sont differentes dans rensemble des tableaux.

SOLUTIONS DE PEIRCE.

Nous avons recu, pendant I impression, un memoire tres inte-

ressant sur le probleme des jeunes filles (*). Get article nous a

eteadresse,de Washington, par le filsdel auteur,M. C.-S. Peirce,

bien connu pour ses curieuses publications sur YAlgebre de la

Logique. Nous nous bornerons, pour 1 instant, a reprendre le

probleme des quinze jeunes filles et a exposer une solution bien

differente de celle que nous avons indiquee ci-dessous. Ajoutons

cependant que la solution moins simple de M. Frost conduit a

une generalisation qu on ne retrouve pas ici.

( ) Cyclic solutions of the school-girlpu^le, by BENJAMIN PEIRCE, professor
of Astronomy and Mathematics in Harvard University. (

The Astronomical
Journal, de Gould, vol. VI, p. 169-174. Cambridge, Massachussets, 7 de-

cembre 1860).
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Designons par p Tune des jeunes filles; divisons les quatorze

autres en deux groupes de sept, et representons les par

cela pose, consideronsl un quelconque des trois tableaux

P p &amp;lt;*i Pi

a* dr. b s

a* a
c&amp;gt; b$ as b 1

Chacun d eux renferme les quinze jeunes filles groupees trois

par trois; de plus, dans un meme tableau, la difference des

indices de deux lettres semblables n est jamais repetee deux fois;

il en est de meme de la difference entre les indices d une lettre a

et d une lettre b\ par consequent, si Ton prend pour promenade

du dimanche celle qui correspond au premier tableau, par exemple,

on obtiendra celle du lundi en augmentant d une unite les

indices de a et de b, celle du mardi en augmentant de deux unites

les indices de a et de &, et ainsi de suite, en ayant soin de sup-

primer dans ces indices les multiples de 7.





SEPTIEME RECREATION.

LE JEU D HAMILTON

Monsieur Paul Bert, membre de I Institut, professeur

de physiologie a la Sorbonne.

On dirait que la nature a fait comme ces

viergesqui conservent longtemps ce qu elles

ont de plus precieux et se laissent ravir en

un moment ce meme tresor qu elles ont con

serve avec tant de soin et defendu avec tant

de constance.

(MONTESQUIEU. Discws a I Academit

dcs Sciences de Bordeaux. 5 novembre 1717.)





SEPTIEME RECREATION .

LE JEU D HAMILTON,

LE
jeu qui fait 1 objet de cette recreation a etc imagine par

1 illustre Hamilton, Finventeur de la methode des Qua

ternions, pour servir d exemple a divers calculs de cette

theorie. On trouve a Londres deux formes differentes de ce jeu

sous les titres : The Travellers Dodecahedron, or a voyage
round the world, and the Icosian Game, invented by Sir

William Rowan Hamilton, Royal Astronomer of Ireland
,

forming a new and highly amusing gamefor the drawing room,

particularly interesting to students in mathematics of illus

trating the principles of the Icosian Calculus. Published by

John Jaques and son, Hatton Garden; London, 1859.

Mais, avant d expliquer les regies et la theorie du jeu, il est

indispensable d entrer dans quelques details sur le pentagone et

sur le dodecaedre reguliers. Nous avons profite de 1 occasion

pour montrer au Ucteur les formes des polyeJres reguliers etoiles,

qui se deduisent tous du dodecaedre regulier convexe.
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LE NCEUD DE CRAVATE.

On trouve dans tons les Traites de Geometrie la construction

du pentagone regulier a 1 aide de la regie et du compas. On salt

encore que Mascheroni a donne le moyen de construire le penta

gone a 1 aide da compas seul. Enfin, on peut obtenir le pentagone

regulier en faisant le noeud de sa cravate de la maniere suivante
(

*

)
.

Avec la cravate. un ruban ou une bandelette de papier a bords

paralleles, on fait un noeud simple et serre, sans froisser 1 etoffe

ou le papier, ainsi que nous Tavons represente dans \&fig. 91 ;

Fig. 91.

les traits fins designent les bords du papier; les traits plus forts

sontles plis; les parties blanches comprises dans leperimetre forme

(
J

)
On trouve ce precede, sans de monstration, dans 1 Ouvrage d URBANO

D Aviso, Trattato della sfera e Pratt iche per nso di essa. Col modo di fare
la figura celeste. Opera cavata delli manoscritti del P. Bonaventura Cava-

lieri, etc., p. 255 (Rome, 1682). On y trouve aussi la construction de 1 he-

xagone.
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par les traits pleins appartiennent a Tcndroit, et la partie ombree

appartient a 1 envers. II s agit de demontrer que la figure ABODE

represente un pentagone regulier, lorsque Ton suppose le papier

sans epaisseur,

En developpant la bande de papier sur le prolongement du

trapeze ABCD, on trouve trois autres trapezes

D E&quot;AB, CDE A
,

E A B C
,

dans lesquels les lettres pareilles viennent coincider lorsque Ton

reforme le noeud; de telle sorte que

A et A sont symetriques par rapport a la droite CD,
D et D AB,
G et C A E .

De 1 egalite des angles A E D et AE&quot;D
,

il resulte que AB est

parallele a A E ; par suite A E = D E&quot; et Ton a

(1) AE:=AE&quot;r=A E := DE=rDE = D
E&quot;;

de 1 egalite des angles ABC et A B G
,

il resulte AE=^ B G
,
et

aussi

(2) AB = A B = BC = B G ;

enfin, de 1 egalite des angles BAE&quot; et B A E
,
il resulte AB = AE.

Done les dix longueurs contenues dans les egalites (
i

)
et (2) sont

egales entre elles ; mais, dans le parallelogramme A B A E
,
on a

BCr= DE
;
doncAD CA

,
et le parallelogramme A GA D est

un losange.

On en deduit Tegalite des quatre trapezes; par consequent la

figure ne contient que deux sortes de lignes de longueurs diffe-

rentes; par suite les triangles ABC, BCD CDE sont egaux, et
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la figure ABODE est un pentagone regulier, puisque tous ses

angles sont egaux entre eux, ainsi que les cotes.

LE DODECAEDRE CONVEXE,

On trace sur unefeuillede carton un pentagone regulier; puis

on construit sur chacun des cotes un pentagone exterieur egal

au premier, et 1 on decoupe le contour de la figure.

Si Ton replie la figure ainsi tracee autour des cotes du premier

pentagone, et si Ton reunit, par une bandelette de papier, les

aretes issues d un meme sommet, pour les pentagones exterieurs,

on forme ainsi une sorre de corbeille (fig 92). On construit une

seconde corbeille egale a la premiere ;
ces deux corbeilles peuvert

s emboiter Tune dans l autre,le long des aretes exterieures,et Ton

forme un polyedre regulier que Ton nomme dcdecaedre regu-
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Her convexe
(

l

) (fig. 98 ).
II est limite par douze pentagones

reguliers; il a vingt sommets et trente aretes.

On peut encore obtenir le dodecaedre regulier avec deux lon-

gues bandes de papier. Pour cela, on fait successivement, avec

Fig. 93.

\\
r

une bande, trois noeudspentagonauxdanslememe sens (fig. 98),

puis trois noeuds pentagonaux dans le&quot;sens inverse; on fait une

seconde bande egale a la premiere ;
il ne reste plus qu a reunir ces

deux bandes, apres les avoir pliees le long des cotes communs des

pentagones, en les engrenant Tune dans 1 autre, comme les cor-

beilles dont nous venons de parler, ou mienx encore, comme les

deux morceaux de la peau qui recouvre une balle elastique.

( )
Cette figure et les autres figures ombrees de cette recreation sont

extraites du Traite de Geometric de MM. Rouche et de Comberousse.

Paris, Gauthier-Villars et fils, 1891.
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LES DODECAEDRES ETOILES

Si I on prolonge les cotes d un pentagone regulier, on obtient

une nouvelle figure reguliere que Ton appelle pentagone etoile.

Par des precedes analogues, on peut deduire du dodecaedre ordi

naire trois autres solides ou polyedres reguliers que I on appelle

dodecaedres etoiles.

Fig. 94.

En prolongeant, dans ledodecaedre ordinaire, les aretes qui for-

ment les cotes des douze pentagones, on obtient le dodecaedre

etoile de troisieme espece, a faces etoilees (fig. 94).
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Si, dans le dodecaedre ordinaire, on prolonge le plan qui con-

tient chaque face jusqu a la simple rencontre des plans des cinq

Fig. 9 5.

faces qui entourent la face opposee, on obtiendra le dodecaedre

etoile de troisieme espece, a faces convenes (fig* 95).

Enfin, si Ton prolonge les aretes qui, dans ce dodecaedre de

troisieme espece, forment les cotes des douze pentagones, on

obtient le dodecaedre de septieme espece (fig. 96).

Les polyedres reguliers d especes superieures ont etc decouverts

par Poinsot (Journal de I Ecole Polytechnique, T. IV) ;
ils

ont ete rattaches aux polyedres convexes par Cauchy (meme

Journal, T. IX) ;
leur theorie a ete considerablement simplifiee

par M. J. Bertrand (Comptes rendus de rAcademic des Sciences,

T. XLVI). En ajoutant la sphere aux cinq polyedres reguliers
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convexesj et aux quatre polyedres etoiles (voir plus loin], on

Fig. 96.

remarque ainsi qu il existe, dans 1 espace a trois dimensions,

dix corps reguliers.

VOYAGE AUTOUR DU MONDE.

Le jeii connu en Angleterre sousle nom de : The Travellers

Dodecahedron, ouA voyage round the world, se compose essen-

tiellementd un dodecaedre regulier, en bois, munid un manche

fixe au centre de 1 une des faces, et que Ton tient de la main

gauche. Les sommets du dodecaedre sont garnis de clous a large

tete, en ivoire ou en metal. Les vingt sommets du dodecaedre,

qui sont designes par les vingt consonnes de 1 alphabet, repre-

sentent par convention les initiales des villes suivantes :
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Les trente aretes du dodecaedre sont marquees par des traits

noirs, et represented les seules routes par lesquelles le voyageur

peut passer pour aller d une ville a 1 autre.

On suppose que deux voyageurs partent en meme temps de la

meme ville, voyagent de compagnie sur les routes tracees, pour
visiter quatre autres villes voisines sur le parcours. Alors le pre

mier voyageur revientsursespas pours arreter au point de depart,

tandis que 1 autre doit continuer son chemin et ne rejoindre son

camarade qu apres avoir visite toutes les autres villes, mais une

seule fois. Supposons, par exemple, que les deux voyageurs par-

tent de Bruxelles, en passant successivement par Canton, Delhi,

Francfort et Geneve. Le premier revient a Bruxelles et le second

doit passer successivement une seule fois par les quinze autres

villes et revenir a Bruxelles (M.

Si Ton ecrit, sur un dodecaedre en carton ou en bois, les vingt

consonnes dans 1 ordre represente dans les diverses figures, on voit

que Ton obtient immediatement une premiere solution en suivant

Tordre alphabetique.

Pour realiser cette promenade dodecaedrique, et pour se rap-

peler les diverses villes traversees, Tun des joueurs prend une

ficelle qu il fixe par Tune de ses extremites a 1 aide d une boucle

(

1

)
Ce jeu a e te suggere a Hamilton par cette remarque de M. Kirkmann

qu un circuit d aretes passe dvidemment par tous les sommets du dode

caedre [Memoire sur les Polyedres (Philosophical Transactions, i858,

p. i6o)J.

E. LUCAS. Recreations mathem., II. 14
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sur Tun des sommets, et la guide successivement le long des

aretfcs en tournant autour des sommets. D apres la regie du jeu,

on ne peutdonc entourer deux fois Tun des clous places aux som

mets, et Ton doit revenir au depart. Ce premier probleme, que

nous appellerons le probleme des routes cycliques, est toujours

possible, et comporte.commenous le ferons voir, deuxou quatre

solutions, d apres les positions respectives des cinq villes ini-

tiales.

Ainsi, en donnant comme initiales les cinq villes BCDFG, on

a, en dehors de la solution alphabetique, une seconde solution

BGDFGHXWRSTVJKLMNPQZ.

LE JEU ICOSIEN.

Le jeu nomme The Icosian Game se compose d une planchette

en bois sur laquelle on a dessine \&fig. 97. Les sommets sont

perces de trous, dans lesquels il s agit de placer vingt pions nu-

merotes, en porcelaine ou en ivoire. Les pions sont numerotes de

i a 20 et doivent etre places dans 1 ordre numerique, d apres les

diverses conditions exigees par Fun des deux joueurs.

Ge jeu ne differe du precedent que par la forme exterieure; en

effet, si Ton suppose 1 ceil d un observateur place en dehors

d un dodecaedre a une petite distance du centre dela face opposee

a BCDFG, la perspective des sommets et des aretes du dodecaedre

sur le plan de la face BCDFG donne precisementla figure dujeu

icosien. II resulte evidemment de cette remarque que Ton peut

varier la forme du reseau des lignes de 1 icosien, en faisant la
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perspective du dodecaedre d un point quelconque sur un plan

quelconque, pourvu que deux sommets ne coincident pas dans

cette perspective.

En retablissant, par la pensee, la figure du dodecaedre dans

1 espace, on retrouvera la symetrie qui disparait dans les diffe-

rentes perspectives.

Pour familiariser le lecteur avec la pratique de 1 icosien, nous

Fig. 97.

donnerons encore les exemples suivants :

EXEMPLE I. On donne les cinq villes initiales BCPNM;
tracer une route cyclique.

Ge probleme ne comporte que les deux solutions

BCPNMDFJ
KLTSRQZXWVJHG
(GHXWVJKLTSRQZ,
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EXEMPLE II. On donne les cinq villes initiates LTSRQ;
tracer une route cyclique.

Ce probleme comporte quatre solutions

ZXWVJHGBCPNMDFK,
ZBCPNMDFGHXWVJK,

Q ZBGHXWVJKFDCPNM,
PNMDCBZXWVJHGFK.

EXEMPLE III. On donne les cinq villes initiates JVTSR;
tracer une route cyclique.

Ge probleme n a que les deux solutions

JVTSRWX ZQPNMLKFDCBGH,
HGFDCBZQPNMLK.

THEORIE DE M. HERMARY.

Parmi les diverses theories de ce jeu, nous exposerons celle qui

nous a ete communiquee par M. Hermary, chef d escadron d ar-

tillerie. Cette methode nous parait encore plus ingenieuse que la

theoriedu solitaire donnee par le memeauteur (voir le Tome I.).

Lorsqu un mobile parcourtles aretes d undodecaedrede maniere

a revenir a son point de depart sans passer plus d une fois par le

meme sommet, sa trajectoire divise la surface en deux segments.

On peut supposer que cette surface soit realisee materiellement,

en carton mince, par example, et qu elle se trouve decoupee

suivant la trajectoire; on obtiendra ainsi deux segments sepa

rable*.

Posons la condition que le mobile devra visiter tous les sommets

et cherchons quelle en sera la consequence pour la nature des
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segments. Un pentagone quelconque de 1 un des segments ne

pourra toucher ses voisins que par des cotes non consecutifs; car,

si deux cotes de contact se trouvaient consecutifs, le sommet ou

ils se reunissent ne pourrait etre visite par le mobile. Done chaque

pentagone touche ses voisins par deux cotes au plus, c est-a-dire

que ces pentagones se succedent comme les anneaux d une chaine.

Par suite, les deux segments sont susceptibles d etre rabattus

dans un plan quelconque par des rotations successives autour des

cotes de contact.

Les fig- 98 et 99 representent le developpement des deux

Fig. 98.

M

segments que Ton trouve dans la premiere solution que nous

avons donnee plus haut, en suivant 1 ordre alphabetique. Ces

deux segments sont assujettis a pouvoir s emboiter de maniere a

reproduire la surface du dodecaedre; les lettres de meme nom

indiquent les sommets qui doivent coincider. Quelle que soit la

route cyclique, les perimetres des deux segments presentent done

le meme nombre de cotes, et puisque Tadjonction d un pentagone

a Tun des segments, quelle que soit sa forme, augmente le nombre
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des sommets de trois unites, le nombre des pentagones est le meme
dans les deux segments. Ainsi done chacun des deux segments

d une route cyclique est necessairement forme de six pentagones.

Dans la Jig. 98, les lettres C, D, F designent des sommets

simples ; B, G, H des sommets doubles-, cette denomination n a

pas besoin de commentaire. Les sommets doubles de Tun des

segments correspondent aux sommets simples de 1 autre, et reci-

proquement, puisqu apres l emboitement tous les sommetsdoivent

etre triples. Or, danschaque segment, il y a necessairement deux

X

pentagones extremes ayant chacun trois sommets simples conse-

cutifs; done il doit se presenter aussi deux fois trois sommets

doubles et consecutifs. Par un precede analogue, on demontreque

chacun des segments ne peut avoir deux ou quatre sommets sim

ples consecutifs.

En examinant toutes les dispositions que Ton peut donner a

une chaine de six pentagones consecutifs, en tenant compte des

conditions que nous venons d indiquer, Ton se convaincra faci-

lement qu on ne peut trouver d autres segments que celui des

fig. 98 et 99, oula disposition symetrique. Or cette derniere etant

tracee sur un papier transparent devient identique a la premiere
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lorsque le lecteur retourne la feuille pour 1 examiner a 1 envers.

Done, si Ton convient que la figure peut etre envisagee par 1 une

ou 1 autre des faces
(

*

) ,
on pourra formuler la proposition suivante .

THEOREMS. La trajectoire dun mobile qui a visite tons les

sommets du dodecaedre et qui est revenu a son point de depart,

sans avoir passe plus d*une fois par le meme sommet, peut tou-

jours etre represenlee par leperimetre dun assemblage de six

pentagones disposes comme ceux de lafig. 98.

II est evident que ce theoreme permet toujours de trouver les

solutions du premier probleme d Hamilton. En effet, il suffit

de rechercher de combien de manieres le debut donne peut etre

identifie avec une certaine partie de la trajectoire qui a etc definie

ci-dessus. Cette methode resout done la question; nous invitons

le lecteur a 1 appliqueraux exemples deja donnes; c est le meilleur

moyen de se rendre maitre du jeu. Cependant nous devons faire

observer qu elle n est pas commode pour determiner le nombre

des solutions qui conviennent dans chaque cas. Nous donnerons

done une regie pratique fort ingenieuse imaginee encore par

M. Hermary.

REGLE PRATIQUE.

Le mobile qui decrit une route cyclique, ayant parcouru deux

cotes consecutifs tels que FGet GH, peut continuer sa route sui-

vant HJ ou suivant HX. Dans le premier cas, il reste sur le pen-

(

1

) Cette convention est parfaitement justifiee, car on peut choisir ad

libitum la face sur laquelle on a rabattu les pentagones de chaque segment;
d ailleurs on peut aussi bien supposer Tobservateur a I interieur ou a 1 exte-

rieur du dodecaedre. Quant a la trajectoire dont il est ici question, on doit la

considercr comme I analogue d un grand cercle de la sphere.
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tagone dont faisaientpartie les deux premiers cotes; nousdirons

alors qifil y a permanence; dans le second cas, le mobile passe

sur un autre pentagone, et nous dirons qu il y a variation. Dans

ce qui suit, nous designerons cesdeux genres differents de depla-

cement par les lettres initiales p et v.

Reprenons la route cyclique de la fig. 97. Ayant decrit BCD,
le deplacement sur DF sera designe par p, ainsi que le depla-

cementsurFG; mais le deplacement sur GH sera note par v.

Cela pose, en placant, entre chaque lettre et au-dessous de la no

tation de la route cyclique, 1 une des deux lettres p ou v qui

convient, on a

BGDFGHJKLMNPQRSTVWXZBGD
. p p v p p v v v v v p p v p p v v v v v.

On observera que nous n avons pu noter le genre du depla

cement sur BCD qu a la fin de la route. La seconde ligne du

tableau precedent se compose de deux parties egales composees de

dix termes. La periode de dix termes est ecrite ci-dessous avec un

Numero d ordre correspondant, pour chaque deplacement

i. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.

p. p. v. p. p. v. v. v. v. v;

c est-a-diredewrpermanences, une variation, deuxpermanences,

cinq variations. Si Ton ecritla double serie de ces lettres sur une

circonference, la periode se reproduit lorsqu on la renverse_, mais

en commencant a un endroit different
;

il suffit done de considerer

cette serie dans un seul sens
( ).

Lorsque 1 on donne les cinq villes initiales, les deux derniers

(
1

)
On voit immediatement I explication de ce fait, si Ton observe que les

lettres inscrites le long des perimetres des deux segments se succedent en

sens inverses et avec des points de depart differents
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cotes donnent deux deplacements qui peuvent etre notes d apres

les conventions precedentes. Par suite, pourtrouver les solutions

qui correspondent a chaque cas particulier, il suffit de chercher

en quels points de la periode se presentent deux deplacements

consecutifs pouvant etre identifies avec ceux du probleme. Pour

donner un exemple, reprenons la premiere solution; les deux

premiers deplacements sur DF et FG sont notes par la suite pp\

or, dans la periode cyclique precedente, on ne trouve que deux

tbis la suite pp\ done le probleme comporte deux solutions.

Lorsque Ton donne cinq villes initiales, on ne peut rencontrer

que quatre cas, qui sont les suivants :

pp, pv, vp, vv;

en appliquant la methode precedente,, on trouvera facilement les

nombres de solutions que nous resumons dans le tableau suivanr,

avec les numeros de la periode qui correspondent au troisiemc

cote de la route.

Nombrc des routes cycliques commer^ant par cinq sommcts.

NOMBRE DES SOLUTIONS.

Au lieu de se donner cinq villes initiales, on peut en prendre un

nombre different. La methode de M. Hermary permet de re-
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soudre le probleme dans tous Jes cas et de determiner le nombre

des solutions. On trouve ainsi que Ton peut tracer trente routes

cycliques differentes sur le dodecaedre: c est le nombre des so

lutions du probleme d Hamilton quand on suppose que Ton se

donne un sommet;on trouve ensuite vingt routes pour deux

sommets et ainsi de suite. Ces resultats sont consignes dans le

tableau suivant.

Nombre des sommets. Nombre des solutions.

i 3o,

2 20,

3 10,

4 6 ou 4,

5 4 ou 2
,

6 3,2, i ouo,

7 2, i ou o,

8 ou plus i ouo.

A partir de huit sommets, il n y a jamais plus d une solution,

et les cas d impossibilite deviennent de plus en plus nombreux

au fur et a mesure que le nombre des sommets augmente.

On voit, par ce qui precede, que, dans cette question et dans

d autres du meme genre, le nombre des conditions a fixer pour

les donnees d un probleme sont loin d etre determinees comme

dans les problemes de Geometric.

Le nombre de cinq sommets a ete choisi d une maniere ration-

nelle, parce que c est celui qui donne le plus petit nombre de solu

tions sans qu il y ait cependant aucun cas d impossibilite.

REMARQUE i. Lorsque Ton a trace une route cyclique, les

dix autres aretes non parcourues du dodecaedre forment un

systeme complementaire d une route cyclique. II possede cette

propriete que ces dix lignes n ont aucun sommet commun. On

peut done remplacer la definition du jeu de 1 icosien parcelle-ci :
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On trace sur la surface du dodecaedre une, deux,trois, quatre,...

aretes consecutives ; cela pose, trouver, dans 1 ensemble des

autres aretes, un systeme de dix aretes n ayant aucun point com-

mun. A toute solution de 1 icosien correspond une solution et

une seule dans ce nouveau jeu ;
ainsi il existe trente systemes

differents de dix aretes isolees
; puis, si Ton choisit une arere

(qui correspond a deux sommets)^ il y a vingt systemes de dix

aretes isolees parmi vingt-neuf aretes donnees du dodecaedre ;
il

ya dix systemes de dix aretes isolees, parmi le systeme des

aretes du dodecaedre diminue de deux aretes consecutives et

donnees; etc.

REMARQUE n. Onpeut aussi remplacer 1 icosien par une partie

determinee d un jeu de dominos du double-as au double -vingt ;

en eflet, si 1 on remplace les consonnes B, G, D,..., Z, par les

nombres i, 2, 3,..., 20, a toute arete telle que BC correspond un

domino, tel que 1-2
;

et ainsi aux trois aretes BC, BG, BZ cor

respondent les dominos 1-2, i-5 et 1-20. On remplace ainsi les

aretes par trente des de ce jeu de dominos, et il s agit de former,

avec vingt d entre eux, une disposition, d apres la regie du jeu, de

telle sorte qu un point soit repete deux fois,etpas davantage. Les

autres problemes d Hamilton que nous aliens considerercondui-

sent encore a des problemes analogues surcejeude dominos.

LES ROUTES FERMEES.

On peutse proposer, sur le jeu d Hamilton, uncertain nombre

d autres problemes dont il reste a perfectionner la theorie. M. Her-

mary pense que sa methode pourrait s appliquer au probleme des

routes fermees/ mais elle exigerait quelques tatonnements
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PROBLEME. On donne trois villes initiales. placer tons les

aiitres pions suivant line route necessairement different* d une

route cyclique, pour s arreter a line ville donnee.

On suppose encore qu il n est permis de passer qu une seule

fois par toutes les villes. Ce deuxienieprobleme d Hamiiton com-

porte o, i, 2 ou 4 solutions, suivant les cas.

EXEMPLE I. On donne les trois villes initiales BCD
;
termincr

le trajet en T.

II n y a qu une solution

BCDFGHXZQPNMLKJVWRST.
EXEMPLE II. Memes initiales; rinir en W.
II n y a que deux solutions.

I FGHXZQPNMLKJVTSRW,
/ MLTVJKFGHXZQPNSRW.

EXEMPLE III. Memes initiales; finir en J.

11 n y a que deux solutions.

BCD !

MLTVWRSNP Q-ZXHGFKJ
/ MNPQZXHGFKLTSRWVJ.

On trouvece meme nombre de deux solutions pour les memes

initiales. lorsqu on (init en K, L, N ou V.

BCD *

FGHJVTSRWXZ QpNMLK
&amp;gt;

\
FGHXZQPNMLTSRWVJK.

BCD *

MNP QZXHGFKJVWRSTL
&amp;gt;

\
MNPQZXWRSTVJHGFKL.

BCD \

MLKFGHJVTSRWXZpQN .

\
MLTSRWVJKFGHXZQPN.
FGHJKLMNPQZXWRSTV,
MNPQZXWRSTLKFGHJV.
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BCD

EXEMPLE IV. Memes initiales; finir en R.

II y a quatre solutions.

FGHJKLMNPQZXWVTSR,
MLKFGHJVTSNPQZXWR,
MLTSNPQZXHGFKJVWR,
MNPQZXWVJHGFKLTSR.

EXEMPLE V. Memes initiales; finir en M.

Le probleme est impossible ;
il Test encore en prenant pour

la fin du trajet 1 une des villes F, H, P, Q, S, X.

On peut toujours supposer que les trois premieres villes ini

tiales sont B C D, sur ledodecaedre,, a cause de la symetrie. Nous

avons donne les solutions pour quinze villes finales, en exceptant

les villes M et F qui donnent des routes cycliques; le probleme

est done resolu. En se donnant M ou F, pour la fin du trajet, en

retrouverait le premier probleme cTHamilton avec quatre villes

initiales, et Ton aurait alors quatre ou six solutions.

LES IMPASSES.

Dans le troisieme probleme d Hamilton, on donne plusieurs

villes initiales consecutives
;
il s agit de placer un certain nombre

de pions, donne d avance, de maniere qu il soit impossible, d a-

pres la regie ordinaire du jeu. d en placer un de plus. Voici quel-

ques exercices.

EXEMPLE I. On pose les pions 1,2, 3,4, sur les villes

B C D M ;
on doit se trouver arrete apres avoir pose le dixieme

pion.

Une solution. BGDMLKJHGF.
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EXEMPLE II. On pose lespions i, 2, 3,4, sarlesvillesXWVT;

on doit se trouver arrete apres avoir pose le dixieme pion.

Une solution. - XWVTLKFGHJ.
EXEMPLE III. On pose les pions 1,2,3,4,5, sur les villes

SNPQR ;
tracer une route cyclique avec les seize premiers pions.

Une solution. SNPQRW VJ HGBCDMLT.
Dans le quatriemeprobleme d Hamilton, on suppose qu il est

defendu de passer par une certaine ville, que Ton bouche avec le

pion portant le n 20. II faut alors couvrir le reste du easier,

d apres certaines conditions analogues aux precedentes.

EXEMPLE IV. On donne les trois villes initiales BCD sur

lesquelles on place les pions 1,2, 3
;
on interdit le passage dans

la ville P que Ton couvre du n 20 ; il s agit de couvrir le reste de

1 icosien d apres la regie ordinaire, en terminant au sommet F.

11 y a deux solutions

MNSTLKJVWRQZXHGF,
BGD

I MNSRQZXWVTLKJHGF.
EXEMPLE V. On donne les memes initiales

;
on place le n 20

sur la ville L
; placer tous les autres pions d apres la regie ordinaire

en finissant sur une ville non-adjacente a L.

Le probleme comporte deux solutions

(
MNPQZXWRSTVJKFGH,BGD

i MNPQZXHGFKJVTSRW.

TRANSFORMATIONS DE LlCOSIEN.

On peut remplacer le dodecaedre par d autres polyedres regu-

liers; mais, si Ton conserve les regies de 1 Icosien, il faut, pour

appliquer la theorie, que le nombre des aretes qui aboutissent
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aux sommets soit egal a trois. Gette condition est remplie dans le

tetraedre (fig. 100) et dans le cube (fig. 101).

Fig. 100. Fig. lor.

Mais alors le jeu devient tres simple, soit qu on 1 execute sur

Fig. 102.

des solides en carton, soit sur leurs perspectives; cependant on
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peut projeter le cube de telle sorte que le probleme presente une

certaine difficulte.

Hamilton a indique lui-meme une transformation de Tlcosien.

Si Ton joint les centres de toutes les faces du dodecaedre aux

centres dcs cinq faces adjacentes, on determine les aretes d un

autre polyedre regulier, qu on appelle icosaedre (fig. 102); sa

surface se compose de vingt triangles equilateraux reunis cinq. par

cinq aux douze sommets; le nombre des atetes est egal a trente,

Fis. io3.

comme dans le dodecaedre. Ainsi Je nombre des sommets ou des

faces de 1 icosaedre est egal au nombre des faces ou des sommets

du dodecaedre, et le nombre des aretes est le meme. D ailleurs, si

Ton joint les centres de toutes les faces de 1 icosaedre aux centres

des trois faces adjacentes, on determine les aretes d un nouveau

dodecaedre, que 1 ondeduit ainsi de 1 icosaedre, comme on deduit

1 icosaedre du dodecaedre (voir la note IV).
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On obtient 1 icosaedre etoile, que Ton appelle icosaedre de sep-

tiemeespece(fig. io3),en prolongeant chaque face dc 1 icosaedre

ordinaire jusqu a la rencontre des plans des trois triangles qui

entourent la face opposee a celle que Ton considere
(

1

)
.

THE TRAVELLERS ICOSAHEDRON.

Le jeu que nous avons decrit precedemment sous le nom du

voyage autour du monde ou The Travellers Dodecahedron

se transforme facilement dans le suivant, en remplagant les

sommets du dodecaedre par les faces de 1 icosaedre. Dans ce

nouveau jeu, ii s agit de traverser successivement une seule fois

chacune des vingt faces de 1 icosaedre, en franchissant par le

milieu vingt des trente aretes de ce polyedre, tandis que, dans

Tautre jeu, il s agissaitde traverser successivement une seule fois

chacun des sommets, en suivant vingt des trente aretes du dode

caedre. On peut done se proposer les memes problemes; si Ton

designe par la lettre b la face de 1 icosaedre qui reunit les centres

des trois pentagones qui contiennent le sommet B du dodecaedre

et si Ton fait la meme convention pour les autres faces, toutes

les solutions du jeu de 1 icosaedre se deduisent des solutions du

jeu icosien, en remplacant les grandes lettres par les petites.

Ces considerations rentrent dans une theorie generale des pro-

prietes de Fetendue, connue sous le nom de loi de la dualite de

Vespace, loi qui a ete merveilleusement exposee dans lestravaux

de trois illustres geometres francais de ce siecle, Brianchon, Pon-

celet, Chasles.

( ) CAUCHY, Journal de VEcole Polytechnique. T. IX, p. 63.

E. LUCAS. Recreations mathem., II. i5
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LE SOLITAIRE ICOSIEN.

On peut transformer 1 Icosien en un jeu analogue a celui du

solitaire. On couvre de pions les vingt cases (fig. 97), et Ton en-

leve un pion ;
il s agit ensuite de prendre successivement tous les

autres, en profitant de la case vide, jusqu a ce qu il n en reste

plus qu un seul. Ainsi, si Ton enleve le pion B, le pion Q ou X

peut prendre le pion Z, et venir se placer en B, ce que nous indi-

O X
querons par la notation -TT ou -^- Nous allons demontrer que la

reussite est toujours possible, en prenant pour cases initiale et

finale deux cases quelconques; d abord on peut toujours sup-

poser, a cause de la symetrie du dodecaedre, que B est la case

initiale et que la case finale est Tune des douze

B,C,D r L,M,N. P, Q,R,S,T,Z.

On joue d abord les treize premiers coups :

^Qsv^^wxKiLBQ^
B G P S N P S&quot; Q D N F C G 5

&quot;

il reste les six pions G, D, F, G, S, N. Dans le tableau suivant :
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la premiere colonne contient ies quatre coups qui suivent le

treizieme, la seconde colonne designe Farete qui joint Ies deux

derniers pions, et la troisieme Tune des quatre cases finales qui

correspond au dernier coup.

On peut se proposer d autres problemes, en terminant par un

certain nombre de pions appartenant a une figure donnee de

forme et de position ;
mais il peut alors se presenter des cas d im-

possibilite.
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NOTE I.

Sur le jeu de dominos.

Si Ton considere un heptagone dont les sommets sont designes par les

chiffres o, 1,2, 3,4,5,6, et si Ton trace toutes les diagonales, 1 ensemble

forme par les cotes et les diagonales de 1 heptagone est la representation

graphique du jeu ordinaire de dominos, en supprimant les doubles. A toute

disposition de dominos, d apres la regie du jeu, correspond un trait continu,

el, par consequent, tout probleme du domino ordinaire revient a un pro-

bleme sur le trace de figures d un seul trait. Le systeme forme par 1 hepta

gone et ses diagonales ne presente que des points pairs, et peut etre decrit

d un seul trait continu qui correspond a une disposition rectiligne du jeu de

dominos. Le probleme de Reiss revient done a determiner le nombre des

manieres distinctes de decrire d un seul trait continu 1 ensemble des cotes

et des diagonales de 1 heptagone.
De meme, si Ton prend un certain nombre de dominos dans le jeu com-

plet, on pourra savoir si, avec tous ces dominos, on peut former une dispo

sition rectiligne; pour cela, on figurera les dominos sur 1 heptagone; la

disposition rectiligne existera, si la figure correspondante contient 2 points

impairs, ou n en contient aucun.

Plusieurs autres jeux se ramenent encore au jeu de dominos, ou inverse-

ment; nous 1 avons montre pour I icosien et nous le ferons voir ulterieu-

rement pour le probleme du saut du cavalier au jeu des echecs.
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NOTE II.

Sur les nombres de Fermat et de Mersenne.

Nous avons vu que le nombre des dispositions du jeu de parquet, pour
un carre forme de 64 carreaux, est egal au carre de la soixante-quatrieme

puissance de 2. En diminuant ce nombre 2 04 de 1 unite, on obtient le

nombre de grains de ble qui recouvriraient 1 echiquier, en supposant un

grain de ble sur la premiere case, deux sur la seconde, quatre sur la troi-

sieme, et ainsi en doublant jusqu ala soixante-quatrieme case. Le nombre
2&quot; i rcntre dans les nombres de Mersenne que nous avons considered

dans la note IV du Tome I. Nous dirons, a ce propos, que M. Le Lasseur

vient encore de trouver que les nombres

sont respectivement divisibles par

11447, i5ig3, 18121, 18287,

et de verifier que les autres nombres 2&quot; i pour vingt-quatre valeurs de

n premier jusqu a 267, n ont pas de diviseurs plus petits que Soooo. Ces

nouveaux calculs nous confirment dans cette opinion que Fermat et Mer
senne possedaient une puissanle methode de decomposition ignoree au-

jourd hui, mais que nous pensons avoir reconstituee en grande partie.

Dans notre voyage a Rome, nous avons pu obtenir de la bienveillance

et de la generosite de Son Excellence le prince B. Boncompagni, la commu
nication de deux precieux volumes de manuscrits contenant plus de qua-
rante lettres inedites de Fermat a Mersenne. Dans une lettre datee de Tou

louse, le 7 avril 1643, on trouve le passage suivant : t Vous me demandez

si le nombre

100 895 5g8 169

est premier ou non, et une methode pour decouvrir, dans 1 espaced un jour,

s il est premier ou compose. A cette question, je reponds que ce nombre

est compose et se fait du produit de ces deux:

898428 et ii23o3,

qui sont premiers. Je suis toujours, mon reverend Pere, votre tres humble

et tres aftectionnd serviteur, FERMAT . Pourse rendre compte de 1 efficacite

de cette methode, on observera d abord qu il n existait pas alors de tables

tres etendues de nombres premiers, et que ces deux facteurs de six chiffres

etaient en dehors des tables; mais on observera encore qu il n existe pas de
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mcthode connue pour decomposer rapidement en facteurs premiers des

nombres de douze chifFres. Si nous comparons avec les methodes plus

modernes, nous voyons Gauss, dans la sixieme section des Disquisitiones

arithmetics, proposant plusieurs methodes pour distinguer les nombres

premiers des nombres composes, et pour decomposer ceux-ci en leurs fac

teurs premiers ; c est, ajoute Gauss, Tun des problemes les plus importants
et les plus utiles de toute TArithmetique (n 829). II prend pour exemple le

nombre

314 1 59 265

qui se ramene immediatement, par la suppression des facteurs 3% 5, 7 a un

nombre de six chiffres que Ton trouve dans les tables de Burckhardt :

997 33i = 127 x 7853.

Les methodes de Gauss seraient impuissantes a resoudre le probleme

propose par Mersenne a Fermat.

Si Ton ne parvient pas a la decomposition des nombres de Mersenne par
1 emploi des diverses methodes connues actuellement, on verifie que ces

nombres sont premiers par 1 application du theoreme suivant analogue au

theoreme de Wilson. Pour que le nombre p = 2 4(7+ 8
i soil vremier, il fauf

et il suffit que la congruence

2 cos ~ft , ( mod. p} t

c cst-a-dire

. vwlV/ i = V2 V2 -Hr V/2-f- v/2-h .--, (mod.p),

soil verifiee apres la disparition successive des radicaux.

En d autres termes, on forme la suite des nombres Vn

i, 3, 7, 47, 2207, ...

tels que chacun d eux, a partir du troisieme, soitegal au carre du precedent
diminue de 2 unites

; on supprime les multiples de p, et si le nombre de

rang 4^-1-2 est nul, le nombre p est premier. Nous avons indique un pro-
cede de calcul qui repose sur 1 emploi du systeme de numeration binaire et

qui conduit a la construction d un mecanisme propre a la verification des

grands nombres premiers.
Dans ce systeme, la multiplication consiste simplement dans le deplace-

ment longitudinal du multiplicande; d autre part, il est clair que le reste

de la division de 2m par 2 *
i est egal a 2 r

,
r designant le reste de la
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division de m par n
; par consequent, dans 1 essai de 2 31

i, par exemple,
il suffira d operer sur des nombres ayant au plus 3r des chi fires o ou i. La

fig. 104 donne le calcul de V26 deduit du calcul de V25 par la formule

V26 =V 2%~2 ? (mod.2 31
-i);

les carre s ombre s representent les unites des different* ordres du systeme

Fig. 104.

10 9 R 7 (5 S it

. \

VA I ^ I

binaire, et les carres blancs representent les zeros. La premiere Jigne est

le residu V
2:&amp;gt; ;

les 3i premieres lignes numerotees de o a 3o figurent le

carrc de V25 ;
les quatre lignes numerotees o, i, 2, 3 au bas de la figure don-

nent 1 addition des unites de chaque colonne, avec les reports; on a

retranche 2, ou 1 unite de la deuxicme colonne a droite ; enfin la derniere

ligne est le residu de V26 .
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La
_/?#-. io5 contient I ensemble de tous les residus de V, a V20 ; la der-

niere ligne composee entierement de zeros nous montre que 2 S1
i est

premier.
Pour la verification desnombres de Mersenne de la forme 2 4 ?+i

i, on

calcule de la meme maniere la serie

4, 14, 194, 3 7634, ....

Fig. io5.

20 15 10 98766*3210.

On a encore ce theoreme wilsonien :

Pour que p = 2*&quot;?
+2M+1 i soit premier, il faul et il suffit que Von ait

Pl
2 ~

o, (mod. p).\ ^ f I 9

Fermat avait cru rencontrer, dans 1 expression

F 7i
= 2

2

-hi,

une formule ne donnant que des nombres premiers. II &amp;lt;crivaita Mersenne,
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le 25 decembre 1640 : Si jc puis une fois tenirla raison fondamentale que

3, 5, 7, 17, 257, 65537 ,
...

sont nombres premiers, il me sembleque je trouverai de tres belles choses

en cette matiere, car deja j
ai trouve des choses merveilleuses dont je vous

ferai part . Euler a signale le premier 1 inexactitude de la conjecture de

Fermat, en faisant voir que F5 est divisible par 641. Par 1 emploi d une

theorie indiquee par Fermat lui-meme, Euler avait demontre ce theoreme :

Les diviseurs premiers de 2*? -+- i sont de la forme lineaire Shq +- i. Dans
1 exemple, il suffit d essayer la division de F6 par les nombres

i 9 3, 2 57 , 449, 577 , 641,

et Ton trouve avec Euler

F5
= 64 1 x 6 700 4 1 7.

Nous avons demontre (Academic de Turin, 27 Janvier 1878), que les

diviseurs premiers rfe2 4 ?H- i sont de la forme idhq-1- i. L emploi de ce

th^oreme simplifie, de plus de moitie, la recherche des diviseurs, et ainsi

dans 1 exemple, il est inutile d essayer la division avec Euler et avec

M. Tchebychef (

1

), par les quatre premiers nombres ig3, 257,449 et 577.
De meme, le premier diviseur qui se presente pour F 12 est 7.2

14
-t- i ou

114 689; 1 essai reussit et Ton en conclut que F12 n est pas premier.
De meme encore, le premier diviseur a essayer pour F23 est 5.2 S5

-{- i ou

167772 161, et M. Pervouchine, pope du gouvernement de Perm, a verifie

que le nombre F
23&amp;gt; qui est forme de 2 525 223 chiffres est encore un

nombre compose. Tous ces resultats se verifient en peu de temps, en calcu-

lant par congruences.
Pour reconnaitre si un nombre Fn est premier, on forme la serie des

residus

6, 34, 1 1 54, ...,

tels que chacun d eux est egal au carre du precedent moins deux, en

supprimant les multiples de F ;i ; pour que Fn soit premier, il faut que le

residu de rang 2&quot; i soit nul. Nous avons fait le calcul pour n 6, et

reconnu par ce moyen que le nombre 2 64
-f- i, de vingt chiffres, est com

pose (Journal de Sylvester, T. II, p. 238). En profitant de cette assertion

( )
TCHEBYCHEF. Theorie des nombres, (en langue russe, p. 182) Saint-Peters-

bjurg, 1849. LEBESGUE. Exerclces d Analyse numernjue. p. 94. Paris, 1^59.
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etde la simplification que nous avons indiquee ci-dessus, pour la recherche

des diviseurs, M. Landry a obtenu, a 1 age de 82 ans, apres un labeur de

plusieurs mois, le resultat suivant

que Ton peut verifier maintenant en quelques minutes. D ailleurs,

MM. Landry et Le Lasseur ont demontre, separement, que le second

facteur est un nombre premier.

Nousajouterons que, pour modifier la conjecture de Fermat, on a enonce

cette proposition : Tous les nombres de la suite

2

2H--I, 2 -i-I, 2 -f-I, 2 -hi, 2 -f-I, ...j

sont premiers.

D autre part, Eisenstein a enonce ce theoreme dont il possedait peut-etre
la demonstration : // y a une infinite de nombres premiers de la forme

n

2 H- i
;

i) on ne connait actuellement aucune demonstration de ccs deux

propositions encore inaccessibles.

NOTE III.

Sur la quadrature du cerclc.

Nous avons vu (p. i56) qu il est impossible d obtenir par des construc

tions geometriques le cote d un carre equivalent a un cercle de rayon

donne, ou une droite de longueur egale a la circonference. Gependant,
dans la pratique, il est utile de savoir rectifier la circonference, c est-a-dirc

de determiner par des constructions geometriques une droite de longueur

approximativement egale a la circonference.

Nous donnons ici un precede tres simple, peu connu, et d une fort

grande approximation; ilaete indique parSpecht dans le Journal de Crelle

(T. Ill, p. 83). Soit OA le rayon d une circonference de centre O; on menc
une tangente perpendiculaire AB, et Ton prend sur cette droite des lon

gueurs AB, BC, CD respectivement egales au double, au cinquieme, et aux

deux cinquiemes du rayon. On tire les droites OC, OD, et Ton prend suv

la droite AO, dans le sens AO, une longueur AE egale a OC. Enfin, on

mene par le point E une parallele a OD, jusqu a son intersection F avec
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AB. La droite AF est, avec une grande approximation, egale a la circon-

ference.

En effet, en supposant le rayon egal a 1 unite, on a

VH &amp;gt; done AE =

d autre part,

AF^AD d ouAF-AE

et enfin

AF = 2 x 3, 1415919.

La difference de \ AF avec 71 est plus petite que 0,0000007 , par conse

quent, pour une circonference de 7ooo
km de rayon (le rayon de la

Terre est de 6366km
),

1 erreur commise sur la circonference n atteintpas un
metre.

Specht a donne une autre solution encore plus approchee, mais beaucoup
moins simple.

NOTE IV.

Sur le calcul icosien.

M. Laisant, qui a contribue, pour la plus grande part, a la vulgarisation
en France de la theorie des Equipollences de Bellavitis et de la theorie des

Quaternions, a bien voulu nous adresser un resume de la theorie du jeu

icosien, d apres le travail d Hamilton : Memorandum respecting a New
System of Hoots of Unity, qui a ete public dans le Philosophical Magazine
de decembre i856.

J ai ete conduit dernierement, dit 1 auteur, a la conception d un nou-

veau systeme,ou plutot d une/c:mz7/e de systemes, de racines de Vunite non

commutatives, entierement distinctes des symboles i,j,k des quaternions,
bien qu ayant avec ceux-ci une certaine analogie generale, et qui se pretent,

mieux meme que ne le font les symboles des quaternions, a une interpre

tation geometrique.
Dans le systeme qui semble etre le plus interessant parmi ceux qui
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sont contenus dans cette nouvelle famille, je suppose trois symboles t, x, ),,

tels que

i* = i
,

x 3 = i
, X

s
i

,
X = ix

;

mais ix doit etre distingue de xi, car sans cela nous aurions X8 = i, I i.

Gomme exempli tres simple des conclusions symboliques deduites de

ces suppositions fondamentales, je puis mentionner que, si nous faisons

nous aurons ainsi

de telle sorte que (x
est une nouvelle racine cinquieme de I unite, liee avec

la precedente racine cinquieme I par des relations de complete reciprocite.
On pourrait trouver une longue suite de telles deductions symboliques ;

et

chacun de ces resultats peut etre interprete comme se rapportant au

passage de face a face (ou de sommet a sommet) de 1 icosaedre (ou du

dodecaedre) : c est pour ce motif que je me propose de donner Ie nom de

calcul icosien a ce nouveau systeme de symboles, etaux regies de leurs

operations.
II. Dans un document lithographic, qui fut distribue a la section A

de 1 Association britannique, pendant son congres a Dublin en i85y,
Hamilton a mentionne quelques autres resultats symboliques de la meme
nature; il a donne les equations

et la formule

qui sert, comme un type mathematique commitn, k la solution de tons les

les cas du premier probleme du jeu icosien. II a aussi donne une indica

tion orale (et jusqu a present inedite) sur les regies a&quot; interpretation des

principaux symboles. Ces regies, par rapport au present diagramme icosien

peuvent etre brievement enoncees comme il suit :

i. L operation t renverse (ou retourne bout pour bout) une ligne de

la figure; elle change, par exemple, BG en CB(fig. 97).

2. L operation x fait tourner une ligne dans une direction particu-

liere, autour de son extremite finale
;
elle change, par exemple, BC en DC.

3. L operation I change une ligne consideree comme un cote d un

pentagone, en le cote suwant, en marchant toujours a main droite, pour
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tout pentagone, cxcepte pour le plus grand (ou exte rieur) ;
ainsi X change

BC en CD, mais SR en RW.
4. L operation [x

est contraire de X, et change une ligne considered

comme un cote d un autre pentagone, et consideree dans Vordre oppose de

rotation, en le cote consecutif de cet autre pentagone; ainsi
(x change

BC en CP et SR en RQ ;
mais il change aussi RS en ST, tandis que X

aurait change RS en SN.

5. Les seules operations employees dans le jeu sont celles qui sont

indiquees parXet \L; mais une autre operation to = Xyi X [xX= fx X [A X |Ji,ayantla

propriete que w
2 = i, a e te aussi mentionnee dans le document lithographic

dont il a etc question ci-dessus
; et, pour completer le systems actuel d in

terpretations, on peut ajouter que 1 ellet de cette operation co est de changer
une arete du dodecaedre pentagonal en Varete opposee de ce solide; par

exemple (fig. 97), BC en TV.
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