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COXCIIIRS U ADMISSION

A L'ECOLE niPÉRLALE POLYTECIIINIQIE EN I86'j.

COMPOSITION MATHEMATIQUE,

Par m. Paul MOËSSARD.

On donne dans un plan une parabole. On considère

une circonférence passant par le foyer de cette para-

bole. On propose dHndiquer les régiotis du plan oit

doit se trous'er le centre de la circonférence pour que

cette courbe ait successivement avec cette parabole quatre

points réels communs , quatre points imaginaires com-

muns , deux points réels et deux points imaginaires

communs. On étudiera laforme et les propriétés de la

courbe qui sépare les deux premières régions de la troi-

sième.

Je prends pour origine des coordonnées le foyer de la

parabole fixe; pour axe des x Taxe de cette parabole, et

pour axe des ) une perpendiculaire élevée au foyer.

Soit ip le paramètre de la parabole^ son équation

sera

o.p {-i)
L'équation d'un cercle ayant pour centre le point dont

les coordonnées sont a et b, et passant à l'origine, est

jr^ -{-y- — 2 a.r — 2 èj zzr o.

L'équation générale des coniques passant par 1 inter-

section des deux courbes est donc

.r' -\- jr'^ — 2 «X — 2 by -\- >. J^ — 2/Wx-f-^J ...O,
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ou nieii

jT^ -I- j'
(

I + À )
— -2 {a -\- p'k) X — ibj pH.

Jf vais exprimer que celte équation représente un

système de deux droites qui seront alors les sécantes com-

munes aux deux courbes. Pour cela j'exprime que le

centre de cette conique est sur la courbe. J'écris les équa-

tions du centre, et ce que devient l'équation de la co-

nique quand on tient compte des équations du centre
;
j'ai

ainsi

.r. — a — p'a = o,

j [î -h \) — b =z o,

X {a -\- /jâ) -\- bj -\- \p'^ z=z o.

Il faut éliminera: ciy entre ces équations; en rem-

plaçante etj)^ par leurs valeurs dans la troisième, j'ai

{a -h p'X)- {\ -hl) -+- b^ -\-lp^ (l h- à )
= G,

équation dont les trois racines me donneront des sys-

tèmes de sécantes communes.

Cherchons la condition pour que les racines de cette

équation soient toutes trois réelles.

Je 1 ordonne :

;;'P -h ^p{p -+- a)V -f- {p -{- a)'l -4- «' -\- b' ^o.

Je fais maintenaiU disparaître le terme en X'. Pour
cela je diminue toutes les racines de cette équation du
tiers de la somme de ses racines, c'est-à-dire de la quan-

lite loujouis réelle
5p^ Zp

1 1 1 - i\p -\- a ,

Je remplace clone A par p. •

Soii / (À) = o la première équation. J'y fais À = p. -(-/j.
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et j'ai

/"<«) /'"{h)-

Je calcule ces difl'érenls coefficients :

— 2 (/j H- «)^ + 27^ (a' 4- ^=)

f W — 3 '

f"{h) = o,

et

r {h)^^^p\

L'équation en ]x sera donc

{p^aY i\p -^ay — i'^p[a'-h b')

^ '^

3 -27;?

Formons la condition de réalité des racines de cette

équation ; c'est

_ 4 (P + ^)' ^ 2„ [2(/> + a)^-27/>(a^-»-6^)p ^ ^^
* 27./'* 27^/3*

ou
— 4(/3 -l-a)« + [2(/? -I- «)»— 7.'^p(a^ -+- è')p<o,

ou bien encore

[4 (p + ay — 2']p {a' -h b')][— 2']p{a' -h ^')]<o.

Le second facteur est toujours négatif {*); donc la

(*) Plusieurs élèves ont remarqué qu'en égalant ce l'acteur à zéro, on

ol)tient le foyer qui peut être considéré comme faisant en quelque sorte

partie du lieu, en refjardaul ce point comme un cercle de rayon nul et

doublement tangent à la parabole. Mais la suppression de ce facteur com-

mun ne peut avoir ici aucune importance. P.
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condition se réduit à

(i) ^ [p -^ ay — j.']/j{fi- -h b-] >. o.

Si l'on avail

ia parabole et le cercle seraient tangents, puisque, l'équa-

tion en / ayant deux racines égales, deux des systèmes de

sécantes communes se réduiraient à un seul. Si donc nous

construisons la courbe

4 (/•' -+- •' 1' — 27 /^ ( a:^ -+- j^
) = û,

(îUe scpaiera les deux régions du plan où doit se trouver

le centre pour que les racines de l'équation en À soient

toutes réelles, ou qu'il n'y en ait qu'une de réelle.

Je résous l'équalion par rapport h j :

Cherchons à décomposer le numérateur en facteurs du

premier degré, si faire se peut.

Si j'égale à zéro la dérivée de ce numérateur,

ix^ — 5px -+- 2.p^ =1 o,

les racines de Cflie équation sont 2/^ et -•

Or, 2jp annule le numérateur de la valeur de j''-^ donc

X— ap est facteur double de ce numérateur, et, eu elVec-

tuant la division, on trouve comme troisième facteur

Donc

_ {^X-hp){x — 2.p]'
_

27/7

Celle courbe est symétrique par rapport à Taxe des x.
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PPour X inférieur à — 7' J* *^^^ négatif et y imagi-

naire
5
pour x=— -^ 7 j^= o, et en ce point (C) la tangente

est parallèle à l'axe des j^.

. 4 .j augmente , et, pour x = o, y= -^p
-,
et comme

27

2OA
0A= y7, je poseOB = ^~~^'

Puis, pour X =z ^p^ y = o, et la courbe a un point

double 5 soit OD =. ip.

Les (coefficients angulaires des) tangentes en ce point

sont

pour X :=: 2/>,
a, I. ij

I

c'est-à-dire

X — ip

I

Puis, X devenant infini, j^ devient aussi infini.

Comme, dans l'équation (de la courbe), les termes du

plus haut degré se réduisent à x^, les branches infinies

tendent à devenir parallèles à l'axe des r- Du reste, leurs

asymptotes sont transportées à l'infini \ ce sont des

branches paraboliques.

Voyons maintenant quelles sont les propriétés de cette

courbe et des régions qu'elle sépare.

Nous savons que quand le centre du cercle sera sur

cette courbe, le cercle sera tangent à la parabole. Poui'

le point C, il est manifeste que le cercle n'aura avec la

courbe que deux points d intersection réunis en un

seul \ donc tous les autres points des branches CD de la

courbe seront centres de cercles tangents à la parabole et

ne la coupant pas d'ailleurs. En D le cercle sera bitangent

à la parabole, et, pour tous les autres points des branches

infinies partant du point D, les cei'cles seront tangents
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à la parabole cl la couperont en deux autres points dis-

tincts.

Les points de cette courbe sont donc tels, que la lon-

gueur d'une normale menée de l'un d'eux à la parabole est

égale à la distance de ce point au foyer, et en appelant la

longueur de cette normale la distance du point à la para-

bole, cette courbe est le lieu des points également distants

d'une parabole et de son foyer.

Voyons maintenant pour quelles parties du plan les

racines de l'équation en X seront réelles toutes trois.

Pour le point O, x =^ o, y = o, la condition (i) est sa-

tisfaite; donc, pour ce point et pour tous ceux qui sont

dans la région hachée, les trois racines de l'équation en X

sont réelles. Pour tous les points du plan compris dans

cette région, les cercles auront donc quatre points réels

ou quatre points imaginaires communs avec la courbe, et

pour tous les points situés en dehors, les cercles auront

seulement deux points réels communs avec la parabole.

Distinguons maintenant les parties de cette région qui

correspondent à quatre points réels ou à quatie points

imaginaires communs. Pour le point O, le cercle en ques-

tion n'a aucun point réel commun avec la parabole; il en

vsl donc de même pour tous les points compris dans la
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boucle CD. Au contraire, les points compris entre les

deux branches infinies donneront des cercles ayant quatre

points réels communs avec la parabole.

Donc, en résumé :

1° Pour les points compris dans la boucle CD, les

cercles ne rencontreront pas la parabole.

1^ Pour les points situés sur la boucle même, les cer-

cles seront tangents et ne la couperont pas autrement.

3° Pour tous les points compris dans l'espace laissé

en blanc, les cercles ne rencontreront la parabole qu'en

deux points.

4° Pour les points situés sur les branches de courbe ED,

DG, les cercles seront tangents à la parahole et la cou-

peront en deux autres points.

5° Enfin, pour les points compris entre ces deux bran-

ches, dans l'angle curviligne EDG, les cercles couperont

les paraboles en quatre points.

yole du Rédacteur. — Cette copie a mérité la note 19. Plusieurs autres

élèves, sans avoir aussi bien fait dans l'ensemble, ont noté plusieurs

choses dignes de remarque. Quelques-uns ont employé les coordonnées

polaires, qui conduisaient plus immédiatement à une équation simple.

Quant aux propriétés de la courbe, partie vague et mal limitée de la

(Question, on en trouvera quelques-unes dans le travail suivant. P.

PROPRIÉTÉS DE LA GOllRBE PRÉCÉDENTE;

Par mm. BARBIER et LUCAS,
Astronomes de l'Observatoire de Paris (*).

1. La perpendiculaire ]NP au milieu du rayon vecteur

de la parabole touche la courbe au point P; en effet,

(*) Nous supprimons les deux premières parties de ce travail qui l'ont

double emploi avec Tarticle précédent.
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dans le mouvement de l'angle droit FJNP, le centre instan-

tané de rotation est le point O, intersection de la per-

pendiculaire FO élevée sur FM, et de la normale NO au

lieu du point N ; la similitude évidente des lieux du point

Net du point M fait voir que NO est parallèle à MP^

FO est égal à ]NP, OP est pexpendiculaire sur NP, donc

le point P est le point où NP touche son enveloppe.

La parabole BN est donc la podaire de la courbe, le

pôle étant au foyer; la podaire de la parabole est sa tan-

gente au sommet; on peut donc dire que la podaire de la

podaire de la courbe est une ligne droite.

2. Le rayon de lumière FP se réfléchirait sur la courbe
dans la direction MP prolongée, c'est-à-dire dans la di-

rection de la normale à la parabole au point N; il résulte

de cette remarque que la caustique par réflexion de la

courbe est la développée de la parabole. Le point lumi-

neux est au foyer de la parabole.

3. L'ordonnée NI et la droite NP sont également incli-
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nées sur la normale ]N0 à la parabole BN. Il résulte de

là que la courbe est la caustique par réflexion de la para-

bole BX pour des rayons incidents perpendiculaires à l'axe

de la parabole.

Cette courbe est étudiée à ce titre dans V Analyse des

infiniment petits du marquis de l'Hôpital.

4. Le point O est le milieu du rayon de courbure delà

parabole BN au point N.

Cette proposition n'est qu'un cas particulier d'une pro-

position connue : Si une courbe réfléchit des rayons pa-

rallèles, la projection du milieu du rayon de courbure de

cette courbe sur le rayon réfléchi correspondant donne un

point de la caustique.

o. Soit L la projection du point P sur l'axe AX et I la

projection du point N sur le même axe 5 on a BL = 3 BI.

Pour démontrer cette proposition, remarquons que si

l'on prend sur le prolongement NO' de la normale à la

parabole BN une longueur NO' égale à la moitié du rayon

de courbure au point N, le point O' est un point de la di-

rectrice AO'de cette parabole.

De l'égalité de NO et de NO' résulte celle des projec-

tions AI et IS de ces deux longueurs -, on voit donc que FL
est égal à3FI+ AF ou SFI-t-aBF; à ces deux quan-

tités égales il suffit d'ajouter BF pour avoir l'égalité

BL= 3(Fl4-BF)

qui devient évidemment celle que nous voulions dé-

montrer.

fi. L'arc de courbe BP a pour longueur le chemin INP
parcouru par le rayon i\c lumière entre Taxe de la para-

bole et la caustique.

Cette proposition revient à la suivante : Si l'on prend.
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sur le prolongement de PN, N1'= NI, le lieu du point I'

est une développante de la courbe BP. Il suffit de faire

voir que ce lieu de I' est normal à PI'.

Cette dernière proposition peut être démontrée ainsi :

Appelons NT' une position de NI' infiniment voisine

de NI'. L'élément de parabole ]N JN' a des projections égales

sur NI et sur NP, on verra facilement d'après cela que la

projection de I" sur NI' doit tomber au point I pour que

N'F puisse être regardé comme égal à sa projection

sur NI'. Donc le lieu de ï' est normal à PI'.

7. Les tangentes aux points où l'axe FY rencontre la

courbe BP se coupent sous un angle de 60 degrés 5 nous

avons déjà dit que les tangentes au point double se

coupent sous le même angle de 60 degrés. Ces proposi-

tions sont des cas particuliers de la suivante :

Si l'on mène une droite par le point F, elle coupe la

courbe en trois points 5 les tangentes en ces trois points

forment un triangle équilatéral.

Cette élégante proposition est elle-même comprise

dans le théorème suivant :

Les tangentes à la courbe BP aux extrémités de deux

rayons vecteurs font un angle égal aux ~ de l'angle de ces

rayons vecteurs.

Plus généralement, les tangentes aux extrémités de

deux rayons vecteurs d'une courbe pcos''-=:a se cou-

pent sous un angle égal à la fraction de l'angle de

cesjrayons vecteurs.

8. La polaire réciproque de la courbe par rapport à

une circonférence dont le centre est au foyer F est une
cardioïde. Cela résulte de cette proposition connue : La
polaire réciproque d'une courbe par lapport à un cercle
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est la transformée par rayons vecteurs réciproques de la

podaire de la courbe, le pôle étant le centre du cercle.

9. Si Ton considère toutes les courbes obtenues en fai-

sant varier le paramètre de la parabole, on obtient une

série de courbes dont les trajectoires orthogonales sont des

courbes égales aux premières. 11 en est de même pour les

trajectoires coupant chacune des courbes de la série sous

un angle constant.

10. Remarquons enfin que la courbe étudiée rentre dans

la famille des courbes dont l'équation est p" = a"cosnM.

Ces courbes se substituent les unes aux autres par la

transformation p'= p", w'=«oi>, et on sait que cette

transformation n'altère point les angles; on peut donc

déduire la plupart des propriétés précédentes des pro-

priétés correspondantes de la droite, du cercle ou de la

parabole, courbes de la famille considérée.

REMARQUES

snr les compositions de TrigoDométrie et de illatliématiques faites en 1801»

pour l'admission à l'Ecole Polytechnique.

Trigonométrie.

On proposait de calculer les angles d'un triangle dont

on donnait les trois côtés. Sur 320 candidats admissibles,

121 ont résolu la question sans faute ou avec une seule

faute légère. La moyenne générale des notes a été i4i86 :

la moyenne des candidats de Paris, i4i2i', de province,

16,07. En somme, le résultat est satisfaisant. Il le serait
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>TE SIR LES SOMMES DES PUISSANCES SEMBLABLES

DES n PREMIERS NOMBRES ENTIERS;

Par M. Edouard LUCAS.

1 • Considérons le carré formé Cn plaçant les unes au-

dessous des autres n rangées horizontales de n unités; on

peut, comme on sait, grouper les n 2 unités de ce carré

de manière à représenter la série des nombres impairs,

et l'on voit facilement ainsi que la somme ries n premiers

nombres impairs est égale à //
2

.

1



DO

esl égale à // lois la somme \, des // premiers nombres,

( est-à-dire h

ri
1
f/! + i)

US, —

D'autre part, la somme des termes contenus dans le
/>"'""

groupe se compose de deux parties : la partie horizontale,

1

I
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table est égale à la somme s
l
des n premiers nombres

multipliée par (i -f- a H- 3 -h . . . -f- «), c'est-à-dire égale

a s
à

.

, 1
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1 1 <>ii\ erail encore

.v- 4- Sf, = 2s\.

(>. Au lieu de la série des nombres entiers, on peut en-

core considérer celle des nombres triangulaires, pyrami-

daux, etc.: celle des sinus des multiples de Tare x\ celle

des puissances successives d'un nombre donné, etc.

Prenons, par exemple, le carré formé de la manière

suivante. On dispose sur une ligue horizontale les nom-
bres

I . 2 2.3 3.4 n ( n -t- i

dont la somme est, comme on sait, égale à •> et on
// -+- i

multiplie successivement tous les termes de celte ligne

par chacun des termes ^
—-•> ~

—

71 •••» pour former
1 1.22.00.4
les i

re
, 2 e

, o°, . . . lignes d'un carte de n' termes, dont

/ n \
2

la somme totale est égale ta

n -4- 1

D'autre part, en décomposant ces groupes comme précé-

demment, on voit que la somme des termes duptème groupe

est égale à

2

.

P\P i
j L 1 . 2 2.3

4-
p{py p>(p + iY

ou égale a

et, en faisant la somme de tous les groupes, on a

p=n

** (P
-

(

' **P l

KP + ')'•'

p-n

Zà p>
—y«4-1/
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Si 1 on fait, en particulier, n = oc
, on trouve

p—l

d'où Fou déduit

i i i rr

T^TT2
+

2 2 .3 2
+

3'.4a
+ F

"

TRIANGLES ET UNIQUES COMBINÉS;

Par M. NEUBERG,

Professeur à l'Athénée royal de Bruges (Belgique).

S~

M. Faure a énoncé dans les tomes XÏX el XX i\c>

Nouvelles Annales, plusieurs propriétés très-intéres-

santes des coniques qui peuvent être considérées comme

résolvant le problème de déterminer les axes de ces

courbes, quand on en connaît le (entre et un triangle

inscrit, conjugué ou circonscrit. Je me propose ici le

même problème en substituant au centre un foyer. Dans

cette recherche je trouve quelques formules que je crois

nouvelles, et j'arrive également aux deux théorèmes

énoncés par M. Faure dans le tome XX des Nouvelles

A/maies, page 21 5.

En supposant des axes coordonnés rectangulaires pas-

sant par le foyer F, une conique peut être représentée

par l'équation

(1) x 1 -+- Y
2 = {m.r -h ny -\- pz) 2 joÙz= l).

(*) Puisque l'on a

1

(Si'.RRET, Traité de Trigonométrie
, p. a i\

1 1 1 _ 7t
'

7*
"** ? + 3»

"*"

6
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NOTE SIR LES COEFFICIENTS 1)1 BINOME DE NEWTON-,

Pat. M. Edouard LUCAS (*),

Agrégé des Sciences mathématiques

On sait que, pour une puissance quelconque du bi-

nôme, la somme des coefficients de rang pair est égale à

la somme des coefficients de rang impair; la même pro-

priété a lieu, avec certaines restrictions, en prenant les

coefficients de trois en trois. On considérera les six cas

suivants, selon que le reste de la division de l'exposant

par (> sera o, i, 2, 3, 4 ou 5 :

Premier cas. — L'exposant de la puissance du binôme

est égale à 6n.

Remarquons d'abord que si l'on désigne par a et a 2
les

racines cubiques de l'unité, ou aura

(l 4- a.Y—1 -h 3a -4- 3a2= (i -f- a 2
}%

et, par suite,

(f -f- a) 3*— (i + y?) .".

Le nombre des coefficients de la puissance 6n du bi-

nôme est égal à 6/zH-i. Appelons :

À la somme des coeflicients de rang. i, 4» 7>- • •» (6/1-+-1);

B » . 2, 5, 8,. . . , (6«— 1);

C > 3, 6, 9, . .
.

, 6/?;

*

nous aurons alors

(1 + a) 6 '1 — A H- Rz -f- Ca 2

f *) La question a été déjà traitée d'une manière générale parra. Catalan,

(Noir di In ridai i on.
)
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et

(i 4- a2
)«
B— A + Ca-f-Ba-,

et, par suite, en retranchant membre à membre, nous

déduisons B= C.

D'autre part, (i -h a) 6 "— i est divisible par (i+a) 34-i,

ou par 3(iH-a -(-a 2
) : donc A — i+B(a+ a 2

) est di-

visible par i 4- [ol H- a 2
), et, par suite^ A — i — B. Donc :

Zes sommes des coefficients de la puissance 6 n du

binôme , pris de trois en trois, deviennent égales entre

elles en retranchant Vunité de la première, et leur va-

leur est -j(2
6 " l).

Deuxième cas. — L'exposant de la puissance du bi-

nôme est égal à 6n -h 3.

On aura, comme précédemment,

(l -h a) 6"+3= A-f- Ba -h Ca 2

,

et aussi B = C; et comme (i -f- a; c"+3 4- i est divisible

par (i -j- a) 3
H- i ; on en déduira A -f- i = B, Donc :

Les sommes des coefficients de la puissance 6 n 4- 3

du binôme, pris de trois en trois , deviennent égales en

ajoutant Vunité à la première, et leur valeur est

Troisième cas. — L'exposant de la puissance du bi-

nôme est égale à 6n -+• i.

Nous avons en tout 6/i -I- i coefficients, et le groupe C
en contient w, les groupes A et B en contiennent // + i;

alors

(i -f- «)
6"+l =: A -h Ba :• Ca1

.

On peut faire voir que les groupes A et lï contiennent

les mêmes coefficients dans un ordre inverse; mais on

peut aussi démontrer l'égalité de A ci B de la façon sui-
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vaille. On a

(i +- a^"+1 rr A + Ca + Ba 2

,

et, en désignant (i -+- a) 6 " = (i -+- <*
2

)

6/l par M,

M(i + a)=A + Ba + Ca 2
,

M(i +a2
) = A + Ca -f- Ba2

;

et en éliminant M entre ces équations, on déduit

(i -f-a 2 )(A -f-Ba -h Ca 2)— (i -f-a)(A +Ca + Ba 2
) = û,

ou bien

(B~A)(a~a !

)
= o,

et, par suite.

Ar=B.

D'autre part, on a

(i -ha)^+1 + a 2 = A + Ba+ (Ca 4- i)a 2

;

mais Je reste de la division de (i 4- a)
6
'' (i -h a) -f-

a*

par (iH-a) 3 H-i est égal au reste de la division de

i -h a -f- c/r par (i -h a)
3
-f- i -, donc A -+- Ba -h (C -hi)a 2

est divisible par i -+- a -h a 2
, et l'on a

A :=B=:CH- I.

On a donc ce théorème :

Les sommes des coefficients de la puissance 6 ri -j- i du

binôme, pris de trois en trois, deviennent égales en ajou-

tant runité à la dernière, et égales au tiers de 2
6 "+1 -+- j •

Quatrième cas. — L'exposant de la puissance du bi-

nôme est égal a 6n -f- 4-

On a alors le théorème suivant, analogue au précédent :

Les sommes des coefficients de la puissance 6/i ~\- i\ du

binôme, pris de trois en trois, deviennent égales en re-

tranchant I unité à la dernière . et égides au tiers de

' - i

.
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Cinquième cas. — L'exposant du binôme est égal à

6 // H- 2

.

Il y a alors 6n -h 3 coefficients etn + i par groupes,

en tenant compte du dernier qui est l'unité -, on démon-

trerait, comme ci-dessus, le théorème suivant :

Les sommes des coefficients de la puissance 6n-i- r2

du binôme, pris de trois en trois
y
deviennent égales en

retranchant Vunité à la seconde, et égales au tiers

de 2 6"+2— i.

Sixième cas. — L'exposant du binôme est égal à

6 n -f- 5

.

On a alors le théorème suivant :

Les sommes des coefficients de la puissance 6n H-

5

du binôme, pris de trois en trois, deviennent égales en

ajoutant V unité à la seconde, et égales au tiers de

Remarque. — On aurait d'ailleurs, et par le même
procédé, des théorèmes analogues pour les sommes des

coefficients pris de quatre en quatre, de cinq en cinq, etc.

NOTE SUR L EXPRESSION DE LA DISTANCE ENTRE QUELQUES

POINTS REMARQUABLES D'UN TRIANGLE ABC;

Par M. E. LEMOINE,

Professeur.

«, b, c sont les longueurs des trois côtés BC, AC, AB;

R, /-, r
fl , rfi , re les rayons des cercles circonscrit, inscrit

et exinscrits
;

O, I, I„, I/„ I t les (entres de ces mêmes cercles;

M, N, Il le centre de gravité du triangle, le (entre
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]e nombre positif X prenant successivement les valeurs o,

I, 2,... jusqu'au plus grand nombre entier compris
n

dans -• De sorte que
2 ^

+ (_,). J ^__^._L_ 1^.-..,. ^ . . .

J

SUR LA THÉORIE DES SECTIONS COXIQllESj

Par m. Edouard LUCAS,

Agrégé de l'Université, professeur de Mathématiques spéciales

au lycée de Moulins.

Cette Note a pour but de donner des démonstrations

analytiques fort simples de plusieurs théorèmes connus

sur les sections coniques 5 ces démonstrations reposent

sur l'emploi des coordonnées trilinéaires, mais on pour-

rait aussi se servir concurremment des coordonnées tri-

ponctuelles.

Théorème I. — Lorsque deux triangles sont conju-

gués par rapport à une conique, les six sommets sont

situés sur une conique (*).

En prenant, en effet, l'un des triangles pour triangle

de référence, la conique a pour équation

aa:^ -h a'y'' -h a"z'-= o,

et, en désignant par P;(x/, j'^,-, z^) les trois sommets du
second, la conique cherchée a pour équation

rt.r,.r,.r3 a'j.jojj a"z,z,z,
1 H = G

;^ Y Z

(*) CuASLES, Traité des Sections coniques, F*" Partie, p. i4o; Painyin,

Principes de Géométrie analytique, p. 288.
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car, si l'on exprime que le point P^ est situé sur cette

conique, on obtient la condition qui exprime que Pg et

P3 sont conjugués par rapport à la conique donnée.

Théorème II. — Lorsque deux triangles sont conju-

gués par' rapport à une conique, les six côtés sont tan-

gents à une même conique.

En prenant les mêmes axes que dans le théorème cor-

rélatif précédent, et en désignant par

D/= iiiX -\- Viy -r- WiZ = o

les équations des trois côtés du second triangle, la conique

cherchée a pour équation

lu^u^u^x hw^v^r Iw^w^w^

V—^ -^ V ~''" "*" V~^ -o;

car, en exprimant que la droite Di, par exemple, est

tangente à cette conique, on obtient la condition qui

exprime que D2 et D3 sont conjuguées par rapport à la

conique donnée.

Théorème III. — Quand deux triangles ont leurs six

sommets situés sur une conique, ces pointsforment deux

systèmes de trois points conjugués par rapport à une

même conique.

En prenant l'un des triangles pour triangle de réfé-

rence, la conique donnée a pour équation

h
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car, si l'on exprime que les deux points Pg et P3 sont

conjugués par rapport à cette conique, on retrouve la

condition qui exprime que le point P^ est situé sur la

conique donnée.

Théorème IV. — Quand deux triangles sont circon-

scrits à une conique, leurs côtésforment deux systèmes

de trois droites conjuguées par rapport à une même co-

nique.

En prenant pour axes les trois côtés du premier trian-

gle, en désignant par D,, comme précédemment, les équa-

tions des trois côtés du second, et par

sja:r 4- si bj -\- sjcz = o

Téquation de la conique donnée, la conique cherchée a

pour équation

o.
«, «2 «3 ^\ <'2''3 ^\. «-"z ^3

Ces deux théorèmes sont les deux réciproques des deux

précédents.

Théobème V. — Quand deux triangles sont inscrits

à une conique, les six côtés sont tangents à une même
conique.

En prenant pour axes les côtés du premier et en dési-

gnant par
Z» // ^ b" _
X y ' z

l'équation de la conique donnée et par P,(j:/, /,, ^/) les

trois sommets du second, la droite PiPo a pour équation

hx b'r b"z
1

!
1

— o,
X^X; jr^jr, 3,3,

puisque, si l'on exprime que celte droite passe par le point
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Pi, on retrouve la condition qui exprime que P, est situé

sur la conique donnée. La droite P1P2 représente une

tangente de la conique cherchée qui a pour équation

h \/—^^ -4- b' \/--—- + b" J-^~ = O,

puisque la condition de contact exprime que le point P3

est situé sur la conique donnée.

Théorème VI. — Quand deux triangles sont circon-

scrits à une conique, leurs six sommets sont situés sur

une conique [*)

.

En prenant pour axes les côtés du premier et en dési-

gnant par

^bx -h sjb'y -I- sjb" z = o

l'équation de la conique donnée, et par D;(m,-, i^,, w,) les

trois côtés du second, le point d'intersection de Dj et D2

a ses coordonnées proportionnelles à

b b' b"

puisque, si Ton exprime que ce point est sur la droite Di,

on retrouve la condition qui exprime que D2 est tangente

à la conique donnée. Le point d'intersection des droites

Di et D2 est situé sur la conique cherchée

12 l<, Jjl'l

H 1 = o,
ii^u-iii^x v^v^v^y w^w^w^z

puisque, si l'on exprime que ce point est sur cette conique,

on retrouve la condition de contact de la droite D3 à la

conique donnée.

Théorème VII. — Si des trois sommets d^un triangle

on mène des tangentes à une conique quelconque, leurs

(*) CuASLES, Traité des Sections coniques, p. 53.
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points d''intersection ai^ec les cotés opposés sont six

points silués sur une conique (*).

En prenant le triangle donné pour triangle de réfé-

rence et en désignant par

S = « ^2 -f- a'y -4- a" z^-^ 1 byz -4- ib' zx -\~ i h" xj = o

l'équation de cette conique, les tangentes menées du som-

met opposé à Taxe des x ont pour équation

«S — (ax -4- b'y -+- b' zY =i o,

OU, en développant et en désignant par A et B les expres-

sions connues a' a"— b^" et b'
b"— ab et par A', B', A'^ B^^

les expressions analogues,

k"y' + A' 3^_ 2 Bjz — o.

En multipliant par A, on voit immédiatement, à cause

de la symétrie, que la conique cherchée a pour équation

A.' k" x' ^ A." ky^ -\- KM z-"— ik'Qr^

— lk"Q'zx— ^k'"^"xx = o.

Nous laissons au lecteur le soin d'en déduire les diffé-

rents cas particuliers, et de démontrer les théorèmes cor-

rélatifs.

REMAÎIQIE SUR LA QIJESTIOIV 1129, RÉSOLUE PAGE 83;

Par m. Edouard LUCAS.

Le rapport de la hauteur du triangle cherché à l'hy-

4 . .
)tenuse est -•, ce qui donne un moy

construire ce triangle par homothétie.

poténuse est --, ce qui donne un moyen fort simple de

(*) CiiASLES, Traité des Sections coniques, p. Ga.
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QUESTIONS.

1178. Soient P un point pris sur l'axo d'une conique

à centre, et MN une tangente quelconque limitée aux

deux perpendiculaires élevées aux extrémités de cet axe:

démontrer que la puissance du point P, par rapport à la

circonférence de diamètre MN, est constante.

(Laisant.)

1179. Soient MN une tangente quelconque à une pa-

rabole, limitée en M à la tangente au sommet et en N à

une perpendiculaire fixe quelconque, élevée sur l'axe de

la courbe-, P un point fixe quelconque pris sur cet axe :

démontrer que la puissance du point M, par rapport à la

circonférence de diamètre NP, est constante.

(Laisakt.)

1180. Une pile de boulets à base carrée ne contient

un nombre de boulets égal au carré d'un nombre entier

que lorsqu'elle en contient 24 sur le côté de la base.

(Edouard Lucas.)

RECTIFiCATiOlXS.

Tome XIV, page ^5, ligne 5, en remontant :

a u lieu dé t =zSn dz} , lisez t =::Sn ± 3.

» page 289, ligne 4> en remontant :

au lieu c?<? Leomare, lisez Lamàze.
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SUR l\ THÉORIE DES SËCTIOIVS CONIQUES

(voir même tome, p. aCS
) ;

Par m. Edouard LUCAS.

La méthode que nous avons employée précédemment

permet de démontrer encore les théorèmes suivants :

Théouème. — Les arêtes de deux Uièdj^es trirec-

langîes ayant le même sommet forment six géjiéra-

trices d^unmêm^e cône du second ordre.

En prenant, en eiiét, pour axes des coordonnées les trois

arêtes du premier, et en désignant par

X y z

ai bi Ci

pour i =r 1 , 2,3, les équations des arêtes D, du second, le

cône cherché a pour équation

a^a-^a^ h^h-^h-^, CiC-iC^

X y z

puisque, si l'on exprime que la droite Di, par exemple,

se trouve tout entière sur le cône, on retrouve la condi-

tion qui exprime que les droites Dg et D3 sont rectangu-

laires.

Théorème. — Deux systèmes de trois diamètres con-

jugués d^une surface du second ordre à centre unique

forment six génératrices dun même cône du second

ordre.

Désignons par

l'équaiion de la surface du second ordre rapportée au
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premier système, et par

X y z

cii bi a

pour i rn: I, 2, 3, Ics trois diamètres D, formant le second

système. Le cône cherché a pour équation

M h N !- P ==: o,
X y z

puisque, si l'on exprime que la droite Dj est située sur

ce cône, on retrouve la condition qui exprime que les

droites Dg et Dj sont conjuguées par rapport à la surface

donnée.

On démontre de la même manière les deux théorèmes

suivants :

Théorème. — Lesfaces de deux trièdres trirectangles

forment six plans tangents d^un même cône du second

ordre.

Théorème. — Deux sjstèmes de trois plans dia-

métraux conjugués d^une surface du second ordre à

centre unique forment six plans tangents d\i7i même
cône du second ordre.

Si, en effet,

UiX H- biy -\- CiZ =rr o,

pour i = 1 , 2, 3, représente Téquation d'un plan diamé-

tral du second système dans la surface

rapportée aux trois plans du premier, le cône cherché a

pour équation

V M +V~^^ '"V
~p~"°-
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L'avantage de ce genre de démonstration, qui rentre

dans la méthode synthétique, consiste non-seulement

dans la brièveté, mais dans l'établissement de l'équation

de la courbe ou de la surface, ce qui permet de déduire

aisément les propriétés métriques correspondantes.

Théorème. — Si) sur les trois diagonales d'un quadri-

latère complet, on prend trois couples de points qui di-

v^isent harmoniquement ces trois diagonales, les six

points seront situés sur ujie conique.

En prenant pour triangle de référence le triangle dia-

gonal du quadrilatère et les équations des côtés du qua-

drilatère sous la forme

^1 Jl z
~+^+l=,o,

les deux sommets du quadrilatère situés sur l'axe des z

sont donnés avec z =^ o par les équations

X
^ y

et l'équation d'un faisceau de deux droiles conjuguées

harmoniques des deux précédentes est, quelle que soit

la valeur de v,

2 ' 2
'""'' ^3

•^1 Xi "^i/i

et les traces de ces droites sur l'axe des z sont situées sur

la conique ayant pour équation

— H f H ^' — Il 2 a — 2V —•— =:: G,

dont la forme symétrique démontre immédiatement le

théorème proposé.

On en déduit la proposition suivante :
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Si une conique diwise hannoniquement deux diago-

nales d'un quadrilatère complet, elle divise aussi har-

moniquement la troisième.

On dit, dans ce cas, que le quadrilatère et la conique

sont conjugués, et l'équation précédente, qui représente

l'équation générale des coniques conjuguées au quadri-

latère, contient trois paramètres arbitraires (*).

Théorème. — Les droites qui joignent les sommets

d 'un triangle à deux points quelconques se coupent en

de nouveaux points dont les projections sur les côtés

correspondants forment six points situés sur une co-

nique.

Considérons deux points P^ et Pa dans le plan du

triangle de référence ABC*, les droites BPj, CPa et BP,,

CPj se coupent en deux points distincts de Pj et Pg,

dont les projections sur l'axe des x sont données par

l'équation

jrz
\ =0,

par conséquent, en opérant de même pour les autres

sommets, on obtient six points situés sur la conique

.r* )''- z^ f .r, .r^ \

En retranchant celte équation de celle de la conique

x^ j2 2' ,'
I I

^\^i jxïi Zi sj \j.32 x-r-
y^ :7- -- — -- — . .

.~ o

qui passe par les six projections de Pi et de Pg, on ob-

tient l'équation d'une conique circonscrite au triangle do

(*) CtiASLES, Traité des Sections coniques, t. I, p. 9G. — P. Serkf.t,

Géométrie de direction, p. 'jGi.
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référence, et dont la position du centre d'homologie

donne lieu à diverses propriétés métriques.

Cette conique passe par les points d'intersection des

deux premières.

Théorème. — Si^ par les trois points conjugués d\in

point par lapport aux trois côtés d^un triangle pris pour

axes de référence, on mène des tangentes à une coniquey

leurs traces sur les axes correspondants forment six

points d'une conique.

Nous appelons poz/z^^ conjugués d'un point donné par

rapport à un triangle les trois points d'intersection des

polaires de ce point par rapport à deux des angles de ce

triangle.

Désignons par

rtx- -4- û'j' -h a'^ z^ -f- 2 bfz -- ib' zx -\- i h" xy =: o

Féquation de la conique donnée, et par Pj (xi,j>^i, ^i) le

point donné. Le point conjugué de ce point par rapport

à Taxe des z a pour coordonnées proportionnelles

•^lîJKiî — ^1 ? et les tangentes menées de ce point à la

conique donnée ont pour traces sur l'axe des z les deux

points fournis par les équations ^ =:= o et

x'{k'yi -\-A'z] -h 2Bj,3,) -\-r{A''x'î ->- Az] -f-2B'z,a7,)

— 2^j[A''x,7, +Z,(Bj7, +B>, -}-B"2,)] =: o.

Ces deux points et les quatre analogues sont situés sur

la conique

-T'[A"f] 4- A'z^ -4- 2Br, z,) -4- r-{A"a:] 4- AzJ -h 2B'z^x,)

-h z^A'x] -^ Ay] -:-'2W\r,y,}

— 2A/,ZiJKZ — 2.A'ZlJ•^ZX — 1 A'^ .T^J^ XJ

— Z ( B.r, -f- B'j, -+- B''z, ) ^xyZi H- jzt:, H- zxfi )
= O.

Ce théorème comporte un grand nombre de cas parti-

culiers, ainsi qu'en corrélation.
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Théorème. — Les droites qui joignent un point aux

traces dune droite sur les côtés du triangle de réfé-

rence rencontrent les autres côtés en six points situés

sur une conique.

En désignant par Pi [x^.j^., z^) et par Di [u^ (^, w) le

point et la droite donnés, la conique cherchée a pour

équation

vz

Ce théorème est un cas particulier du suivant, géné-

ralisation du théorème de Pascal :

Si deux cubiques ont trois points communs en ligne

droite, les six autres points d^intersection sont situés

sur une conique.

Nous compléterons enfin le théorème de M. Chasles,

démontré dans l'article précédent. Nous avons vu que, si,

par les trois sommets d'un triangle, on mène des tan-

gentes à une conique

f(x,y,z) —G,

leurs traces sur les côtés opposés sont situées sur la co-

nique

a> = M A." x-" -, - A" Aj- -I- AA' ^-

— ik^yz ~ 9. k'B' zx — i\."W xj — o.

L'équation de la conique $ peut s'écrire

B^x'-f- B'2jî-;- B"=2^— 2B'B"j3

— 2B"B^.r — oBB'rr -f- S/{.r,y, z) -~ o,

â désignant le discriminant dcj\ et, par conséquent, les
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coniques^ et Cj^ ont leurs points d'intersection sur la co-

nique

v/B^ -h s/B'f -I- ^Wi= o,

inscrite dans le triangle de référence.

SOLl]TIOI\S DE QUESTIONS

PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1171

(voir ?.' série, t. XIV, p. 240);

Par m. L. MICHEL, au Puy.

Soient M, A, B trois points dhuie circonférence;

trouver le lieu géométrique des fojers des paraboles

tangentes en k^ B aux droites MA, MB, lorsque le point

M se déplace sur la circonférence.

(Laisant.)

Quand le point M se déplace sur la circonférence,

F angle en M reste constant. Or, on sait que l'angle de

deux tangentes à la parabole est égal à la moitié de

l'angle sous lequel on voit du foyer la corde de contact.

Si donc on désigne par F un point du lieu, l'angle AFB
est constant-, le lieu est par suite une circonférence de

cercle facile à déterminer.

JSote. — La même question a été résolue par MM. Moret-Blanc;

G. Vandame; A.Bertrand; Gambcy; Lez j Goulin et Nivelle, élèves du lycée

de Rouen; P. S., de Cherbourg; A. Durel, répétiteur au lycée du Havre;

F. Pitois, élève du collège d'Annecy; Chadu ; Gondelon, élève du lycée

de Moulins; Tourrettcs; A, Pellissier; L. Arriu ; Launoy, à Lille; Clia-

banel, à Reims.
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Ou les déterminants K'^ , K'^ ne sont pas nuls tous deux :

impossibilité
;

Ou ees deux déterminants sont nuls : les n équations

se réduisent aux [n— 2) dernières; on peut se donner

x^ etXa arbitrairement, et alors on a, pour les [n— 2)

autres inconnues, un système unique de valeurs. Etc., etc.

DE QUELQUES NOIYELLES FORMULES DE SOMMATION;

Par m. Edouard LUCAS.

i . Considérons la série de x quantités

1> "Ij '^37'* -y "•/;5 • • •, "j-j

et formons une table de multiplication en écrivant suc-

cessivement les uns au-dessous des autres les produits

des termes de la série par ceux de la série

la somme des termes de la table sera égale au pioduit des

sommes des deux séries que nous désignerons par \]^.

et Vjc, ainsi qu'on le voit en faisant l'addition par lignes

ou par colonnes.

D'autre part, en prenant seulement les jy premiers

termes de la table qui se trouvent dans la p''""^ ligne et

les p— I premiers de la p'^'"^ colonne, on a, pour ex-

pression de leur somme,

et, par suite, en faisant la somme de ces expressions de

p =1: I à /? == X, on a la formule

p = .r p=x

(0 l'^ V.-2 ( "r ^r
-^-

•> ^ V) -t-2 "'' '> - -
"•
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En supposant, par excmplcj,

I

on en déduit

2
et, en effectuant le quotient de i-f- [a— i)/rpai7?(/;-h i),

on a aussi

V^ i ~{a —i)P fi'-^'

> ~ A aP—a
^•mi pip -j- ij ^-h I

En particulier, pour a ^=^ i et aa = i, on a les for-

mules

-— 2 -h —^ 22 + —- 23+...^- —f, 1P— — I,

3 I 4 I 5 I w -f- 2 I I

-4-...+ -^; ---r=I —
1.2 2 2.3 2' 3.4 2^ Pip-^'^)^^ {j^-hl)2.P

2. Considérons une troisième série de quantités

«^,, «'2, »'3, . . ., »'/„. . ., (r^,

et plaçons les unes au-dessus des autres les tables obte-

nues eu multipliant tous les termes de la première table

successivement par tous les termes de la troisième série.

Nous formerons ainsi un cube, sorte de Table de mul-

tiplication à trois entrées, et le compartiment ayant pour

coordonnées /;, rj^ r contiendra le produit 11^ t^,^ ^i^^..

Cela posé, considérons successivement les cubes ayant,

à parlii- de l'origine i, 2, 3,..., p unités de côté, et

cherclioiis la somuie des tcinics (ju'il faut ajouter au

(p
— I

)'"'"" cube pour obtenir le /?'^"'". Elle a pour ex-
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pression

(«/, V^ -f- (fp Vp — Up ¥p ) ( W^ — i\'p )-\- i^pl^p Yp
,

et, puisque la somme des termes de toute la table est égale

au produit des sommes des trois séries, on a

Jf=zx p-^zx p:=zx

u,V, Av,-2 i^p^p W;,-2 ^v
W/, l^p-2 "> ^P ^p

p=\ p-\ p=\

pnzx p= X p r= X

(^) {
"^2 "^ ''p ^"^p "^2 "p ""p ^^ "^2 ""p "i' ^p

p^=i /; =: 1 p = l

p= x

—2 f^p^pf^'p=^'

Dans le cas où les trois séries soin identiques, on a

p=:x p:=x pr=x

' jLà p p A^ p P ^ p

p=:\ /;= 1 /; =: 1

On a, de même, par une voie analogue, la formule gé-

nérale

p rr a- pz:^ x p z= x

(3) u: - «,2; ", u;r' + ">2%^T+••+(—)"2 "';= ">

/>= 1 A'^l p-~l

dans laquelle /Zi, ^2, 7/3,. . . représentent les coefficients

de la puissance n du binôme.

Si l'on fait, dans cette formule, if^ = i^ on obtient, en

désignant par S„i la somme des z;/'""" puissances des x
premiers nombres,

x"— «, S„__, -h /?. S„_2 — . • • =t: So.

3. Considérons les trois développcnienls de

(.r -!- i)'", {.r -}- l)"'-|-- (.i' — 0'"» (•' + 0'"— (•'' — ')'"'
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ioinj)la(;ons-y sncccssivcmenl x par i, 9., 3, . . . , ,r, et

ajoulons dans chaque cas les x égalités obtenues, nous

trouvons les formules

/ (^-hi)'"— i=w,S,„_, -H /w,S,„_2 +...-!-//?, S, -f-Su,

(4) \
(.r4-i)"'-.r'"-i_-=z 2(///,S„,_, -+- w,S„,_, -h...),

! (x H-i )"' H- x""— \=zi[m, S„,_, -h W3 S„,_3 -f- . . . ),

qui permettent de calculer S,„ lorsque l'on connait S,„_,,

La première de ces formules nous montre, à l'aide des

valeurs de Sq et de Si, que S,„ est toujours divisible pai

le produit x{x-\-i). En retranchant ix du premier

membre de la seconde des formules (4), et 2S0 du se-

cond membre, on voit que le premier membre

f[x) = {x^\Y— X^^— 1X~\

s'annule pour x =-. — 1, si ni est pair et égal à 27 : donc

Sa,- est divisible par Ss. De môme, en faisant passer dans

le premier membre de la même formule le terme en Si,

dans le cas de ni impair et égal à 2i -}- i, on obtient

.j,(x) = [x -I- i)2'+i_.r-''+'— (2/4- i)x(.r H-i) — f,

cl, puisque la dérivée de cette expression s'annule aussi

pour x = o et .r =— i , on en conclut que S^j^^^ est di-

visible par S^ ou S3. On déduit de ce qui précède le théo-

rème suivant :

Théorème. — La somme des jn'^'""' puissances des

X premiers nombres entiers est divisihle par la somme
des carrés ou des cubes des m premières nombres, suiuant

que m est pair ou impair (
*

)

.

(*) Co tliéorèiiH*, (jiic liinis coinplélerons plus loin, se trouve énoiK «'•

p;ir i\1. Proulirt dans la Noie VI du Cours d'Analyse do Sturm, l. II.

p. o/f). J Oir aussi h- Traite de Ctilcid différentiel iXe M. Bertrand, t. I.

p. 3j2.
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A. On a pour expiessiou générale de S,„

(2/+ 1)82/ —.v''^'-h ^ti j:2._|_r2,f-_l_ i!^B^j;î/-i_l_...
2

— (— l)^[2/ + l],,B,x'^'-2^+' — ...

— (— l)'[2f -f-l]2,-B/.r,

(2 / -h 2) 8,/^.,=: j;2'"+2_f_ ?i±i ^2/+i -^ [2 / -h 2], B, .r^'-h . .

.

— (— i)'-[2/-f- 2],, B,x2'--'-+-^— . . .

— (— iy[2/ + 2],/B/^',

et l'on a aussi

-, - = 2/ -h I S,,-, —— r=2/S2,-_, — (— I ^'•
a.v ax

Les facteurs numériques B^ sont connus sous le nom
de nombres de Bernoulli. Au lieu de les déterminer,

ainsi qu'on le fait habituellement, à l'aide des dévelop-

pements en séries, on peut opérer comme il suit. En re-

marquant que S„, ==^ I pour x = i et que 83, s'annule

pour X = — vi on obtient les trois formules suivante :

/ i — |=^[2/+ l],B,— [2/+ i],B2^-...— (— l)'[2/-f-l],/B/,

]
/^[2/_4_2]2B,— r2/-f-2],B,+ ...— (— l)'[2£-f-2],.-B.,

i ii— [2 / -4- I ], 2^ B, — [2 / -I- I
J4

2^ B-, -H. .

.

f _(_iy[:,/.^,],..2^'B/.

La substitution de x= 2 dans les valeurs de So, et Ss.+i

donne de même

2/-t-I 2/— 3 r •
I

^" r . 1 ^2

-T,^-.--
-+- -4— =[^-^ ^ »J' ^ - C^-' -^ ^]' ^ "^-

•
•

2/ H- 2 2/~ 2 B, ,. . -, B2
,

-^:^ + -^— -- [ ^ ' + ^-l-- :^
-

1

'-^

'
^- 2]. - + . .

.

-(~'n'^>-' + 2|,,J^.
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lu d ailleurs, toutes ces formules se démontrent aisé-

ment par induction, en faisant voir : i^ que si, pour une

valeur déterminée de .r, elles sont vraies pour les sommes

S,„, S,„_i,. . ., elles sont vérifiées pour S,„ -,
2" que si, pour

toute valeur déterminée de m^ elles sont vraies pour

toutes les valeurs i, 2, 3, . . . , Jf de :r, elles sont encore

vérifiées pour celle dernière valeur de x augmentée de

l'unité.

5. En posant, dans la formule (i),

Up — //", Vj, -=11 //',

nous obienons la formule suivanle, dans laquelle il est

impoitant de tenir compte de la parité ou de l'imparité

de m et de 11
,

c c _/_J , L_U ,

^^^ + ^^ p c
<>m 'Jfi l . I '-'/«+«+ 1 "T- ii[ 0//i-|-7j_i

\m-\-i n -h i / 1

(7) ^

i W3 -f- /ïa m^ -\- /?5

f ~, ^2 ^/«-f-n— 3 H- 7^
t>4 ^/«+rt— à -+-•••,

et, pour m = n,

S,^, = S,«+, -f- [/// H- i].. B, S,;„_,

— [m A- i]^ B, S^m-i -f- [w + i]g B, Sj„._5 4- . . .

,

qui donne, comme cas particuliers ('*'),

S* = y S5 -4- -j S3,

O.J — ^, 07 -t- 2 05,

c 2 — 2 c _. _! c LQ

(*) Voir ISouvcllcs Annales, i^ sôric, t. IX, p. [\C).
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Cl inverscmem •

283^=2 S;,

285=== 3S^ — S;,

2S, = 485— 3S^^-S^
oC /^Q2 20C2_, I1C2 11Ç2

et il serait facile de trouver la loi générale des coefficients.

L'équation [y) fait voir : 1" en supposant ni et n de

même parité, que S2/4.1 est algébriquement divisible par Sj,

et que le quotient est une fonction entière de Si ;
2" en

supposant m et n de parité différente, que Sg,- est algé-

briquement divisible par Sa, et que le quotient est encore

une fonction entière de Si. Ces propriétés permettent de

calculer facilement les sommes S. En désignant par ç^^+i

et par ^2» les quotients de S2/+1 par S^, et de Sg, par S2,

et faisant successivement /z = i et /z = 2 dans cette for-

mule, nous obtenons, en posant j = 28^ = x[x -h i),

{i-+-l)yfj^i^^—.{i-^ l)q.i+^ -f-[2/ + 2]2B,ry2/H-,

— [2 / -h 2}. Bî 72/-. -h . . . — (
— I )''[o. /• -h i].,i B/,

/-f- 1
., 2/ -H 5

J'7:i/+'= -r— ^l-'i+^ -h[2/ -f- 2j,B,(72,+,

— [2 / -h 2 ]i B, 7,,- -i- ... — (_ I )'[2 / -t- o],,- B/.

Ces deux formules donnent successivement, poui' /"=:i,

2, 3, 4i • • • ? les équations suivantes :

77 =-vJ'-f7 -H 3,

.S>

5„ 1 V< ^ y 3 1 J 7 yî 11 y7" J./ .1 J ^ 6 -^ 3 7

y 13 ;V 3/ ^15.' 2 1.' ^^ lOb / lOl'

„ 1 «.fi 6 V* -U ^ * V < ""- 1 S _1- lAJl ï- 3 r-ct V -U 'V"»
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5f/i ==3jr — I,

7 (76 = 3j' — 3j + I ,

9*78 — h'— 6j^-4- Vr - |i

ii7'o= 37<— loj^-h i']f— i5 j -H 5,

i37. :--.- 3j^- i5r^-4- 4i j^- -H^j-^-i- -%"rj - ^,

Les coefiicients des diverses puissances de j^ sont al-

ternativement positifs et négatifs, comme cela résulte de

la loi de sommation. On peut trouver aussi la loi des

coefficients, en remarquant que pour ;^ = 2 on a </ =: i

.

On observera que <7io est divisible par y — i

.

A l'aide des formules (2) et (3), on peut encore ex-

primer S,„ S„S^ et S;^, en fonction linéaire des sommes S,

et généraliser ces résultats. On retrouverait ainsi, comme
cas particuliers, les formules

4s^= 3S5-1-S3,

I2S^=::=l6Se — 5S4 + S2,

qui seraient les deux premières d'une série de formules

analogues qui ont été indiquées par M. Ed. Amigues (*).

Cûi\COllllS GËÛAL DE 1874;

Par m. MORET-BLANG.

Matliénialiques spéciales. (Paris.)

Démontrer que la forme la plus générale {V un po-

lynôme entier F ( x), satisfaisant aux relations

F (i — x^z=zY[x),

X / X"'

r *) JSoia'elIcs Annales, }.*^ série, t. X, p. 8i cl 117
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(onnaissaiil R, /', /', r" ^ r"\ et, par les autres, on résout

la question inverse.

Seconde question. — Si l'on suppose que les trois

cercles de l'énonce précédent soient remplacés par les

trois cercles analogues, tangents extérieurenienl an cercle

circonscrit l\ un triangle, et que l'ondésigne par.ri, j i, z^

les rayons des nouveaux cercles, on a

4Rr' 4R/" 4R/'"

r -f- r r -\- r r -f-
'

3iK^— sRfjTi ^1 H- ^1 ^i H- -^1 Ji) — ^iji Zi= o,

4a7,j, z,a3— [(r, s, 4- .X-, 2, +^,:>-i)a-— ^.-i j, 2,]^= o,

et, si Ton pose

r H-4R I I I

9.Rm Xi -h 4 1^ .> + 4^^ ^' -+-41"^

on a aussi

^;, -+-4R j.H-4^ 3,-i-4i^

Nota. — Pour résoudre les questions piccédenles, on

pourra prendre pour {)oint de départ les formules sni

vantes, faciles à démon irer :ABC
X. COS^ — z=.y COS- — --rr 3 COS' - zr= r,

2 2 2

A
,

B „
^^'

X^ COS — :=: r , T, COS^ — = ' j -i ^'<>S^ - =: T .

2 2 2

QIKSTIOXS D'AWLYSE l^m:TFÏIMI\EE;

Pau m. Kdouard LUCAS.

I. Trouver tous les systèmes de deux nombres cnlicrs

<lout le quotient par leur somme de la somme di.' leurs

ciu(piièmes puissances est un carré parfait.
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Cette queslion, qui comprend comme cas particnliei"

la question 1168, a, comme solutions simples,

(3, — i,ii^\ (8, 1 1, '2:î()i), (i23, 35, i33v)i),

(So8, — G9.7, J169341), ....

'3. Résoudre en nombres cnliers Téqualion

3. Trouver tous les triangles rectangles ayant pour

côtés des nombres entiers, et tels que le carré de l'hypo-

ténuse, augmenté on diminué du double de l'aire du

triangle, soit égal à un carré parlait

.

4. Trouver tous les triangles rectangles en nombres

entiers, tels (pie le carié de l'iiypolénuse^ augmenté ou

diminué de Taire du triangle, soit égal à un carré par-

fait.

5. Trouver tous les triangles rectangles en nombres

entiers, IlIs que Taire du triangle augmentée des carrés

construits sur les trois côtés soit égale à un carré parfait.

BIBLIOGIUPIIIE.

Traité cV Arithniéliqiie, rédigé conformément aux pro-

grammes ofCciels; par H. Sigjvol, professeur de

IVlatliématiques à Paris. Un vol. in-8, de 3^8 pages.

Prix : 4 francs.

Ce Traité est divisé en cinq Livres.

Le Livre P' traite des quatre opérations fondainentaUs sur

les nombres entiers.

Le Livre II renferine les propriétés éiénicnîaires des nom-

bres.
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Le rayon de cette circonférence est la moitié du rayon

du cercle circonscrit au quadrilatère J^^")

Cette propriété présente une grande analogie avec le

théorème des neuf points, démontré par Euler, pour le

cas du triangle. Les huit points désignés dans l'énoncé

correspondent aux milieux des trois côiés et aux pieds

des trois hauteurs dans le cas du triangle. Les trois au-

tres points, dans ce môme cas, sont les milieux des droites

qui joignent les sommets du triangle au point de ren-

contre des hauteurs. Dans le quadrilatère, ces trois der-

niers points ont pour correspondants les milieux des

quatre droites qui joignent le centre perspectif, ou point

de rencontre des hauteurs de A, aux sommets de Ag)

Mais ces quatre points se confondent avec les pieds des

quatre hauteurs de A.

Théorème XXV. — Le centre commun O des circon-

férences circonscrites aux quadrilatères A et K,^^ et le

centre perspectif a de A sont les foyers d'une ellipse

qui a pour centre et pour grand axe le centre et le dia-

mètre du cercle des douze points, pour tangentes les

côtés du qudrilatère A, pour polairefocale la diagonale

extérieure du même quadrilatère, et pour cercle direc-

teur relatifau foyer a le cercla circonscrit au quadri-

latère An. /' '

SLR LA DÉCOMPOSITIOI\ DES MMU^ M FACTEIRS

PREMIERS;

Par î\L Edouard LUCAS.

Los opérations que l'on clVeclue hahitucllement pour

décomposer un nomhrc en ses facteurs premii'rs sont

longues et pénibles, puisque Ton est obligé de laire
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oxaclcmenl les divisions de ce nombre, souvent irès-

iïrand, par une série de diviseurs que Ton essaye succes-

sivement. On peut, à l'aide de la remarque suivante,

abréger le calcul d'une manière notable. Considérons,

par exemple, le nombre

2^»-|- I = /[2']S-?.5536:

,

dont tous les diviseurs sont de la (orme Sop -h i . Prenons

les logarithmes des nombres de celle forme, compris

entre 60000 et 62000, et retranchons-les du logarithme

du nombre donné; nous pouvons déterminer exacte-

ment les cinq chiffres du quotient et former le tableau

suivant :

Diviseurs.
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miers connus, à savoir :

231 _ I
_- 2147483647.

Nous remarquerons que le dernier nombre essayé dans

le tableau donne le produit

61G81 X 69361 = 4278255841,

qui ne dilîere que par deux chillres du nombre donné.

J'observerai, à ce propos, qu'il serait bon, dans les

Tables de logarithmes, d'indiquer par un signe placé à

côté du dernier groupe, formant chacun des logarithmes

de loooo à looooo, le cas où le nombre considéré est

premier. On aurait ainsi, sans plus d'espace et sans plus

de frais, une Table des nombres premiers de 1 à 108000

avec le logarithme en regard, ce qui serait un véritable

progrès dans Tétude de la théorie des nombres.

Nous indiquerons encore les décompositions suivantes :

So'"" — 1 = 7^19.29 i2'2ii 837931 .51941 161,

So'^H- I = F 1 . i3.3i .67 .271 483 1 .71261 .517831

,

2^. + 1^3. 83.8831418697.

J'ai essayé ce dernier nombre pour tous les facteurs

premiers, inférieurs k 60000, et ainsi

57073 X 154739 =r883i4i8947

ne diffèie que par deux chiffres de ce nombre, et d'ail-

leurs le dernier facteur est divisible par i3. L'opération

qui consiste à essayer les autres nombres premiers de

60000 à gC) 100, et qui comporterait une seule page de

calculs, reste à faire ^ mais je n'ai pu continuer, n'ayant

pas à ma disposition les Tables de Chernac. 11 sciait

donc facile de s'assurer si ce nombre est premier, cl,

dans le cas de réussite, ce serait, je pense, le plus grand

noQibre premier connu actuellement.
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QUESTIONS D\\1\ALYSE l\»ÉTE5niI\ÉE

Par m. Edouard LUCAS.

1. SI [x,y.,z) représente une soliuion en nombres

entiers de l'équation indéterminée

A .r3 -4- Bj3 H- Cz^-\- 3 D jcjz =. o

,

on obtient une nouvelle solution à l'aide des équations

X Y Z
\

1_ _ — o,

AXx' -+- BY/= H- CZz2= o.

2. Si (.T,JS z) et (Xi, Ti, ^i) désignent deux solutions

distinctes de l'équation précédente, on obtient une nou-

velle solution à l'aide des écjuations

X Y Z

.T y z = O,

AXa:'^:, -h BYj-J, -f- CZzZi =:::: O.

3. L'équation biquadratique x''— 5j" = i a pour

solution, en nombres entiers, j? = 3, j" = 2, et n'en a

point d'autres.

4. La différence de deux cubes consécutifs n'est ja-

mais égale à un bicarré.

5. Trouver en nombres entiers toutes les solutions

des deux progressions arithmétiques

7 x^. 2j^ 32^.4''^
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et ainsi l'on a, pour ia première,

T 167^2 X 97^3 X 57^4 X i3% déraison 9071

et, pour la seeoade,

7607^3x3032.5x191^.7X113% déraison 93022.

6. La différence de deux cubes consécutifs n'est ja-

mais égale à un bicarré.

7. Résoudre complètement l'équation

dont Legendre adonné une solution incomplète (*).

8. Trouver toutes les valeurs de x pour lesquelles la

somme des cinquièmes puissances des x premiers nom-
bres est un carré parfait.

QUESTIONS

Proposées par M. C. MOREAU,
Capitaine d'Artillerie, à Calais.

1. Démontrer les formules

i-f
f?(n— ')P

I

[^{^^— O^''— ^OT' r(2«+i)
-h. . .:

v/"^: 1.2 j"^L ^^3 j r(/M-.)

-(;)"-['-^-]'-["^^':3-']'--

cos— 7 - î

2

1-)
/P rû {n-— I ) n- ri- — i

) (
//'— 4 )

^' " " ~

et indi([uer entre quelles limites elles sont exactes.

(*) I.EGENDUE, Thcoric des Nombres, i. II, p. i-jG.
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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHÉMATIQUES.

PROBLÈMES Sl]R L'ELLIPSE;

Par I\1. Edouard LUCAS.

1. Sur la construction géométrique des normales à

une conique,— Dans une Noie ayant pour objel la solu-

tion du problème d'abaisser une normale sur l'ellipse,

M. Painvin (* ) se sert d'un théorème extrait d'un Mé-
moire de M. Smitli Sur quelques problèmes cubiques et

quadratiques. L'emploi de ce théorème me parait inu-

tile, et je pense que la solution suivante est plus simple

que la solution indiquée.

Soit P (a, /5) le point d'où l'on veut abaisser les nor-

males à l'ellipse-, si du sommet A on abaisse des per-

pendiculaires sur les normales, elles rencontrent la

courbe en quatre points situés sur une circonférence,

et la construction de celle-ci résout immédiatement la

question proposée. On trouvera dans l'article cité la

construction de l'axe radical de cette circonférence et

du cercle homographique, et ainsi l'on déterminera une

première droite contenant le centre. L'ordonnéej o du
centre de cette circonférence a pour expression [ t'o//- la

(* ) Nouvelles Annales, a^ série, t. IX, p. .i/JS. ...,.,^;^^
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foi mule (II), p. 35 1 de l'eiidroil ciiéj
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SoitD le centre de courbure du sommet A: joignons

le point D à la projection du point P sur l'axe des j-, et,

par la projection de ce point sur l'axe des x, menons

une parallèle qui rencontre l'axe des j' eu Q ; l'ordonnée

cliercliée y^ sera le double de OQ.

2. Su?' la corde normale ininiina. — Pour déterminer

la position de la corde normale de longueur niinima, on

peut employer la remarque suivante, et j'ignore, en

raison de sa simplicité, si cette remarque est nouvelle.

Supposons une ellipse dont les dimensions sont telles

que la développée la rencontre en des points l'éels 5 on a

a^^h y'2. Désignons par A l'un des points d'intersection,

par AB la tangente à la développée normale à l'ellipse

en B, par A'B' une tangente voisine, par A' le point de

contact avec la développée, extérieur à l'ellipse et sur la

même branche que A, par B' le pied de la normale, et par

C l'autre point d'intersection de A'B' avec l'ellipse. On a

arc A' A -f- AB = A' C + CB',

et, puisque l'on a

arc A' A> A' C,

il en résulte, car la démonstration s'applique encore si

A' est intérieur à l'ellipse,

B'C>AB,

et ainsi AB est la corde normale minima.

Le raisonnement s'applique d'ailleurs à la recherche

de la longueur maxima ou minima de la normale à une

courbe donnée C comptée de son pied jusqu'à son point

d'intersection avec une courbe donnée C. Les tangentes
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à la développée de la courbe C en ses points d'intersec-

tion avec C sont en général des normales inaxima ou

mininia. On ne peut rien conclure par ce qui précède,

lorsque la courbe C coupe la développée de C à angle

droit. On doit encore tenir compte des affections sin-

gulières que présentent ces trois courbes, et plus parti-

culièrement des points de rebroussement de la déve-

loppée.

3. Sur le triangle inscrit et concentrique à Vellipse.—
En désignant par a, j3, y les angles excentriques ou pa-

ramètres angulaires des sommets d'un triangle inscrit à

l'ellipse, les coordonnées du centre du cercle circonscrit

sont données par les équations (
*

)

ax a. -h (i 3-1-7 7 H- a

c' 2 2 2

h' . a -h S . 8 -h 7 . 7 4-
-^ = — sin sm sin

Si le triangle est concentrique à l'ellipse, on a

277

Cela posé, la formule

cos^/» cos^ «7 cos- /• -f- s'ia^p sin^ qs'in-r

= - -I- H [C0S2(/^— -y) -f-COS2(<7— /•)-[- COS2(r— /?)]

-f- -[cos2(/?-f-<7)-f-cos2((7H-r)-|-cos2(r-i-/;"']

(*) Salmon, Traité des sections coniques, p. 3o6 de la traduction

française. Nous ferons observer que cette dénomination d'aiii^lc excen-
trique est au moins bizarre. Cet angle porte, il est vrai, en Mécanique
céleste, le nom d'anomalie excentrique, parce qu'il n'a point son som-
met au foyer de l'orbite elliptique d'une planète, occupé par le centre

du Soleil ;,mais cette dénomination n'a aucune raison d'être en Géomé-
trie.
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donne immédiatement

Le lieu du point d'intersection des hauteurs décrit un

lieu homothétique (c'est la question 1173). On peut

arriver plus simplement au résultat précédent; mais si

j'ai opéré ainsi, c'est afin de donner une application de

la formule trigonométrique employée ci-dessus.

Remarque. — La question de la corde normale mi-

nimum a été traitée (2*^ série, t. VII, p. SaS, année

1868). Elle se trouve aussi traitée de même dans les

Problèmes de M. Loncliampl.

LA TIUSECTION DE L'ANGLE A L'AIDE DU COMPAS

SPHÉRlOllE

(voir >' série, t. III, p. at'.a ) ;

Par m. Édouaru LUCAS.

Dans une lettre de Descartes à Mersenne, en date du

8 octobre 1629, on trouve le passage suivant : a De di-

viser les cercles en 2y et 29, cela se peut mécanique-

ment, mais non point géométriquement; il est vrai qu'il

se peut en 27, par le moyen d'un cylindre, encore que

peu de gens en puissent trouver le moyen, mais non pas

en 29, et, si l'on m'en veut envoyer la démonstration,

j'ose vous promettre de faire voir que cela n'est pas

exact. »

La construclion des polygones réguliers de 3" côtés se

déduit du principe suivant, cjui résout le problème de la

triseclion de Vangle en se servant de ligures décrites à

l'aide d'un compas sur la surface d'un cylindre de révo-

lution. Soient, en eflet, ABC la base d'un cylindre de
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rayon supposé égal à l'unité, A l'origine des arcs, B et C
les extrémités de l'arc a donné et de l'arc supplémen-

taire. Du point B comme centre, on décrit sur la surface

du cylindre une courbe sphérique passant par le point

diamétralement opposé au point B 5 sur la génératrice

passant par le point C, on prend un point D dont l'or-

donnée est égale au cosinus de l'arc donné, et de ce

point D, comme centre, on décrit sur la surface du

cylindre une seconde courbe sphérique passant par le

point diamétralement opposé au point C. Ces deux

courbes se coupent en quatre points, situés dans un plan,

dont les ordonnées sont égales à acosa et aux trois va-

1 J 1' • " -\-lhr. ,

leurs de 1 expression 2cos ——•, et dont les projec-

tions sur la circonférence de base sont les extrémités

de quatre arcs respectivement égaux à 271— «, et aux

trois valeurs cherchées de l'expression ^
Telle est, je pense, l'interprétation que l'on doit

donner du passage de Descartes, rapporté plus haut. La

méthode employée permet aussi de construire les racines

des équations du troisième et du quatrième degré.

Vérification. — En prenant pour axe des z l'axe du

cylindre, et pour axe des a: le rayon passant parle point A,

les sphères décrites des points B et D ont pour équations

\.T.—/•cos«)'+(j— /'sin<7)=-f-3== 4^',

(x-hrcos «)'H-(j— /•sinrt)'+(z— rcosrt')-=4'"'+'^c()S-fl ;

ces équations sont simultanément vérifiées :

1° Pour

xrrrrcosrt, J = — rsiurt, zii^^rcosa;

1^ Pour

<7 -f- -2 / TT . a -\-ih-!: a -\-9.^T7
x= rcos ? j=:rsin ^ 5 z=z-2.rcns r;
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qui donne, pour
fj

^= o,

h'"-'i .2.3. . .(m ~ i)

X A-'^"'-'-*/(ar).

, .r — (/7i — O/iJA

TDEORÈMES NOIVEAIJX SIR LA PARABOLE ET L'flYPERBOLE;

Pau m. Edouard LUCAS.

En prenant l'équalion de la parabole rapportée à des

axes rectangulaires sous la forme

l'aire d'un triangle inscrit Pj Pj P3 est, en désignant par

oTi, X2, Xi les abscisses des sommets, donnée par la for-

mule
"1 -^

I
I

P.P. P.

et, d'après un théorème connu,

P, Pj P:, = — i (.r, — X,
)
[x, — .r,

)
(.r, — x,).

Les coordonnées du pôle Qi de la corde Pg P3 sont

respectivement -j {X2 -+- X3) et x^x^, et, par suile, l'aire

du /riangle Qi Q2Q3) correspondant au triangle inscrit

Pj Pj P3, est donnée par l'expression

Q.Q:Q

.rj
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et l'on trouve aisément, en retranchant les deux der-

nières lignes de la première,

Q,Q,Q,=:-|P.P,P3.

On conclut de ce résultat le théorème suivant :

Théopœme I. — Uaire du triangle formé par trois

tangentes à la parabole est égale à la moitié, prise en

signe contraire, de Vaire du triangle formé par les

trois points de contact.

Désignons par R. le point de contact de la tangente

parallèle à P2 P3 : l'abscisse x' de ce point est égale à

j [x^ -f- .rs), et, en remplaçant Xi par ,r' dans l'expression

de Pi Po P31 ou en conclut la valeur de Rj R2 R3, et par

suite le théorème suivant :

Théokème il — L'aire du triangle formé par les

points de contact des tangentes parallèles aux côtés

d'un triangle inscrit à la parabole est égale au hui-

tième, pn's en signe contraire, de l'aire du tiiangle

inscrit.

Si, par le point Pj, on mène une parallèle à P, P3, cette

droite rencontre la parabole en un point Sj dont l'ab-

scisse x'i est égale à j", -+- X3 — Xi, et en remplaçant, dans

l'expression de Pj P2 P3, Xi par xj, on en conclut l'aire

de Si S2 S3, et par suite le théorème suivant :

Théorème III. — Si, parles sommets d'un triangle

inscrit à la parabole, on mène des parallèles aux côtés

opposés, ces droites rencontrent la parabole en trois

pointsformant un triangle dont l'aire est égale à huit

fois l'aire, prise en signa contraire , du triangle in-

scrit.

Les coordonnées du pôle de Pj Si sont respectivement

.r, + X,
X =z , Y = -^1 -^î + ^î — -^l )r

2 '
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et l'aire du triangle formé par les trois pôles a pour ex-

pression

Xa -i- JTj .r, ( X. -i- .r3 — .r, ) il

JTj -t- a.', ^-j (.î-j -{-a.-, — JTj) I
j

,

.r, -\- Xi Xi[x^ ~- x-, — Xi) I
j

et, en retranchant les deux dernières lignes de la pre-

mière, on obtient :

Théorème IV. — Si, par les sommets d'un trianglf.

iiisciit à la parabole, on mène des parallèles aux côtés

opposés, les pôles de ces droites forment un triangle

dont l'aire est égale à celle du triangle inscrit.

En désignant par Tj et Ui les points de contact des

tangentes parallèles àPiR, etRj Sj, les triaîigles T1T5T3,

U1U2U3, les triangles formés par les pôles de Pi Ri,

PiTi, Pi Ui, Ri Si,. . . et par les pôles analogues, ainsi

que les triangles formés par les points de contact des tan-

gentes parallèles à ces diverses droites et aux droites

analogues, donnent lieu à un grand nombre de théo-

rèmes semblables à ceux que nous avons indiqués, et dont

les démonstrations fournissent ainsi des exercices cu-

rieux et variés sur la théorie des déterminants.

Considéi'ons maintenant deux triangles A1A2A3 et

Pi P2 P3 inscrits à la parabole, et désignons par a.^^ «2,

^13 eto-i, ^2, x^ les abscisses de ces points. Menons par

le point Al une parallèle à P2 P3, et désignons par Bj son

point d'intersection avec la parabole^ Tabscisse de ce

point est égale à x^-^x^ — «i, et l'aire du triangle

B, B2 Bs a pour expression

{ a-i -f- Xj— «J — r3)(fl3 H- Xj — a, — x,) «, + .r, — ti. — j:,).

Menons maintenant par le point Pj une parallèle à A. A3.

cl désignons pai' Ci son point d'intcrseclion avec la para-
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bole^ l'abscisse de ce point est égale à a.j. -^ a-j, — x^, et

l'aire du triangle Ci Cg Cs est égale à celle de Bi B2 B3.

Désignons enfin par Dj le point de contact de la tan-

gente parallèle à Ai Pi j l'abscisse de ce point est égale

à j («1 -f- oTi), et, par suite, l'aire du triangle Di Dg D3

est égale au huitième, pris en signe contraire, de l'aire

du triangle Bi B2 B3 ; de là le théorème suivant :

Théorème V. — Si deux triangles sont inscrits à la

parabole, et si par les sommets de chacun d^eux on

mène des parallèles aux côtés correspondants du se-

cond, ces parallèles rencontrent la parabole en six

pointsformant deux triangles dont Paire est la même
et égale à huit fois l'aire, prise en signe contraire, du

triangle formé par les points de contact des tan-

gentes parallèles aux droites quijoignent les sommets

correspondants des deux triangles donnés.

Ce théorème comprend un très-grand nombre de cas

particuliers, lorsqu'un ou plusieurs des sommets de ces

triangles coïncident-, si Ai, A,, A3 coïncident, on a ainsi

le théorème suivant :

THÉ0Rr:ME YI. — Si, par un point de la parabole, on

mène des parallèles aux côtés d'un triangle inscrit, et si

parles sommets de ce triangle onmène des parallèles àla

tangente au point donné, ces parallèles rencontrent la

parabole en six nouveaux pointsformant deux trian-

gles équivalents dont Vaire est égale à huit fois l'aire,

prise en signe contraire, du triangle formé par les

points de contact des tangentes parallèles aux droites

quijoignent le point donné aux sommets du triangle

donné.

Le théorème précédent s'applique d'ailleurs facile-

ment à un polygone concave ou convexe, d'un nombre
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quelconque de côtés, et les aires des polygones formés

sont en raison constante avec le polygone donné.

On peut trouver encore des théorèmes analogues sur

les pôles des droites considérées dans les deux lliéorèmes

précédents.

Considérons maintenant un quadrilatère inscrit

P, P2 P3 P4', nous avons, par définition (*),

et, en nous reportant à Taire du triangle inscrit à la j)a-

rabole,

P, P2 P3 P4 = — { (x, — X3) {x-, — .r.i
)
(.r, + .Ti — a:., — .r^);

si nous remplaçons dans cette formule x, par|(j;.-l-ar,-^i),

qui représente l'abscisse du point de contact de la tan-

gente parallèle h P,P,^,, et si nous remarquons que le

dernier facteur s'annule, nous obtenons le théorème

suivant, qui contient un certain nombre de corollaires

pour le trapèze et pour le triangle :

Théorème VII. — Le quadrilatère formé par les

points de conlact des tangentes parallèles aux côtés

d'un quadrilatère inscrit à la parabole a une aire

nulle.

En calculant encore l'aire du quadrilatère formé par

les pôles des côtés consécutifs du quadrilatère inscrit,

ou obtient la moitié, prise en signe contraire, de l'aire de

ce quadrilatère, et, en appliquant ce résultat au théo-

rème pi'écédent, que nous allons généraliser :

Théorème YlII. — Le quadrilatère j'oriné par les

tangentes parallèles aux côtés d'un quadrilatère inscrit

a une aire nulle.

(*) Voir mon Mémoire ayant pour tilrt" : Nouveaux iht'orèmes de Géo-

métrie supérieure (Extrait du Bulletin de In Société d'émulation de

l'Allier. Moulins, 187,') \
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Considérons enfin un polygonede/z côtés ABC...HKL,
insci-it à la parabole 5 désignons par a, &, c,..,, A, /r, /les

pôles de AB, BC, . . . , KL, LA, et admettons la formule

abc,../i/d= — -^ABC. ..HKL.

Ajoutons un sommet M au polygone inscrit, et désignons

par /' et m les pôles de LM et MA j le triangle ALM
nous donne

li'm -- — J- ALM.

L'addition des seconds membres des deux égalités pré-

cédentes donne — \ ABC...HRLM, et celle des deux pre-

miers nous donne Taire du polygone ahc.JiKL' ni^ si l'on

remarque, en effet, que les trois points A, Z, /' sont en

ligne droite, ainsi que les points <?, /, m, comme pôles

de droites concourantes. De là, la proposition sui-

vante :

Théobème IX. — L'aire du polygone formé par

n tangentes à la parabole est égale à la moitié de

l'aire, prise en sigjie contraire, du polygone qui réunit

les points de contact.

Ce théorème comprend un grand nombre de cas parti-

culiers, en supposant un ou plusieurs côtés du polygone

infiniment petits. En supposant que le polygone inscrit

se compose d'un arc de parabole et de sa corde, on le-

trouve ainsi l'aire du segment.

Nous ajouterons, sans démonstration, les deux théo-

rèmes suivants, susceptibles de généralisation, ainsi que

les précédents :

Ïhéokème X. — Si l'on joint les milieux des côtés

d\in triangle inscrit à la parabole, et si l'on prend les

milieux des cordes interceptées dans la courbe, V aire

jormée par ces trois points est égale à la moitié, prise

en signe co/i(aire, de celle du triangle inscrit.
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Théorème XI. — Uaire du triangle formé par les

pôles des droites qui joignent les udlieux des côtés d'un

triangle inscrit à la parabole est égale au quart de

celle du triangle inscrit.

JNôus prendrons l'équalion de l'hyperbole sous la forme

et nous supposerons les axes reclangul aires ; mais les

lormnles suivantes s'appliquent à une hyperbole quel-

( onqiie, en multipliant chaque aire par le sinus de l'angle

des asymptotes.

L'aire d'un triangle inscrit Pj Pa P3 a pour expression

P, P, P, = - ^ '- -i ' -^

.

Les coordonnées du pôle Q3 de la corde Pj 1^2 sont don-

nées par les formules

2 .r, X-, 2
X =z , y =z ,

.r, + Xi .r, -4- x-i

et Taire du triangle Q, Q2 Q3 correspondant au triangle

P, Pj P3 est donnée par l'expression

Q. Q, Q3 r= — 2
''" ~ '^^ fun:^ ^'~ •^'

.

Si le centre de gravité du triangle inscrit est situé sur

l'une des asymptotes, on a, par exemple, pour l'axe

des y,
^| + -^5 H- -^3 -- O,

et la comparaison des deux résultats obtenus ci-dessus

nous donne immédiatement le ihéoième suivant :

TnÉORi:Mi'. XIL — Si sur une li) perbole on jnend trois

points formant un triangle dont le centre de gravité

est situé sur l'une des asymptotes, l'aire du triangle des
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tangentes tiienées par ces trois points est égale à quatre

fois r aire du triangle inscrit.

Si le centre de gravité est situé sur la courbe, on a la

relation •

1 I

ou, par une transformation facile,

= 8,

et la comparaison des deux résultats précédents nous

donne encore :

TnÉORÎiME XIII. — Si le centre de gravité d'un triangle

inscrit à Vliyperhole est situé sur la courbe, V aire du

triangle des tangentes aux sommets est égale, en signe

contraire^ à la moitié de Vaire du triangle inscrit.

Si nous exprimons que la corde PPj est parallèle à la

corde P^ P3, nous obtenons la condition xXx = x»_ x^-, et,

pour le point de contact de la tangente PP parallèle à

Po P3, nous avons x = ir: y .Ta .^3, et ainsi il y a toujours

deux solutions réelles si x^ et x^ sont de même signe,

c'est-à-dire si P2 et P3 appartiennent à la même branche

d'hyperbole.

Si, dans l'expression de Pj Pg P3, nous remplaçons Xx^

.Xg, x^ respectivement par '-^^% '——^, ——?, nous obte-
X

I
.T2 .^^3

nous

— P.P2P3
.C^ X2 X^

et, par suite, les deux théorèmes suivants :

Théouème XIV. — Si le centre de grasnté d'un

triangle inscrit à Vhyperhole est situé sur la courbe, el
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si l on mena puf les sommets de te LriangU: des paral-

lèles aux côtés opposés, ces parallèles rencontrent l'iiy -

perhole en trois nouveaux points formant un triangle

dont Vaire est égale à huit fois Vaire, prise en signe

contraire, du triangle inscrit.

Théorème XV\ — Si le centre de gravité d'un triangle

inscrit à Vhjperbole est situé sur Vune des asymptotes

,

et si Von mène par les sommets de ce triangle des pa-

rallèles aux cotés opposés, ces parallèles rencontrent la

courbe en trois nouveaux points, formant un triangle

dont l'aire est égale à celle du triangle inscrit.

Considérons maintenant un quadrilatère inscrit

Pi Pa P3 P4; l'aire de ce quadrilatère a pour expression,

en opérant comme dans le cas de la parabole,

7 (-^l — -^3 ) (-^J — •'"4
) (

SI nous remplaçons danscetle formuler,- par-h \j'XiXi^i,

qui représente l'abscisse du point de contact de la tan-

gente parallèle à P,P;^i, en supposant tous les points

situés surla même branclied'livperbole, et si nous remar-

quons que le dernier facteur du résultat précédent s'an-

nule, nous obtenons le tliéoième suivant :

Théorème XVI. — Le quadrilatèreformé dans une

même branche d'hyperbole par les points de contact

des tangentes parallèles aux côtés d'un quadrilatère

inscrit dans celte brandie a une aire nulle.

Ce théorème, que nous avons déjà rencontré dans la

parabole, est également vrai pour le cercle et, par suite,

pour l'ellipse, en prejiant tous les points de contact sur

la rnènie demi-circonférence, ainsi qu'on le démontre

immédiatement pour le cercle en faisant voir que les

deux triangles dont se compose le quadrilatère sont égaux.
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Les lliéorènies sur l'hyperbole paraissent moins nom-

breux que les théorèmes correspondants sur la parabole,

à cause de la condition imposée au centre de gravité

du triangle-, mais, puisque l'une et l'autre des deux con-

ditions sont homogènes et symétriques, on peut rem-

placer a^, par Kxi, quelle que soit la valeur de K, et en

particulier K:=: 2. On peut aussi augmenter le nombre

des résultats précédents à l'aide des remarques sui-

vantes.

Si, par un point x = a de l'hyperbole, on mène des

[)arallèles aux côtés du triangle inscrit P1P2P3, ces pa-

rallèles rencontrent l'hyperbole en trois nouveaux points

ayant pour abscisses—% ——^5 -» et, si l'on porte ces
a

valeurs dans les expressions de Pi Pj Pg et de Qi Q? Q3,

on retrouve les aires des triangles avec des signes con-

traires. En ponant ces valeurs dans la condition qui ex-

prime que le centre de gravité du triangle Pi Pg P3 est

situé sur la courbe, on retrouve cette même condition.

Enfin il est facile de voir que, si le centre de gravité du

triangle inscrit Pi P, P3 est situé sur l'une des asym-

ptotes, le centre de gravité du nouveau sera situé sur

l'autre. Donc :

ThéokiiME XVII. — Si, par un point d'une Jnper-

hole, on mène des parallèles aux côtés d^un triangle

inscrit, ces parallèles rencontrent l'hyperbole en trois

nouveaux points formant un triangle dont l'aire est

égale, en signe contraire, à Vnire du preinier ; il en est

de même des triangles circonscrits correspondants.

Enfin, si le centre de gravité du premier triangle in-

scrit est situé sur la courbe ou sur l'une des asymptotes,

le centre de gravité du second sera situé sur la courbe

ou sur Vautre asymptote.
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Les deux premières parties de ce théorème s'appli-

quent également à un polygone quelconque.

Nous énoncerons encore les propositions suivantes,

dont nous laissons au lecteur la vériiication :

TnÉonÈME XVIII. — L'aire du triangle obtenu en

prenant les milieux des cordes interceptées dans une

hyperbole passant par le centre du triangle iiiscrit, par

les droites qui joignent les milieux des côtes de ce

triangle, est égale à la moitié^ prise en signe contraire,

de l'aire du triangle inscrit.

Théorème XIX. — Si, parles sommets d'un triangle

inscrit dans une hjperbole passant par le centre du

triangle, on mène des parallèles II la tangente passant

au centre du triangle, ces parallèles rencontrent Vliy-

perbole en trois nouveaux points formant un triangle

dont l'aire est égale à moins ^nngt^sept J'ois l'aire du

triangle inscrit.

TnÉonÈME XX. — Si, par le centre d'un triangle in-

scrit dans une hyperbole passant en ce point, on mène
des parallèles aux côtés du triangle, ces parallèles ren-

contrent Vhjperbole en trois pointsformant un triangle

dont l'aire est égale à moins 'vingi-sept fois l'aire du

triangle inscrit.

Théorème XXI. — Par le centre d'un triangle in-

scrit à une hyperbole passant en ce point, on mène des

parallèles aux côtés du triangle inscrit, et, par les points

d'intersection de ces parallèles avec Vhyperbole, on

mène des tangentes à la courbe, l'aire du triangle

formé par ces tangentes est égale, en signe contraire,

à l'aire du triangle inscrit.

INous ferons remarquer (jue la plupart de ces théo-

rèmes sont susceptibles d'une grande généralisation, et

s'appliquent indistinctement à toutes les coniques, mais
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en tenant compte de la restriction indiquée au théo-

rèmeXVI pour le cas du cercle; nous citerons notamment

àcesujet les théorèmes V et VI. On peut d'ailleurs arriver

plus rapidement à ces résultats et déduire les théorèmes

de l'hyperbole de ceux qui concei^nent la parabole, et

réciproquement. Nous donneions enfin, dans un pro-

chain travail, les théorèmes correspondants dans la Géo-

métrie à trois dimensions.

SÔLITÎOIVS DE OIESTIOKS

PROPOSÉES DA\S lES IVOllVELLES ANNALES.

Question 1070

(voir 2' série, t. XITI, p. 143).

Par m. C. MOREAU,
Capitaine d'Artillerie, à Calais.

Léquation — = \J i -\- aiû -\- bu'' définit une fonc-

tion u^ si Ton donne la condition u =z o pour x= o.

C'est une fonction impaire de x, et, dans son déve-

loppement suii'ant les puissances de x, le coefficient de

est de la forme
X-"

I .2.3...(2« H-I

«" H- \ a"-' h -h l^ a"-'' Z»2 -\- X3 rt"-*^ b^

On a
3=«+i _ 3 3

\, = g n,
ib 2

5,,,+, _ 5 3..+3 _ 33 q / 3-"-^= 3q\

256 64 S \ 32 16

Tous ces nombres A,, Xo, ^3,. sont entiers. Démon-

trer les résultats précédents. (F. DiDON.)
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j = o, X arbitraire,

^ = I, x = 2,

Question 1180

(Tolr 2' série, t. XIV, p. 240);

Par m. MORET-BLANC.

Une pile de boulets à base carrée ne contient un

nombre de boulets égal au carré d'un nombre entier

que lorsqu'elle en contient 24 ^"'' ^^ côté de la base.

(E. Lucas.)

11 faut que l'on ait

/z (« -J- (2A^ H-—

^

'-^ -' = m'
o

ou
n [n -^ \) [1 n -\- \) -=: Qi ni^.

Les trois facteurs «, /i -j- i, a/i -h i étant premiers

entre eux, il faut que celui qui est pair soit le sextuple

d'un carré, les deux autres étant des carrés impairs, ou

bien que le nombre pair soit le double d'un carré, les

deux nombres impairs élant l'un un carré, l'autre le triple

d'un carré.

1° Soit n pair: il faut aussi qu'il soit divisible par 3,

sans quoi l'un des deux autres facteurs serait de la forme

3A -f- 2, incompatible avec celle d'un carré ou d'un

triple carré. On aura donc

// =r 67- , « -I- I =: /j- , 2« -4- 1 = r',

ou
/y-'— 67^=1,

/= — I2Ç- = I.

Les solutions entières de ces deux équations s'obtien-
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neul, comme on sait, en développant y6 et y i 2 en frac

lions continues et prenant les termes des réduites cor-

respondant aux quotients complets dont le dénominateur

est égal à I. Ce sont, dans les deux cas, les réduites de

rang impair : on obtient ainsi les séries de valeurs

P = ^, 5, 49» 4^5, 4^01, 475?5,...,

7=0, 2, 20, ig8, 1960, ig4o2,...,

' = '» 7» 97» i35i, 18217,. . .

,

7 = 0, 2, 28, 390, 7432,....

q devant avoir la même valeur dans les deux équations,

et ne pouvant être zéro, on n'a pas d'autre solution com-

mune que

7 = 2, /? = 5, /-=7,

d'où

/i = 24 et TO-= 4. 25.49 = 490^-

2° Soit n impair : w -f- i sera pair et de forme 3^ + 2,

sans quoi l'un des nombres /z, 2/i-t-i serait de cette

forme, incompatible avec celle d'un carré ou d'un triple

carré 5 on aura alors

/? = p% « + 1=2(7', 2« -T- 1 r= 3/--,

d'où

/>- — 2<7' = — I,

p" — 6r= = — 2,

en posant ip = p'.

Les solutions de ces équations sont données par les ré-

duites de rang pair dans le développement de \/â. et y'6

eu fractions continues. On obtient ainsi les séries de

valeurs

p=i, 7, 4'» 239, 1893, 81 19,...,

f/=i, 5, 29, 169, 985, 5741,...,

/?'=2/>» 2, 22, 218, II 58, 12862,
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d'où

p = i, II , rof), 579, 6i8i,. .. ,

/• = 1
, 9, 89, 881, 872:,....

l.a seule valeur commune de p est p ^= i :

p = \ , r/ = l y
;• = I , d'où n =r i

Donc, en écartant le cas d'un seul boulet, le nombre des

boulets de la pile ne sera un carré que lorsqu'elle en aura

24 sur le côté de la base.

CORRESPONDANCE.

Extrait d'une lettre de 31. E. Bouché. — « Dans Je

numéro des annales, qui est relatif au mois de no-

vembre, mais qui ri a paru qu'hier 6 décembre, je

trouve un article sur la discussion des équations du pre-

mier degré. Je m'empresse de reconnaître que M. Fon-

tené, dont j'approuve particulièrement le mérite, ne

pouvait, quand il vovis a remis son travail, avoir eu con-

naissance de celui que j'ai communiqué à l'Académie

sur le même sujet 5 mais je tiens à constater que ma Noie,

ayant paru dans les Comptes rendus du 29 novembre,

a été publiée avant l'article cité. C'est pourquoi je vous

prie d'insérer ces quelques lignes dans votre prochain

numéro. »

Note de la Rédaction. — La réclamation de M. Rouché est

parfaitement fondée. A l'égard de M. Fontené, nous dirons que

son article nous a été remis au mois de septembre dernier,

que nous l'avons fait composer immédiatement, et que c'est à

notre grand regret qu'il n'a pas paru plus tôt. Le travail de

M. Rouché et celui de M. Fontené sont donc bien indépen-

dants l'un de l'autre.
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QUESTIONS NOUVELLES D'ARITIIMETIQIE SIPÉUIEIRE

Proposées par M. Edouard LUCAS.

1. Déterminer le dernier eh îfFre du /i'^""' terme de la

série de Lamé donnée par la loi de récurrence

et les conditions initiales Uq = o, Ui= ï.

2. Formuler les restes obtenus dans la recherche du

plus grand commun diviseur de deux termes donnés de

la série it^ et u^ en fonction des rangs p et q.

3. Traiter les mêmes questions pour la série

O, I, 2, 5, 12, ...,

donnée par la loi de récurrence

et plus généralement pour les séries récurrentes du pre-

mier genre données par la loi

dans laquelle a et b désignent des nombres premiers

entre eux.

4. Trouver l'expression générale du terme de la série

en supposant Uq= o, i/, = i, quelles que soient les va-

leurs de aei b.

5. Si p désigne un nombre premier, et ii^ l'expres-

sion

fb
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démontrer que «,,^, est divisible par/^. si h désigne un

non-résidu quadratique de p\ et que //p_, est divisible

par p^ en exceptant les valeurs de a pour lesquelles

rt*

—

h est divisible par/?, si b désigne un résidu qua-

dratique àcp.

La première partie de ce théorème est due à Gauss.

0. Résoudre complètement l'équation

•^^ -+- j"^= 9 2'

en nombres entiers. Euler et Legcndre n'ont pas donné

toutes les solutions, et généralement celles pour les-

quelles z est pair; ainsi, par exemple,

7. Résoudre complètement l'équation

en nombres entiers. Fermât, qui avait particulièrement

étudié cette équation, n'a pas donné les solutions pour

lesquelles z est pair; ainsi

•^ = 73» J = — 17> = = 38,

ce qui semble indiquer qu'il n'était point en possession

de la méthode générale.

8. Résoudre complètement l'équation

a;'' -t- (
,r -)- I )

- 4- . . .
-1-

(
^ + rt — I )- 1= j%

})our les valeurs de n égales à 2, 1 1, 23, 24.

9. Démontrer, sans se servir de la l'able des nombres

premiers, que 2''— i est un nombre premier.
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équation d'une parabole dont le sommet est à une dis-

tance égale à p de celui de la parabole donnée, qui a

même axe qu'elle, et un paramètre quatre fois moindre.

OIESTIOXS.

1191. Les foyers de toutes les ellipses, qui ont leur

cercle osculateur maximum commun en un point donné

tixe, appartiennent à une même circonférence.

1192. Une ellipse a son centre sur une hyperbole

donnée et touche les asymptotes de celte hyperbole 5 dé-

montrer que la corde des contacts, correspondant au

maximum de l'aire de l'ellipse, est tangente à une hyper-

bole semblable à l'hyperbole donnée.

1193. On donne deux tangentes et un foyer d'une co-

nique; démontrer que la corde des contacts passe par un

point fixe (*).

1194'. Une pile de boulets à base triangulaire ne con-

tient un nombre de boulets égal au carré d'un nombre

entier que lorsqu'elle en contient sur le côté de la

base 1,2 ou 48. (E. Lucas.)

1195. Une pile de boulets à base carrée ou à base trian-

gulaire ne contient jamais un nombre de boulets égal au

cube ou à la cinquième puissance d'un nombre entier.

(E. Lt:cas.)

1196. Résoudre en nombres entiers positifs l'équation

[x -h ly = j.^-^' H- 1.

(*) Les énoncés de ces trois questions sont extraits de l'Ouvrage inti-

tulé : Conic sections treatedgeometricallr , by W.-H. Besant, M. A., F. R. S.,

Lecturer and late Fellow of St-John's Col'ege. Seconde édition; 1875.
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substituant c, = 09, et tous les nombres qu'on vient de

calculer :

^TT-Cs 3 = 428.5o-!-20.2-f-35.2-^56.l6 + 2.2-l-4-4

-L-3. 2 -4-6. 6-4-2. 2 + 8.
"Y" + 14. 12 + 24. 24

-t- 7 -1-4. 8 -hS. 10

= y. i652 -h 40 -4- 70 -^ 896 -f- 4 + 16 -T- 6 H- 36

H- 4 + 44 + ï68 + 576 -1-7 -t- 32 -4- 80

= j.1652 + 1979.

C5.3=P5(i652-f- 3.1979) =P,(i652 + 5937) = Ps. 7589,

f5 -=^7589,

résultat que j'ai vérifié directement.

SllR L\ RELATION DE MOBllIS, QU EXPRIME QIE QUATRE

POii\TS Wm PLA\ SO\T SITUÉS SUR M CERCLE -,

Par m. Edouard LUCAS.

Mobius a obtenu le premier, à l'aide des principes du

calcul barycentrique [Journal de Crelle, t. 16, p. 26),

la relation qui exprime que quatre points d'un plan sont

situés sur un cercle. M. Cayley a obtenu le même résul-

tat à l'aide de la théorie des déterminants ; on peut inter-

préter et généraliser le théorème en question de la ma-

nière suivante.

Désignons par

X,-= x'' + j' — lOiX— ibiY -\- Ci

le premier membre de l'équation d'un cercle en coor-

données icclangulaires; on sait que Ci et X, représentent

respectivement la puissance de Torigine et d'un point

quelconque du plan dont les coordonnées sont x et /,
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par rapport à ce cercle. On déduit, des quatre équations

j;2 _(_ j2 — 201 .r — "îh^y -I- C| — X, = o,

X^ -\- y- — la^X — 2 ^2J -f- Cj — X2 = o,

j;2 H-/2_ OLa^x— a^'sjr + Cj — Xs^o,

X- ^ y"^ — lUiX — 2^4/ + C4 — X4 =- o,

par l'élimination linéaire de x^j et de X'-^-j^^ l'iden-

tité

I a, 6, c, — X|

I <72 ^2 Co — Xj

I «3 ^3 C3 — Xa

I «4 ^4 C4 X4

que Ton peut écrire sous la forme suivante :

h, f<

I
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nniix à un même cercle, ilfaut que les extrémités des

perpendiculaires^ menées au plan par les centres de ces

cercles, respectivem.ent proportionnelles aux puissances

d'un point quelconque du plan par rapport à ces quatre

cercles, soient situées dans un même plan.

On obtient la condition pour que quatre points d'un

plan soient situés sur un cercle en supposant que les

quatre cercles du théorème précédent se réduisent à leurs

centres.

SIR m PROBLÈME DE 1I4LLEY RELATIF A LA THÉORIE

DES SECTIONS COIVIQIES;

Par m. Edouard LUCAS.

Le problème de Halley, qui consiste dans la détermi-

nation de l'orbite d'une planète connaissant trois posi-

tions héliocenlriques, revient géométriquement à déter-

miner une conique connaissant un foyer et trois points.

Il existe un grand nombre de solutions de ce problème,

et notamment celle de Nicollic, qui est indiquée dans le

Manuel des Candidats à VEcole Polytechnique de

M. Catalan (t. P% p. 470).

La méthode suivante nous paraît nouvelle et revient à

ce problème bien connu de Géométrie descriptive : Trou-

ver la trace horizontale dhm plan dont on connaît les

projections de trois points.

Prenons, en effet, pour origine des coordonnées rec-

tangulaires le foyer de la conique; désignons par ;•, /•,,

/'î, ''3 les distances d'un point quelconque de la conique

cherchée et des trois points donnés à ce foyer, et par

Ix -+- my + « =:

l'équation de la directrice.
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On a, par définition, pour l'équation de la conique

,r' -f- j- =^ [Ix -h my + n ]-,

et, par suite, les équations

-^r zirz Ix ^ my -^ n,

rh: r,= Ix^ -f- /«j, -4- n,

riz /•jzr: Ix-, -4- mVn H- /?,

rt /g= /j^a -t- WiJTs + «•

On obtient, par l'élimination de /, m, //, l'équation de la

conique cherchée sous la forme suivante:

zt/-
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cjuement, subsiste en remplaçani le foyer par un cercle

focal, le rayon focal par la puissance du point par rap-

port à ce cercle et la directrice par la corde de contact.

Inversement, connaissant trois points et un cercle fo-

cal d'une conique, si l'on élève, en chacun de ses points

et perpendiculairement au plan, des droites respective-

ment proportionnelles à la racine carrée de la puissance

de ces points par rapport au cercle focal, le plan passant

par les extrémités de ces droites rencontrera le plan du

cercle focal suivant la corde de contact correspondante.

L'indétermination du signe de la racine carrée donne

ainsi quatre solutions et, dans le cas particulier du pro-

blème de Halley, trois hyperboles au moins.

Le théorème précédent permet encore de ramener la

recherche des sécantes communes de deux coniques con-

focales (ayant un seul foyer commun) au problème de

Géométrie descriptive relatif à l'intersection de deux

plans donnés.

Soient, en effet, F,T), P le foyer, la directrice et un

point de la première conique-, D', P' la directrice et un

point de la seconde.

Elevons en P une perpendiculaire au plan PQ, égale

àPF, et en P' une perpendiculaire P'Q' égale à P' F; la

projection de l'intersection des deux plans menés par Q
et D et par Q' et D' sur le plan des deux coniques re-

présentera l'une des cordes communes ; on obtiendra

l'autre en portant les deux perpendiculaires dans des

sens dillérenls.

Ànii. (le Mdthèmat., >< série, t. XV. (Mai i S7G.) l4
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QUESTIONS.

1207. On joint les trois sommets d'un triangle ABC à

un point P, et l'on prend les intersections A', B', C des

lignes de jonction avec les côtés opposés; trouver le lieu

du point P, de telle sorte que les perpendiculaires élevées

sur les côtés aux points A', B', C se rencontrent en un

même point Q. Ce lieu est une cubique, dont il est facile

de déterminer seize points et trois tangentes; déterminer

les asymptotes, et trouver aussi le lieu du point Q.
(E. Lucas.)

1208. Trouver le lieu géométrique des foyers des pa-

raboles doublement tangentes à une hyperbole équila-

tère donnée, de manière que les axes de ces paraboles

conservent une direction constante et donnée. Lieu des

sommets des mêmes paraboles. (Gambey.
)

1209. Deux ellipses sont concentriques; on leur mène

une tangente commune, et l'on joint au centre les points

de contact ; ces deux droites et les cordes communes qui

passent par le centre forment un faisceau harmonique.

(Mainjnheim.)

1210. Trouver l'enveloppe d'une sphère qui coupe

orlhogonalement une sphère fixe donnée et qui demeure

tangente à un système de trois diamètres conjugués d'une

surface à centre du second degré, également donnée.

(V. Hioux.)
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trois systèmes de droites qui passent par quatre points,

les conjugués harmoniques des six points d'intersection,

relativement aux sommets du quadrilatère, sont sur une

conique circonscrite au triangle formé par les centres

des systèmes de droites.

Comme cas particulier, lorsque la droite est à l'infini,

on retrouve la conique des neuf points, lieu des centres

des coniques circonscrites.

7. Théorème. — Les polaires d'un point fixe concou-

rent en un point qui est l'intersection des polaires du

premier, prises relativement à chacun des trois systèmes

de cordes communes.

Cette propriété fournit un moyen de construire les

tangentes de la conique déterminée par cinq points.

SOLUTION ïïm PROBLÈME DE BEHA-EDDIN SIR L'ANALYSE

INDÉTERMINÉE
;

Par m. Edouard LUCAS.

L'auteur arabe Behà-Eddin, qui vécut de lo^j ^ 1622,

a proposé à la fin de son Traité de calcul^ intitulé Khé-
lasat al Hisàb, la résolution du système des deux équa-

tions simultanée*

x''— X— 2 r^ c',

en nombies rationnels. Nous remplacerons les incon-

nues rationnelles du système précédent par des inconnues

entières, et nous considérerons par conséquent le sys-

tème

, , ( x'-f- XV' -I- 2) ' . //',

I) _
J

{ x"- — xy — 2j- ;^ ('^
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Le traducteur français de l'ouvrage en question (*) avait

trouvé seulement la solution x =^ ^7-tJ =^ — ^^5 et en

avait conclu, comme le présumait l'auteur arabe, que ce

problème est impossible à résoudre en nombres entiers

et positifs. M. Genoclii (**), dans un remarquable com-

mentaire des ouvrages de Léonard de Pise, a donné la

solution X r= 34, J^
= i5 à l'aide d'un artifice particulier

employé souvent par Diophante et par Fermât, mais il

n'a point donné la solution complète du système (i). La

méthode que nous proposons ici nous parait conduire à

la résolution complète du problème de Behà-Eddiu.

On déduit du système (i), dans lequel on peut suppo-

ser que les indéterminées a:, j^, m, v représentent des nom-

bres entiers premiers entre eux, l'équation

que l'on peut écrire sous la forme

On doit donc poser, d'après la formule connue de réso-

lution des triangles rectangles dont les côtés sont entiers,

et par suite^

— [u — v]z=zi rs,

2 ^

I ,

r'— s'^ -\- 1rs,

r^ — s-— irs.

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques , i^^ série, t. V, p. 323;

année i84()-

(**) Sopra tre scritti inediti di Leonardo Pisano, pubbllcati da Bal-

tasfire Doncowpa^nt, Note analitiche di Angelo Genocchi. Ronia, i855,

j). 85 et 91

.
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en portant ces valeurs dans l'équation obtenue et retran-

chant membre à membre les deux équations du sys-

tème proposé, on obtient

•2 j^ -+- -rj= ^rs[r^— i'
) ;

et, en résolvant cette équation par rapport hj, on a

— x ±z t

t étant l'une des inconnues de l'équation biquadratique

Ainsi donc le système de Behà-Eddin est ramené à

l'équation (
2

) ,
qui représente la mise en équation du pro-

blème suivant ;

Problème. — Trouver en nombres entiers un triangh^

rectangle tel, que V aire du carré de ïliypolénuse aug-

mentée de trente-deux J'ois Vaire du triangle soit égale

à un carré parfait.

L'équation (2), peut être remplacée'par la suivante :

(
r- -J- 1 6 rs — .s- )-— f-= 252 r'^s'-;

mais, si l'on remarque que le premier membre est le pro-

duit de deux facteurs dont le plus grand commun divi-

seur est égal à 2, on en déduit, en supposant que l'incon-

nue t peut être positive ou nci^alivc,

r^-hl&rs—s^-^t= ±Li^[Zp)\

r^ -\-iÇfrs— .V- — r =:: dz2 <7^

rs:=pq.

L'addition des deux premières équations nous conduit

au nouveau système

/'-f-i6rj— A=--- ±. (63/3-4- q^)y
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Posons maintenant /• = mp^ et g ::= ins^ nous obtenons

l'une ou l'autre des deux équations

(3) m-p- -+- i6mps— s^=:± (63/?^+ m'j=).

Premier cas.— Si nous exprimons que la valeur de m,
tirée de l'équation précédente dont le second membre
est pris avec le signe H-, est rationnelle, nous obtenons

Spszht
m =^

avec la condition

Cette équation est immédiatement satisfaite par les va-

leurs

p = \, s =:l, U = 8,

desquelles on tire, mais dans ce cas seulement par

exception, puisque le dénominateur de m s'annule, à

l'aide de l'équation en j?i qui devient linéaire,

«2= 4.

et par suite les deux solutions du système (i) indiquées

plus haut. On déduit de la dernière équation

\
np^+ s'=Sh\
V = 8gh;

et, par addition et soustraction,

La première des deux équations précédentes est résolue

par les formules

p=za'+ b\

g z=z a}— b"^ — lab,

h=^a^— b- -\- lab,

(4)
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et, en portant ces valeurs dans la seconde, on trouve

c'est précisément l'équation (2) avec des indéterminées

beaucoup plus petites. Ainsi donc, d'une solution quel-

conque [r,s,t) de l'équation

(2) (/•='H-*-)' + 32r.y(r' — *=) = f%

on déduit deux solutions nouvelles E., S, T à l'aide des

formules

m '- t [/^ -h s^) ± [r' -^ s' — 6r-s^),

R— m {r' -^ s'],

S=nt,

et l'on a ensuite pour le système proposé :

4j— — [^ -^ '!^)±f,

11=11 1^ — .ç2 — 2 rs,

V :=^ r^ — -5^ -T- 2 rs.

Second cas. — Il reste à considérer le système déduit

de l'équation (3) en prenant le signe inférieur. Pour

que la valeur de m soit rationnelle, on doit avoir

— Sps ihU
s^ -i' p-

avec l'équation de condition

(
j' — 7/j^ ) f *= -f- 9;?= ;

~ U-,

de laquelle on déduit évidemment le système

\}=r.sh.
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ou encore

'JfP -+- cv- = 8p'.

Ce système est identique avec le système (4), mais

contient des indéterminées plus petites. Et ainsi le pro-

blème de Behà-Eddin se trouve complètement résolu,

sauf erreur, ])our la première fois (*).

QUESTIONS PROPOSÉES Al] COXCOIÎRS GÉNÉRAL,

AMVÉE i87a

( Toir p. 88 el 89);

PHILOSOPHIE.

SOLUTION DE M. MORET-BLAJVC.

Deux triangles équilatéraux égaux ABC, A'B'C'50/7/

disposés dans deux plans parallèles de façon que les

sommets de Vun et les pieds des perpendicidaires ahais-

sées des sommets du second sur le plan du premier soient

les sommets d^un hexagone régulier. Les centres des

deux triangles étant O et O', on demande de détermi-

ner la figure du solide commun aux deux tétraèdres

O'ABC, OA'B'C, et d'exprimer le volume de ce solide

à l'aide du côté a des triangles équilatéraux et de la

distance d de leurs plans.

Menons les médianes AD, A'D' (**), elles sont égales

et parallèles. Les droites OD, O'D' étant égales et paral-

lèles, le quadrilatère ODO'D' est un parallélogramme :

(*) Extrait de recherches nouvelles sur les Ouvrages de Léonard de

Pise, publiées par M. le prince H. Honcompagni.

(**) Le lecteur est prié de l'aire la figure.
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z est la dislance oblique du centre de gravité à l'une ou

l'autre base. Cette formule de M, Resal, qu'on écrit sans

aucun calcul, démontre les théorèmes suivants :

1*^ Si) par le centre de gravité du tronc, on mène

une parallèle aux arêtes, terminée à ses deux hases,

cette ligne sera divisée en deux parties égales par le

centre de gravité ;

2° Les distances vraies du centre de gravité du tronc

aux hases sont en raison des sinus des angles d'incli-

naison des arêtes sur ces hases;

3" Pour déterminer le centre de gravité, on divise le

côté CA en parties proportionnelles à h, A", 07i joint

le point de division avec le milieu de BC, et l'on com-

pose en g les masses h -f- A", 2 [h -f- A') . Divisant ca en

raison de h' '. h" et joignant le point de division avec le

milieu de ah, on détermine un second point g' sur la

hase abc ; le centre de gravité du tronc sera sur la

droite gg' . Menant par ses extrémités des parallèles

aux arêtes, on forme un plan qui coupe les hases sui-

vant deux droites j dans le trapèze ainsi construit, on

trace une ligne parallèle aux arêtes et divisée par gg'

en deux parties égales: l'intersection donne le centre

de gravité du tronc.

Sl]U LA RÉSOLUTION M SYSTÈME DES ÉQUATIONS

m NOMBRES ENTIERS;

Par m. Edouard LUCAS.

On tire, de la seconde équation, en supposant v -h x
divisible par 3, ce qui ne nuit pas à la généralité de la
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Exemples numériques.

2° X=I20I, Y=^l4o, U;— Il5l, Vr=I24g-

Secoisd cas. — En prenant les signes supérieurs dans

les seconds membres des équations (4), on a

ei, par suite,

(5) jj' -h q"=^2g^, />M- 2 7= = 3 A-, r=g/i.

On déduit, de la première des équations précédentes,

P— ^I

2

et, par la formule de résolution des triangles rectangles

en nombres,

p = a^ — b'' -h 2.ab,

q zz:z a?— b- — lab.

En portant ces valeurs dans la seconde des équations (5),

on a

3 [à'-\- b'-T-la^b-) — l^ab [a'— b^) = 3h\

et, en faisant ^ —j 3(3, il vient

[a^-— 2ap — 9p')^ + 32û'P^=/i-.

Par la décomposition en facteurs, il résulte

hzt:[a-— ia^ — g^") = zt 2c-,

/i =p {a'— o.a^ — gp^) = dz i6cP,

rt P
= cd,

et, par soustraction.
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Posons c = ma, et (3 r= ?nd-, nous obtenons, par l'éli-

mination de (3 et d, l'équation

a-— ladrn — gd^ m^=: zh (^m'^ii'' — 8r/^).

Nous exprimerons que la valeur de m tirée de ces équa-

tions est rationnelle, et nous aurons, en prenant le signe

inféiieur, la condition

i8aV/'— a'— ']id'— H^

impossible suivant le module 3. Au contraire, avec le

signe supérieur, nous obtenons la valeur

ad± H
m= ,

a' -\- Ç)d'

avec la condition

{a^-V-cyl^Y—ç)d'=W-.

La décomposition en facteurs nous donne

a^^ \'xd''= e\ a'-h6d'z=f\ B = ef,

et, par suite, le système

/'—6d'=rza\ f'-{'6d''-z=e\

identique au proposé -, donc, d'une solution x^y, ii, p-, du

système proposé, on déduit deux solutions nouvelles

X, Y, U, V, au moyen des formules

m - - uj rti ex,

r =^ (c) /« •j' -\ - «- z^
)
(8 n-y" + /»'•' z^

)

,

s -— (g/«'j'

—

n^z-y — '6G m- /i- a'/^

,

V 6/-'-i- s\

\ -- ?./s,

u ;^ («-«'— /«-jH .'.//i/i'ij'Y— 2
(«-«--- ///'j'

—

imniiyy.

(B)
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Exemples numériques.

1° j;=:5, J=2, llz=\, ''=7;

2" X= 2639802, Y= 7 7 76485, 11= 4319999, V = ioi 18607.

L'équation (2) est impossible ; en effet, on a aisément

3^-' — 6.?-d= «= d::2/7', 3r'— 6^^ qz« = zp?.<7^ s=ipq,

et, par addition,

?>T== Qp'q^±z[p'-hQq'),

équation impossible suivant le module 8. Ainsi donc les

formules (A) et (B) résolvent complètement le système

proposé.

Remarque I. — Le système précédent conduit à la so-

lution du problème : Trouver trois carrés en progression

arithmétique dojil la raison est le sextuple d'un carré.

Remarque IL — Le système considéré contient la ré-

solution des équations biquadratiques

œ''— 36jK^r=c- et .r*

—

y* r= l^z"-

;

on en déduit aisément que les équations biquadratiques

.r} — 36j'^= z' et .c*—j*i=24s'

sont impossibles à résoudre en nombres entiers.

CONCOIRS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE

EN 1876.

Composition de Mathématiques (6 heures).

On considère toutes les paraboles tangentes à deux

droites rectangulaires OX, OY et telles que la droite PQ
qui joint leurs points de contact P, Q avec les deux droites
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SUR LES RAPPORTS

Qll EXISTENT ENTRE LE TRIANGLE ARITHNÉTIQIE DE PASCAL

ET LES NOMBRES DE BEitNOlJLLI;

Par m. Edouard LUCAS.

i . Si l'on désigne par S„ la somme des puissances

n'""" des X premiers nombres entiers, on lire de la for-

mule

nin — i]

en y faisant successivement x égal à i, 2, 3, .

en additionnant, la formule symbolique

(i) ^,-^S''~(S-i)".

On a, en particulier,

—î— ,X 0(j 0| —y— OOjj

-.r^=:S„-4S, + 6S,- 4S3,

+ j:' = So — 5S, -i- loS; — 10S3 H- 5S4,

, X, et

On en déduit, par exemple,

(?.) 1.2.3.4.5.8,=
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Les coefflcients du second membre sont eniieis, et

Ton voit que, en général, S„ est divisible par le produit

X [x +- i).

En posant, symboliquement,

(3) /2S„_, = (.r-|-B)'' — B",

et en remplaçant dans le second membre les expo-

sants de B par des indices, on obtient les nombres de

Bernoulli. La comparaison de cette formule avec la

précédente conduit immédia (ement à l'expression gé-

nérale du nombre B„, sous la forme d'un déterminant

d'ordre quelconque, égal ou supérieur à n, et formé au

moyen du triangle arithmétique.

2. On peut exprimer les sommes S, et par suite les

nombres B, au moven de fondions entièies quelconques,

de la manière suivante :

Soit la fonction

fi[x -4- r —fiix) = ai^^x" -+- /7,-,,.r"-' -{-.,. + «„;

^'n remplaçant successivement x par i, a, 3, .... x, et

en additionnant, il vient

fi[x -H l'i —fi[x\ =z ai,oSn H- «/,iS„_, + . . . -f- fl,-,„So.

En considérant ti + i fonctions ^oj/i? • • •
•, fn-, on en

déduit S„_,- et, par suite, B„_, au moyen de détermi-

nants du /z'^'"" ordre. On peut obtenir encore les expres-

sions de S et de B par des déterminants d'ordre moitié

moindre, en se servant des formules symboliques

(
JT + I )" + ^-" — I = i S -I- I )" — ( S — i)",

(
j- _l_ I V — .£" — I = I S -4- I )" 4- ( S — I )« — aS",

(2.r -f- i;" — I r= faS + i';" —
( îS — ii",

qui permellenl de calculer les sommes S de deux en
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deux. On déduit, par exemple, de la dernière, en posant

2x + i =y,
^5n+l j
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igiliir in tiactatu nico Deinotu corporuni rigidu/uin liane

utranique invesJÎgalionem siniul suscepissem. nndc iota

tractatio non parum mo'csla et inlricaia est reddila :

hoc loco solam partem gconietricani accuiatius ovolvere

conslilui, qiio deinceps pr.rs meclianica facilioil negotio

expediri possil. »

Ce passage, aitisi (|ue le Mémoire même auquel il sert

d'introduction, me paraissent montrer clairement que

l'idée de pouvoir étudier certaines propriéiés du mouve-

ment indépendamment de ses causes reninnie tout au

moins jusqu'à Euler. Mais, en ce (|ui concerne li^ projet

de fonder sur cette idée la création d'une branche indé-

pendante de la Mécanique
, je ne crois pas qu on en

puisse contester la priorité à Wronski , eu égard aux

faits exposés dans l'article cité de M. Transon.

Ol!EST!0\S

m GÉOMÉTRIE TRlCinClLAlilE ET TETRASPHÉIJIQIE;

Par m. ÉiJOiiARD LUCAS.

i. Si Ton désigne par .r, j, z les puissances d'un

point du plan par rapporta trois cercles, divisées respec-

tivement par le diamètre de chaque cercle, et par A, B,

C les angles de ces cercles entre eux, faire voir qxie le

cercle orthogonal des cercles donnés a pour équation

I cosC cosB .

cosC I cosA

cosB (OS A I

y z i

2. Si" Ton désigne par S l'aire du triangle des «en

o.
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1res des trois cercles, et par R le rayon du cercle ortho-

gonal, on a

I
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l'angle des cercles du système, et la position des points

limites.

7. Donner des résultats analogues pour la Géométrie

space

SOLUTION DE L4 QUESTION D'ANALYSE PROPOSÉE

AU CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1875
;

Par m. GAMBEY.

On donne trois axes rectangulaires Ox, Oj', O z et

Von imagine un conoïde ayant pour directrice recti-

ligne Vaxe Oz, pour plan directeur le plan xOy, et

pour directrice curviligne une courbe également donnée

C. On demande de déterminer les projections, sur le

plan des (x, )), des lignes asymptotiques de la sur-

face.

On appliquera les formules au cas particulier oii lu

directrice curviligne C est définie par les équations

x-'A-y^— fl(.r -f-j) =o,
or. -\- y — z — rt = o.

Définissons d'abord les lignes asymptotiques d'une

surlace. Ce sont des lignes tracées sur celte surface et

telles qu'en chacun de leurs points elles aient pour tan-

gente l'une des asymptotes de l'indicatrice correspon-

dante.

Il eu résulte qu'en chaque point d'une suiTace pas-

sent deux lignes asymptotiques Av. retle surHire.

(') Extrait d'un Mémoire inédit : Sur l'application des coordoiinrcs

tricirciilaires et tétiasphiriqiies à l'étude des fif;urcs anallai^matiques.
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L.Bourguet; C. Chadu;B. Launoy; Barbarin, élève de l'Ecole Normale,

Biard, élève du lycée de Lille.

Question 1207

(Toir 2° série, 1. XV, p. 2,50);

Par m. DEWULF.

On joint les trois sommets A, B, C cFun triangle à

un point Pj, et l'on prend les intersections A', B', C des

lignes de jonction ai^ec les côtés opposés- trouver le lieu

des points Pj de telle sorte que 1rs perpendiculaires éle-

vées sur les côtés aux points A', B', C se coupent en un

même point Pg. Ce lieu est une cubique dont il estfa-

cile de déterminer seize points et trois tangentes ; dé-

terminer les asymptotes et trouver aussi le lieu des

points Po. (E. litcAs.)

Ne considérons d'abord que les sommets B, C du

triangle avec leurs côtés opposés. D'après la construc-

tion indiquée, à tout point L du plan correspond un seul

point L'. Si le point L parcourt une droite /, les perpen-

diculaires aux côtés Z>, c du triangle forment deux fais-

ceaux projectifs (homographiques) et les rayons corres-

pondants se coupent sur uneliyperbole dontles asymptotes

sont perpendiculaii^es, l'une à Z», l'autre à c.

Ainsi à un point L du plan correspond un seul point

L'et à une droite / correspond une conique.

On arrive à la même conclusion, si l'on ne considère

que les sommets A et C avec leurs côtés opposés, ou les

sommets A etB avec les côtés a et b.

Donc, à toute droite /du plan correspondent trois co-

niques que l'on obtient en employant successivement

les trois combinaisons deux à deux des sommets du

triangle donné avec leurs côlés opposés. Ces coniques

ont leurs asymptotes perpendiculaires à b et c, à b et a.,
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à c cl a-^ elles ont donc, deux à deux, un point commun
à l'intini, et les trois autres points communs à deux

d'entre elles appartiennent aussi à la troisième.

Sur toute droit(! /, il existe donc trois points qui satis-

font à la question ; en d'autres termes, le lieu des points

Pj est une cubique.

On verrait de la même manière que le lieu des points P^

est aussi une cubique.

Avant de passer à la détermination de points particu-

liers, nous dirons quelques mots des coniques dont il

vient d'être question.

Chaque combinaison de deux sommets du triangle

donné avec leurs côtés opposés donne lieu à une trans-

formation biquadratique [Nouvelles Annales, t. XIV,

p. 143 )• Ainsi, en n'employant que les sommets B et C
avec leurs côtés opposés h et c, à tout point L du plan

correspond un seul point L'el à toute droite / correspond

une conique. Mais deux points déterminent une droite;

donc deux points doivent suffire pour déterminer la co-

nique correspondante, c'est-à-dire (pi'à toutes les droites

du plan correspondent toutes les coniques d'un réseau.

Ces coniques ont trois points communs: ce sont les points

fondamentaux de la transformation. Dans le cas qui

nous occupe, ces points sont : le point H,, intersection

des perpendiculaires à A13 au point R et à AC au point C,

elles deux points à l'infini de ces perpendiculaires.

Les points doubles de cette transformation, c'est-à-

dire les points L qui se confondent avec leur point cor-

respondant, sont les sommets A, B, C du triangle donné

et le point de rencontre D de ses hauteurs. Ces points

doubles se trouvent de la manière suivante : aux droites

(pii passent par un point L correspondent les conicjues

([ui passent par le point correspondant I/. Ces coniques

forment un faisceau projectlf au faisceau de droites !..
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Le lieu des points d'inlerseclion des rayons L avec leurs

coniques correspondantes forme une cubique. De même
le lieu des pointsd'inlerseciion du rayon d'un faisceau M
avec leurs coniques correspondantes forme une aulie

cubique. Ces deux cubiques se coupent en neuf points :

les trois points fondamentaux et lesdeuxpoilits d'intersec-

tion du rayon LJM commun aux deux faisceaux de droites

avec la conique correspondante sont au uombre de ces

neuf points, les quatre autres sont les points doubles

cherchés (*). Pour la détermination graphique de ces

points doubles, il ne faut pas employer des points quel-

conques L et M, mais bien les deux points particuliers B
et C; les deux cubiques sont formées alors par les droites

AC, BD, BH. et AB, CD, CH,.

Si 1 on fait les transformations qui résultent de l'em-

ploi des sommets B et A, ou C et A, on obtient encore

les mêmes points doubles elles points fondamentaux des

trois transformations sont les points Ha , INL, L, (H, est

l'intersection desjperpendiculaires à AC en C et à AB en

B ; M, est l'intersection des perpendiculaires à CB en B
et à CA en A, et I, est l'intersection des perpendiculaires

à BC en C et à BA en A), avec les points à l'infini sur

les perpendiculaires à «, è, c.

Si l'on fait la construction inverse, par laquelle on dé-

duit Pj^deP,, on ol)tient encore trois transformations

dont les points doubles sont aussi A, B, C- D et dont les

points fondamentaux sont A, B, C, Fj , Gi , K, (Fj , G] ,

Kl sont les sommets du triangle que l'on obtient en me-

nant par chacun des sommets de ABC une parallèle au

côté opposé).

(*) La démonstration est tout à fait analogue à celle que donne

M. Chasles pour la détermination des points doubles de deux figures

îiomographiques {Géométrie supérieure, n" 56! ).
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Ces poinls fo îdamenlaux et doubles apparliennenl aux

courbes Pj cl P,, comme nous allons b^ voir. La détermi-

nation de quelques points particuliers n'offrant pas de

difficultés, nous allons les indiquer dans un tableau à

deux colonnes qui donnera la correspondance des points

des dexix courbes.

Courbe des points P,

.

Les sommets du triangle donne. . .

.

Id.

Id.

Le point de rencontre des hauteurs.

Le point de rencontre des médianes.

Les sommets du triangle 0, F, Kj :

A
B
C
D
E,

G,

F.

K.

Le pied de la perpendiculaire abaissée de

H, sur BC II,

I, surAC I,

1«, sur Ali i\!,

Les |)oints d'intersection des droites qui

joignent les sommets aux points de

contact des côtés opposés avec le cercle

inscrit ou avec un des cercles exin-

scrits :

O,

O',

O':

0"!

Courbe des points P..

Les sommets du triangle donné. ... A
Id. B
Id. C

I.e point de rencontre des hauteurs.. D
Le centre du cercle circonscrit E,

Le point à l'infini de la perpendiculaire

à AC menée par Ej (asymptote do P, ).

Le point à l'infini de la perpendiculaire

à KG menée par E, (asymptote).

Le point à l'infini de la perpendiculaire

à Ab menée par Ej (asymptote).

H,

M,

Les centres des cercles inscrits et ex-

inscrits.

O,

O',

0^'

Les tangentes en F, , G, , K, sont les droites AF,,

BG., CK,.

Les asymptotes de la courbe Pj peuvent se trouver

des deux manières suivantes:

i"* Soit Pj un point de la courbe Pj qui correspond à

lin poini à l'infini de P, ; abaissons les perpendiculaires
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PoB'sur AC et P^ C sur AB. Les droites BI5' et CC
doivent être parallèles^ donc

AB'. AC = AB. AC — const.

La droite B'C enveloppe donc une hyperbole tangejite

à BC et ayant AB et AC pour asymptotes: par suite P»

engendre une hyperbole déterminée par les deux fais-

ceaux projectifs dont les rayons sont respectivement per-

pendiculaiies à AB et à AC. Cette courbe passe donc par

Hg et a pour asymptotes Alg, AMj.

Si l'on employait la transformation A, C, on obtien-

drait pour le lieu des points Pg une hyperbole ayant pour

asymptotes BHg, BMa et passant par I.,. Ces deux hy-

perboles ont un point commun à l'infini ; elles se coupent

en trois autres points qui sont les points de la courbe

P, qui correspondent aux points à l'infini de la

courbe Pj.

2" Soit Cx une des trois directions cherchées. Traçons

Bx parallèle à Cx; par B' et C élevons une perpendicu-

laire à AC et AB. Ces perpendiculaires se coupent en un

point qui engendre une conique quand la direction Cx
varie. Cette conique n'est autre que celle qui correspond

à la droite de l'infini dans la transformation BC. Les

Iransformalions AC et AB donnent aussi chacune une

conique. Ces trois coniques ont, deux à deux, un des

sommets du triangle en commun*, les trois autres points

d'intersection sontcommuns aux trois coniques et donnent

les trois directions cherchées.

llemarque I. — Les points Hjjla) Mo appartiennent

à la circonférence circonscrite à ABC, et ces six points

sont les intersections de la cubique P2 avec cette circon-

férence.

Remarque II. — Les points A,B,C,D sont com-

muns aux deux courbes P] , P..

i
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Remarque III. — Ou peut généraliser Je problème et

opérer sur trois points A, !3, C, et trois droites quel-

conques «, />,£.

Note. — Solutions analytiques par MM. Moret-Blanc; L. Bourguet;

P. Sondât.

Question 1209
(Toir 2' série, t. XV, p. j*o);

Par m. Louis THUILLIER,

Klève du lycéo d'Amiens.

Deux ellipses sont concentriques ,- on leur mène une

tangente comnmne^ et Von joint au centre les points de

contact; ces deux droites et les cordes communes qui

passent par le centre forment un faisceau harmonique.

(Ma]V>HE[M.)

D'après le théorème de Desargues, les deux ellipses et

le système des cordes communes passant par le centre

déterminent sur la tangente commune aux deux ellipses

une involution, dont les points doubles sont les points

de contact. Les points doubles étant conjugués par rap-

port à deux points homologues quelconques, le faisceau

formé des cordes communes et des droites allant du centre

aux points de contact est harmonique.

Remarque. — Les deux autres systèmes de cordes

communes parallèles rencontrent chacun la tangente

commune en deux points conjugués par rapport aux

points de contact. Chacun de ces systèmes forme donc,

avec les parallèles qu'on lui mène des points de contact,

un faisceau harmonique ayant son sommet à l'infini.

Note. — La même question a été résolue par MM. Barthc el (llau-

trier, élèves du lycée de Poitiers; P. Ponsart, élève du lycée de Reims;

A. Tourelles; Jost!|)h Narino, élève du lycée de Marseille; Morel-Blancj

L. Goulin, élève du lycée de Rouen; Porlail «t Biard, élèves du lycée

de Lille; H. Lez; C. Cliadu.
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Indice du système de deux droites déternniiêes par

deux de leurs points :

ef.e'/'h,

(.,A) (/,A)
Il

(.',A) (/',A) ,_

(e,B) (/,B) Il [e',B) /',B) X^f^^sin^^).,A)sin=;a,B

(^,c) (/,c)
I

(^',C)(AC)| ^__^
1 I

I
I I |v^sin=^v,C)

Indice du système de deux droites déterminées par

deux plans :

TT'sinEFsinE'F'W

sin>.E sinXF I] sin).E' sin/F'

slnpE sinpiF
[ ,

sinyE' siripF'

sinvE sinvF
|

sin vE' sinvF'

(o,E) [o,¥)
j

;„,E') (»,F')

^•>-

SIR LES SO«HES DES PlISSAXCES SEMBLABLES

DES NOMBRES ENTIERS-,

Par m. Edouard LUCAS.

1. Soit, en général, une function entière Ay(x) égale

à la différence d'une fonction^ (x), pour une différence

de l'arguinent égale à Tunité

en remplaçant successivement a: par i, 2, 3, ..., [x — i),

et en posant

S„= r" -f- 2"+ 3" -}- . . . +,>—!)",

on obtient par addition

/(.r) —/(i) z=a,S„-+- rtr,S„_, + rtjS„_, +. . . + rt„Sfl,
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ou, sjinholiquement^

(l) /(.r)-/(i)=A/(S),

en ayant soin de ne pas oublier l'exposant zéro de S.

Faisons, dans la formule (i),/ (a:) égal à [x— i)" ou

à x", nous obtenons

[i) (^-i)»= S«-(S-i)",

(3) ^"-i = (S+ i)«— S",

et, par addition et soustraction, les deux formules

(4) X"-{-[x — lY—l =r(S-4-l)"— (S— l)",

(5) X"— (^— i]" — r =(S +i)«+ (S — i)"— ?.S„,

qui permettent de calculer les sommes S de deux en deux,

par voie récurrente. Mais on peut, pour parvenir au

même but, se servir de la formule suivante. En effet, fai-

sons encore, dans la formule (i'),y(:r) égal à (x
I

1

nous obtenons Féquatiou

(6) (20: — i)"— 1 = (28 + 1)»— (yS— ij",

qui a été donnée par M. Gilbert, au moyen de l'analyse

infinitésimale [lYotn^e/les Annales de Mathématiques)

.

Enfin, si, dans la formule (i), on suppose

f[x) = [x^z][x-^z-\-i) ... [x-\-z -\-n—\),

on obtient

(7) /W-/(l)=:«(SH-3+ l)(S+ 3-H2)...fS+ r + /.-I .

et plus particulièrement, pour z = o et pour z = — i

,

X (x -t-i) ... [x -\- n — i)

;8)
I

z^«(S+i)(S-i-2)...(S+ « — i)+i.2.3...«.

[x — \)x . . . (x-t-/i — 2)=:«S(S4-l) . . . (S-l-«— 2;

2.
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2. On tire du système des n équations obtenues en

remplaçant successivement n par i, 2, 3, . . . , 7i, dans la

formule (3), le déterminant

3 . . . «.S„_i=

X"
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lui de S à l'unité 5 on en déduit

(11) ^l,/{i,i]=M,„/[S,S'),

et, de même,

(12) Ai:,,,,.../(I,I,I,...: = A/^,,.,.../;s,s^s^...^

p désignant le nombre des variables: li-s accroiss( menls

du premier membre sont respectivement égaux à [x — i),

( V — i), (z — i), . . . , et ceux du second membre à Tu-

nilé. On ne doit pas réduire les S avec les S' et les S"-,

mais on remplacera, après le développement du second

membre, S", S'", S"" par S„, et l'on obtiendra des rela-

tions entre les produits deux à deux, trois à trois, etc.,

des sommes S.

4. On peut poser, symboliquement, légalité

(l3} «S„_,= ;:r + B "— B",

dans laquelle on remplace les exposants de B par des in-

dices, et Ro par Tuniié. Ces coefficients B sont appelés

nombres de BernouHi,T^arce que Jacques Bernoulli lésa

remarqués, le premier, comme formant le coefficient du

dernier terme, dans les sommes des puissances paires.

La comparaison des formules (9) et (i3) donne

) 1 .2.3 . . . «.B„_,=
^

Il serait facile de trouver ainsi un grand nombre de

formules semblables, mais on peut aussi calculer les

coefficients^ B de la manière suivanie. En changeant x
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en X H- I, dans la relation (i3), on obtient, par diffé-

rence, ridenlilé

(i5) /2^«-'= (.T-f- B H- i)"— (^-f- B)",

qui a lieu pour toutes les valeurs entières et positives de

X et, par suite, quelle que soit la valeur de x. En par-

ticulier, pour x:=o^x=-±i,x=: » et, par addi-

tion et par soustraction, on a les relations récurrentes

(Bh-i)"— B" — o,

B"— (B — i)"z=/?( — i)"-',

^j6) {

(BH-i)"^-(B-,)"=^«(-i)"-,

J

(B+s)"— (B -)-i)'' = «,

f {iB -hi]"— (2B — l)"= 2«(— i)'-',

La première de ces relations a été indiquée par Moivre.

On peut encore obtenir les nombres B au moyen de

déterminants déduits des équations (i5) et (16); le cal-

cul donne, pour les premici's coetBcients,

B, =: — — ) B2 = — j Bi= — „— 5

3o
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tion, en calculant chaque fois la constante par l'une des

conditions

S„ = I pour X z= 7. et S„= o pour x z=i.

5. Si Ton observe que le premier membre de la for-

mule (i5) est la dérivée dex", et le second, la dilïérence

de (x -+- B^", on a, plus généralement,

(l8) /(^ + B + li-/(^ + B)=r/'(x).

Posons, par exemple,

/{x)=x{x-i-î) ... [x-hn—i],

nous obtenons

If/ B + jr + iB-har-f-o. B -{- x -\- n — i

^ + 1 j;-t-2 X -h n — I

'9;
.

I I I

X X -h i X -{- n — I

Dans riiypotlièse x = i^ nous avons

J
« B + 9, B -4- 3 B -h ri

) I 2 3 n
(20) <

^ ' J 1 I I I

f
=--f h^H +-^

\ I .2 3 n

et, pour a:= o, en augmentant n d'une unité;

(21
)

(B - i) i'B + 2) . . . (B + «) = -^^~--"

La formule (i8) donne, pour x = o,

(22) /(B + ,}-/(B)=/'(o);

faisons maintenant/" (x) = e''', il vient
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et, par suite,

(23) C''^'-=--—
e"— I

Celle formule, souvent employée en Analyse, subsiste

pour tontes les valeui-s de z dont le module est inférieur

à 27r.

Faisons encore, dans la formule (22),

nous obtenons
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précédent [Nouvelles Annales, novenibie 1875), la

formule

27 S„S„-S,„+„= S'" ^ ^ h S" —^ -,

^ " n -\-\ m-\-\

pour /« = /?,

V -\- I

i8: s;, = S" ;s + b;"+'— s"B"+ ,

en remplaçant Bi par zéro. On déduit, inversement,

(«^-i)S;, C,;^,B, C,'„,B4 ... o

/?S;;_, I Ci^Bj ... O O

[n — i ) S,;_, o I ...00
;29) 2S:

4SI



et

[3i] (2«+ i)B,„ =

{ ^M

{n + i)Bl
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SIR LES THÉORÈMES DE BI\ET ET DE STAIDT

CONCEUNAINT LES ^•OMBr^ES DE BERKOULLi;

Par m. Edouard LUCAS.

1. MM. Clausen et Staudt ont découvert, en même
temps, sur les nombres de Beruoulli, un théorème fort

remarquable dont la^ démonstration a été donnée par

ce dernier, dans le Journal de Crelle (t. 21, p. Sya).

En conservant les notations que nous avons adoptées

précédemment [Nouvelles Annales, même tome, p. 21),

ce théorème s'énonce ainsi : Le coejfîcient B„ de Ber-

noidli a pour expression

, ^ ^ .
I I > ' ï

I B,. = A„ •••-7'
2 a fi 7 A

2, a, |3, y, . . ., X désignant des nombres premiers tels

que a — i, |j — i,y— i, ..., X— i soient des diviseurs

de n, et A„ un nombre entier. On a, pour les nombres A„,

les valeurs suivantes :

Ao = Aj = A4 =: . . .= A,j =1,

A, = A3 = A5::^...= A2„^., = O,

Aii = 5, A,6=— 6, A, 8= 56,

A2«=— 528, An= 6l93, A2,=:— 8G576,

Ajo= i4255:8, A,»:-— 27298280, A33= 6oi58o875,

2. On déduit immédiatement du théorème de Staudt

que l'expression a [a"— i)lî„ est toujours un nombre
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entier, quel que soit Fenlier a. En effet, le binôme

a"— I est divisible pai" «'"'— i, lorsque a — i désigne

un diviseur de n, et le produit «(«"""^— i) est divisible

par a, si a. est un nombre premier, d'après le théorème

de Fermât. Pour a=. i, on retrouve un résultat indiqué

par M. Genocchi, qui en a déduit des conséquences im-
portantes relatives au fameux problème de Fermât sur

l'impossibilité en nombres entiers de Téquation indé-

terminée
xP-hjPz=zJ' (*).

3. M. Hermite a indiqué une métbode de calcul des

nombres entiers A„, dont nous allons simplifier la dé-

monstration en lui laissant une forme générale (**').

Cette méthode conduit à la connaissance d'un grand

nombre de fonctions numériques, venant se joindre à

toutes celles dont la théorie des fonctions elliptiques a

donné l'origine et les propriétés. Soity"(a:) une fonction

quelconque de degré in, telle que chacune des puissances

de X ait un coefficient égal au produit du coefficient bi-

nomial correspondant par un nombre entier, et posons

L'application du développement de Taylor et de la for

mule symbolique [_voir p. 23, formule (iS)]

(3) /(u,- + B -M — /:.r + B =/;j:,

nous donne

(4) f'[.v] ^Bo-sj-l-B,?, -f-B,^, 4-B4«i +. . .+ Bn„ç.,„.

(*) A. Genocchi, Sur les nombres de BernouUi {^Annales de TortoUni

;

i852).

(**) Journal de Crelle, t. 81. — Extrait d'une lettre de M. Ilermitc

.n M. Borchardt ; 1S75.
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En remplaçant les valeurs des coefficients B, d'après

i), on a, après avoir posé [p désigne un nombre premier)

2), [x] = Aocp» 4- A, o, -\- A-ifi -t- . . . H- A,„rsi„ — /' [x],

la formule suivante pour le calcul des nombres A :

où les 21 se rapportent à tous les nombres premiers jus-

qu'à 0.11 -\- i. D'ailleurs, 2^(^) est entier pour toutes les

valeurs entières de x, puisque, si la somme des fractions

a. n h c l-H h- H h...+ -
2 a p 7 A

désigne un nombre entier, chacune des fractions qui

composent celte somme est toujours un nombre entier,

lorsque tous les dénominateurs sont premiers entre eux.

4'. La somme des puissances semblables des nombres

inférieurs et premiers à un nombre donné a été obtenue

par Binet, au moyen du calcul symbolique [Comptes

rendus, t. XXXIIl, p. 920-, i8di). Voici une formule

plus simple. Les sommes des puissances 7î'^'""des [x — i)

premiers nombres, et des ( - — j

|
premiers multiples

de d, en désignant par d un diviseur quelconque de x^

ont respectivement pour expressions

[x -\- B',"+' — B«+' (.r 4- «T» ;"+' — (r/B
'«+'

et
// H- I dyti -\- i

)

On a donc, par un procédé analogue à celui qui con-

duit à l'évaluation du nombre des entiers inférieurs et

premiers au nombre

X = a"' b^C' . . .

,

la formule symbolique suivante, dans laquelle 2„ désigne



( '6o
)

la somme des puissances n''""" des entiers inférieurs el

premiers à x^

(7) («+i)E„=(^ + Q)''+'-Q''*';

et l'on a

/ Q„— B„
(
I - «"-')

(
I — ^>'''~"')

(
I — C-

(8;

'--a)V~ï)['-'c

TIIËORIE DES INDICES;

Par m. FAURE,

Chef d'escadrons d'Artillerie.

[suite (*).]

86. Comme application immédiate de notre théorie,

nous donnons les formules fondamentales de la géo-

métrie polyédrique, distance de deux points, surface

d'un triangle, volume d'un tétraèdre, angle de deux

droites et de deux plans, axes principaux d'une surface

du second degré, etc., les figures étant rapportées au

système de huit plans, déterminant les tétraèdres de

référence abcd, a'b'c'd'.

Comme on le verra, nos formules, à cause de leur

parfaite symétrie, sont simples, malgré le grand nombre

de termes qu'elles contiennent.

Nous donnons ensuite la théorie des surfaces homo-

focales, des rayons de courbure, des lignes géodésiques

et de certains systèmes de surfaces. Comme nous n'a-

vons ici en vue que les surfaces du second degré, nous

(*) Nouvelles Annales, 2* série, t. XV, p. îbi , .292, S.'ig, 4^1, /[î^i, Sag,

et t. XVI, p. 5.
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l'égal i lé (A ) de vient

I 1 1 \ / I

I I \ / I

H -T
-

2 bj \ 9.4. 36

I I I

-+-
1
—1

5 2 4/ \25.4 . it)

I I 1 \ / I

9 ti ' 4/ \t)i .36. (6^

(Catalan.)

1247. Dan'S les surfaces du second ordre à centre

unique, ce centre pouvant d'ailleurs élve situé à dis-

tance finie ou infinie, le lieu des points tels que les gé-

nératrices rectilignes, réelles ou imaginaires, soient

orthogonales, est donné par l'intersection, réelle ou

imaginaire, de la surface considérée, avec la sphère de

Monge, relative à cette même surface. (Escary.)

124'8. Démontrer que yy est égal à la limite du l'ap-

port des deux séries

•i

^ -r- . . .
,

dans lesquelles chacun des dénominateurs est donné par

la relation D,,^, = 3D„+, — D„. (E. Lucas.)

Rectifications. — Page 219, ligne i3 : att lieu de l'axe des paraboles,

Usez l'une des paraboles.

n 1- 7- j v^B'— aC
Page 2'i2, ligne 2 : an lieu de —— 5 il laut

2v/B» — aC

I 1 l 1
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2° Toute droite qui passe par deux points d'inflexion

d'une courbe du troisième de^ré rencontre la courbe en

un autre point d'inflexion.

QUESTIONS.

1249. On a la série rapidement convergente

3 — v/5

2

dans laquelle cîiacun des facteurs du dénominateur est

égal au carré du précédent diminué de deux unités.

(E. Li'CAs.)

1250. Recherche des lignes telles que la corde qui

sous-tend leurs intersections avec les côtés d'un angle

droit pivotant sur un point fixe enveloppe un cercle

autour de ce point.

On sait que l'ellipse, rapportée à son centre, forme

un cas particulier de cette catégorie de courbes.

(HaTON de la GOUPILLIÈRE.)

1251. L'expression

6.rj(3j:' -hj''),

dans laquelle x et j^ sont des entiers différents de zéro,

ne peut jamais représenter un cube, ni le quadruple

d'un cube.

(S. Realis.)
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de telle sorte que les triangles AOB, BOC, COD, . .,

soient équivalents.

Le point H sera évidemment à la limite le centre de

gravité de la circonférence de l'ellipse, la répartition de

la densité en chaque point résultant de la distribution

des points A, B, C, .... Le point G ne sera autre que

le centre de l'ellipse, à la limite, et nous aurons toujours

d'où

5

OH-i^-OG,

c'est-à-dire que le point H est à moitié distance entre

le centre de l'ellipse et le secondJoyer O'

.

Il est aisé de reconnaître que le problème que nous

venons de résoudre ainsi n'est autre que celui-ci :

Une planète^ dans sa révolution autour du Soleil,

abandonne uniformément une quantité de matière qui

se fixe sur la trajectoire. Quel est le centre de gravité

de cette trajectoire matérielle, une Jois la révolution

accomplie?

SIR L4 RÊSOLITION Dl] SYSTÈME DES ÉQUATIONS

iv- — «' := (v'^ et 2 i'- -h U' =33-

m NOMRRES ENTIERS;

Par m. Édouaro LUCAS.

Nous observerons d'abord qu'il est facile de ramener

au système proposé la résolution de l'une des équations

biquadraliques

4('' — h' = 3"\V^ ou 93' — (.'^ = 8VS
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et l'on a

W = fi'z et Y z= ui>.

Nous supposons u^ r, w^ z entiers et premiers entre

eux; nous tirons de la première équation du système

proposé
w -1- u

et, parles formules de résolution des triangles rectangles

en nombres entiers,

(A) u ^ a- — b--\-iab, <\'=za-— b- — 2.ab, i> ^= a'' -h b'

;

les nombres a et b sont entiers et premiers entre eux, et

?/, w ont des signes arbitraires, afin de ne pas nuire à la

généralité de la solution. En portant ces valeurs dans la

seconde équation du système proposé, nous obtenons

(i) 3{a'-^ b-Y-\-^ab[a'-— b')=o:^'.

Cette égalité montre que le produit

ab{a -r- b) [a — b]

est divisible par 3', mais, puisque a et b sont premiers

entre eux, on peut, à cause de la symétrie, puisque la

forme de l'équation ne change pas en remplaçant res-

pectivement a et b par a -{- b et a — b, supposer

b=3b'.

Alors l'équation (i) devient

{a^—2ab'-h ^b'^') {a'-h6ab' + 27^-'^) = z=;

mais z est impair, et les deux facteurs de z- sont pre-

miers entre eux; on a donc

a'—2ab'-h 3b" = z%

a--h6ab' -h i-jb" = z\,
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c'est-à-dire

[a-b'Y + -y.h"=z\,

La décomposition en facteurs donne, pour la première

équation,

(2) «— è' =:d=(/-'— 2^'), b' = 2rs,

et pour la seconde

(3) a + 3b' =±{r''—2s'-), 3b' = -2r's'.

Il nous reste à identifier les valeurs de a et de b' tirées

de chacune de ces équations, ce qui conduit aux quatre

cas suivants :

Premier cas. — En prenant le signe -f- dans l'équa-

tion (2) et le signe — dans l'équation (3), on a

r^-{- 2.JS — 2^- = is'-— 2 /'y — r'^

:)rs =^ r s .

Posons
r' z=z 3rnr et s = ms'

,

nous obtenons, par l'élimination de 1^ et de 5, l'équation

quadratique

^^(gr- — 2.v'-) + Qis m H- /•— is'- = 0.

Si nous exprimons que la valeur de m est rationnelle,

il vient

'iÇ,r-s'-—c^r'— /^s"= H%

équation impossible suivant le module 3.

Deuxième cas. — En prenant le signe— dans l'équa-

tion (2), et le signe + dans ré(jualion (3 ), on se trouve

encore conduit à l'impossibilité précédente.

Troisième et quatnème cas. — En prenant, en même
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temps, les signes supérieurs ou inférieurs dans les équa-

tions (2) et (3), nous arrivons aux relations

r^ -h 2.7's — 2*^ = /- — ir' s' — 2.s'^,

3 TS = r s'

.

En posant encore

/ = 3/wr et s=^ms\

nous obtenons, comme ci-dessus, l'équation

02^(9 /'-+- 7. s'-) — Sn'm = /•-+ ?.s"'.

Pour que la valeur de m tirée de cette équation soit

rationnelle, on doit avoir

(3/=-f-6/';^— 32^'^ = K%
et alors

_ —4.rs'±K
gr^ -+- 2 5^

On déduit, par la décomposition en facteurs,

/ = pq ;

les nombres p el q sont entiers et premiers entre eux-5

on obtient ensuite, par addition et soustraction,

/j^— 8r/'=±:K.

La première des équations précédentes peut être mise

sous la forme
(jy— 3q^-''— q' = 3r\

et, par une nouvelle décomposition en facteurs,

p-—-2.q'= g\ 1 [p' — '^q'= — s\
p--— ^q'=Zh\\ OU l p-"— f^q-= — ?>h\

r — gh,\
(

r=gh;
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la première décomposition est impossible suivant le mo-
dule 4} et la seconde conduit au système

identique au système proposé.

Par conséquent, on résout complètement le système

des équations

2 C' lÛ = M'-,

2 P- H- II- = 3 ï-

par les formules

u =
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qui a été calculée et vérifiée par M. Alphonse Fiquet-,

on observera que ces solutions croissent très-rapidement.

On peut aussi résoudre le système proposé, par

l'équation (i), d'une autre manière, au moyen de la dé-

composition que nous avons employée autrefois (').

La solution précédente conduit encore à la proposition

suivante :

Théorè;me. — Le système des équations

2(''

—

u- z=. (v'' et 2p'+«- = 3s-,

a pour solution unique u^ \^ =^w ^ z r=izhi.

En effet, l'équation (A) donne, en remplaçant w
par iv",

a- — Ç>ab' — <^b'- ^ fr-,

car on ne peut supposer le second membre égal à un

carré négatif. On tire de l'équation précédente

(4) « — 3Z''=±(e^+2/), ?>b' = Q.ef;

identifions les valeurs de a et de b' tirées des équations (a)

et (4)5 nous obtenons, en prenant en même temps les

signes supérieurs,

e^+ 2 ef+ iP = r^ -\- irs — 2 ^%

ef^ 3 rs.

Posons encore

e =:: 3 mr et s = mf^

nous arrivons à l'équation

/«' (g/-^+ 2/^) — ^frm -\- 2/^ — a^ = o.

Pour que la valeur de ni soit rationnelle, on doit avoir

l'équation

9^'- I2^y-•-4/^=R^

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, 2« série, t. XV, p. /|68; 1876.
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dans laquelle on peut supposer /' et ^premiers entre eux.

On en tire

puis, par add
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Remarque II. — Le sj^stème des équations

a? = «-, 07 + 1 = 2 f-, 2a:+iz=3;-

a pour solution unique a: = i ; en effet, ce système donne

2r'-

—

u-^i^ et 2P-+a- = 3s-.

SIR UNE QUESTION PROPOSEE PAR M. BOIJUGIIET;

Par m. catalan.

La solution donnée par M. Muffat, dans le numéro
de juillet des Nouvelles Annales, a reporté mon at-

tention sur renoncé suivant :

Trouver les racines de V équation

(,\ «-1 -^"^ ^-i) __

2 JT+I (j:+i)(^H-2)

au sujet duquel je vais présenter quelques remarques.

I.

Quand on propose de résoudre une équation

, çp(x) z= O,

il est sous-entendu que <^{oc) est une fonction, sinon

bien déterminée, au moins bien définie. En est- il

ainsi dans le cas actuel? Autrement dit, la série (i) est-

elle convergente pour toutes les valeurs positives de x?
C'est là une question préliminaire sur laquelle je ne me
prononce pas, faute de temps, mais que M. Bourguet

doit avoir examinée et résolue. Je me bornerai à cette

seule indication : si x croît indéfiniment, Véquation (i)



•^•Âf^l
•J

( 429 ) f

herts. Exiracledfrom Proceedings ofthe London inathc-

matical Society, vol. \ 1, u°* 89 et 90.

15. Sopra un slstema oiiialoidicofoniialo da super-

ficie d'oi'dine n con un punfo [ji — i)-plo, per li. de

Paolis. Eslralto dal volume XIII del Giornale di Mate-

matiche.

IG. Recherches surles dêveloppoïdes des divers ordres,

par M. J.-N . liaton de la Goupillière. Extrait des An-
nales delà Société scientijique de Bruxelles, a*^ année,

1877.

[l . Sui centri di gjYiuità^ per Achille Minozzi. Es-

tratlo dal volume XV del Giornale di Mateniatichc.

18. Sulla leoria del movimento d'una figura piana nel

suo piano, yter Achille Minozzi. Naples, 1877. I""4*''

SOUTIOAS DE QUESTIONS

PROPOSÉES DW'S LES \011VELLES ANXALES.

Question 1180

(voir 2*. série, t. XIV, p. 336);

Par ]M. Edouard LUCAS.

Une pile de boulets à base carrée ne contient un

nombre de boulets égal au carré d'un nombre entier

que lorsqu'elle en contient vingt-quatre sur le côté de

la base, (Edouard Lucas.)

On sait, en effet, que la somme des carrés des r pre-

miers nombres entiers a pour expression

-
•
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on doit donc poser

.r ( jr H- I

'

•J'

mais les facteurs j:, x -j- ï et ax H- i sont premiers entre

eux, et l'équation précédente donne les neuf décomposi-

tions suivantes :

I. ..

.
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lions entières que les valeurs w= dzi et iv = ± ^7. Ces

valeurs vérifient d'ailleurs l'équalion (1)5 on en déduit

X = o et X = 24. Ainsi

,= -H 2^ + 3^4-. ..+ .4^:= ^^-^^ = 4900.

II. Celte hypothèse conduit à l'équation

s. c' — 3 «^ = I
,

impossible suivant le module 3.

III. On déduit de cette décomposition l'équation

2 11'^ — 6 m- = I,

impossible suivant le module 2.

IV. On obtient aisément

(v^ 4- I = 6c-,

équation impossible suivant le module 3.

V. Cette hypothèse donne l'équation

4 /f' ~ I = 3 tv-,

impossible suivant le module 3 ou le module 4-

\I. On trouve l'équation, impossible suivant le mo-

dule 3, ,

6 c^ = «- -h I .

\ II. On trouve de même l'impossibilité

3.-2 =z u^-hï.

VIII. Cette hypothèse ne donne que la solution x = i,

d'après la remarque qui termine l'article précédent.

IX. On est conduit à l'impossibilité



( 432
)

Ainsi, en résumé, la somme des carrés des x premiers

nombres entiers n est jamais égale à un carré parfait,

excepté pour x = 24.

QUESTIONS.

1252. Soient O et XY un point et une droite fixes. Du
point O, on mène jusqu'à la droite :

OA quelconque
;

OB perpendiculaire à OA-,

OC bissectrice de l'angle droit AOB
5

OD perpendiculaire à OC.

Déterminer le minimum de la somme AB-j-CD des

deux hypoténuses.

12o3. On propose de résoudre les équations

zy — r^ =zi A, xz— ^^ = B, xy — ?^ = C,

st -— rx -^ D, tr — *J ^^ E, rs — s/= F.

(J.-Ch. Dupaipj).

1251. Démontrer la formule suivante, où C'/„ est le

nombre des combinaisons de m objets n k n :

^&a -t- (/! - i)cf;-'c; + (A- - 2)cfr^q
a -\- b

H. LAUr.EKT

ERRATA

Paffe 262, ligne 6, au lieu de = —— , lisez = —

—

a jx b' 11.

A A
Pase 335, lisne 11, au lieu de pn cos-j lisez nincos--'2 2
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F^es Tormules d'addilion [ig] sont les premières que

l'on ait trouvées sur les fonctions directes. Elles sont

analogues aux formules fondamentales de la Trigono-

métrie; mais ce n'est pas comme nous venons de le

montrer qu'elles ont été trouvées.

C'est en intégrant l'équation

ei.x dy

que l'on est arrivé à la découverte des formules d'addi-

lion. La méthode la plus simple qui ait été donnée pour

l'intégration de cette formule est due à Lagrange. D'au-

tres méthodes, plus simples en apparence, ont l'incon-

vénient de s'appuyer sur des artifices qui supposent

évidemment que Ton connaît d'avance l'intégrale.

( A suivre.)

THÉORÈME SUR LA GEOMETRIE DES QimCOKCES;

Par m. Edouard LUCAS.

Les sommets ou les centres d'un échiquier quelconque

ne sont jamais situés aux sommets cVun triangle êqui-

la téJ'ai.

En effet, si l'on prend l'un des sommets pour origine

des coordonnées rectangulaires, et si Ton désigne par

(rt, è) et (c, ri) les coordonnées des deux autres sommets,

on devrait avoir

«5 + è- =:c'-hd' = [a — cY -r-[b— dy,

Ânn.dc Maché/nut., .i^ série, i. XV W. (Mars 1S78.) 9
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ou
a' -r- h' = c- -H d' = 3. , /'/c -f- ^r/

,

et, par suite,

Donc le nombre 3 diviserait une somme de deu>:

carrés, que l'on peut supposer premiers entre eux; ce

qui est impossible.

SOLliTIOXS DE OllESTIOXS

PROPOSÉES DAI\iS LES NOUVELLES AKMLES.

Question 1232

( voir 2" série, t. XVI, p. 7\o'>;

Par m. h. LEZ.

En un point M d'une conique, on construit la para-

bole osculatriee et l 'on prend le symétrique P du foyer

de cette parabole par rapport à la tangente en M : dé-

montrer que le point M et son symétriquelS par 7'apport

à P sont réciproques par rapport au cercle, lieu des som-

mets des angles droits circonscrits à la conique.

( Laguerre.;

Prenant pour axe des a: la normale au point M et pour

axe des y la tangente au même point, on pourra écrire,

pour l'équation de la conique,

ax"' -\- ih xy + r"— 2/> a: z=: o
;

le centre de cette conique a pour coordonnées

^^ P . _ ph
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Note. - - Solutions analogues par MM. 1". Pisani, professeur à Gir-

genti; Ch. Brunot, élève du lycée de Dijon; H. Dessoudeix, élève du
lycée de Bordeaux; Moret-Blanc; V. Jamet, professeur au lycée de

Saiut-Brieuc ; E. Dunoyer, élève du lycée de Marseille; CI. Talon, élève

au lycée de Moulins; P. Barbarin, élève de l'École normale.

Question 1248

( voir 2"série, t. XVI, p. XV, );

Pau m. C. MO RE AU,
Capitaine d'Artillerie.

Démontrer que sj5 est égal, à la limite du rapport

des deux séries

I I I I III I

I 2 O I i l L^ Il OC)

dans lesquelles chacun des dénominateurs est donné
par la relation

', E. Lucas.)

Lorsqu'une fonciion de n est déterminée par l'équa-

tion

Xn+i ^^= ^J'«-)-i J'ni

et par les conditions initiales

on peut représenter cette fonction par l'expressiou

I H- (7 z — [a -h z) z-""^'

J«=
s" I — z^

où z est l'une des deux racines de l'équation

z-— j"z H- 1 = o.

Pour la première des deux séries proposées, on a
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les dénominateurs successifs sont donc donnés par la

formule

D„
z" ( iH- r.

et le terme général de la série est

I -1- 3
I

Pour la seconde série, a = i; on a

D„=
z"|<

et, comme les signes sont alternés, le terme général est

Il résulte de cela que le rapport des deux séries propo-

sées est

1 H- z \ i -i-

I — z z

1 —

I -t- z /'' z I

1 — z œ( z)

Supposons maintenant que x soit plus grand que 2,

et que l'on choisisse, pour z, celle des deux racines de

l'équation donnée plus haut, qui est plus petite que

l'unité 5 tous les termes àe f[z) et de çp(z) pourront se

développer en séries convergentes. Développons, par

exemple, / (s
) 5 on aura

/(^) = /

1
'_ ^1 -3 I ,i

H- S — z -f- z' — z'M- z'-'—
+ Z2_,7 _|_2l2_ 2:7^_;322._

-4- -J— z'»+ z"— z"'' + z" —
_ 7l5_U r2î 7.31 -_ -1"-1 — Z''



et, en faisant les sommes des colonnes verticales, on re-

trouve les termes successifs de o( z). Ainsi fiz) = ^(-z),

ce qui montre, en passant, que la fonctiony^(z) est paire,

puisque ©12 ) n'est autre chose que/(

—

z)] il s'ensuit,

d'autre part, que le rapport des deux séries considérées

se réduit à

I -h Z .^ \ -r Z' -i- 9. Z IX

I — z y I -I- z- — iz V '

Dans le cas particulier de la question 1248, on a x = 3,

et le rapport des deux séries est bien égal à y/5.

'î^ote. — La même question a été résolue par MM. .1. de Virieu, profes-

<"\\v àLvon: H.-J. Krantz, à Bréda.

Question 1249

( voir 2' série, t. XVI. p. 384);

Par m. C. MO RE AU,
Capitaine d'Artillerie.

On a la série rapidement convergente

3 — v'5 II I I

2 3 3.7 ' 3.7.47 3.7.47-2207

dans laquelle chacun des facteurs du dénominateur est

égal au carré du précédent diminué de deux unités.

!^E. Lucas.)
Soit posé

•jo=3, ri = 7' J-^ = 47' •••'

et, en général,

Ou peut évidemment représenter r» par l'expression

„ I

7n= "Z'^ -J -,
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où X est l'une quelconque des deux racines de Téqua-

tion

X? — Zx -f- I =: O.

On déduit de là

I + .,c' I -T- .r* I H- .r'

jo = 5 ji = — ,--> yi =—T--> ">
X X^ X*

et la série proposée devient

1 r .t} x^ .r'
"1

Or la série écrite entre crochets est connue : c'est un cas

particulier de celle qui a fait l'objet de la question 1 181

( voir t. XV, a*" série, p. i35 et i8o), et l'on sait qu'elle

a pour limite i ou x^, suivant que x est plus grand ou

plus petit que l'unité.

Il résulte de cela que la somme de la série pro-

posée est égale à la plus petite racine de l'équation

, 3 — i/5
x'^— 3a: -T- I = o, c'est-à-dire à — •

2

Autrement. — On peut toujours poser

J a I I I=
\ H 1- . . .

,

et chercher à déterminer a.

Or, si l'on élimine successivement du second membre

ro,Ji-.j25 . . -, on obtient
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Lorsque 7i augmente indéfini meut, le second membre

de la dernière de ces égalités tend vers zéro \ on a donc

Yn

) o^i • ' y n—\

Cela posé, la relation générale

donne, par son élévation au carré,

J'n 4 = Jn—\ Jn—\ 4 '

On en déduit facilement

yl~^=yly]y\^yn-^ yl-^

et l'on voit que

''™ vT
—

^^"T~~
^ ^-^^ - 4 = a = v/5.

J 'i J i • J n— I

Remarque. — On peut remarquer que Ton a, en gé-

néral,

(- + .-^-—

—

\ y» j lO n-h\ yII ."> n+i y11+1

I 1

Il est facile de voir également que

I
'\

i/5,-A)(.-l)(.-^)... = ^r«/ \ yJ \ y^.i 4

Note. — La même question a été résolue par MM. Vladimir Uabbc,

iMoret-Blanc et J. de Virieu.
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La dernière égalité montre bien que les points M, N
sont réciproques par rapport au cercleo:^ -+~J^ = a^ +- b^.

C'est ce qu'il fallait démontrer.

Note du rédacteur. — Dans le Traité des sections coniques de IM. Sal-

mon, il est démontré (p. 206, 3» édit., i855) qu'en désignant par

.r--f-Bx>- -h Cjr^H-Ej^^ 0, l'équation d'une conique, i-apportée à une

tangente et à la normale au point de contact, la parabole osculatrice en

ce point a pour équation

.r- H- B j;-r H- —J- -+- E )• =: ;

k

il en résulte évidemment qu'au point de contact les deux courbes ont

le même diamètre.
//s p/

Les expressions —
1 —:— des rayons de courbure se trouvent

«' sin 6 2 sin 6

aussi dans le même ouvrage (p. 207 et 208).

L'égalité OM X ON = a°H- i^i^ indique un moyen très-simple de dé-

terminer la parabole osculatrice en un point M d'une ellipse donnée;

car cette égalité donne immédiatement le point N, et en prenant le symé-

trique F du milieu P de MN, par rapport à la tangente en M, on a le

foyer de la parabole. La directrice de cette courbe s'obtient en menant

au point P une perpendiculaire à la direction du diamètre OM. (G.)

sonnons ftE QiEsrioNs

PROPOSÉES DAXS LES NOIVELLES ANMLES.

Question 1239

(voir ?.' série, t. XVI, p. 28S ) ;

Par m. Edouard LUCAS.

L'équation x^ — 6 aox— 3aê (a H- ê) ^=0, dans la~

quelle aet'o sont des entiers quelconques qui ti annulent

pas le dernier ternie, n\i pas de racines entièies.

(S. Realis.
)
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En effet, réquation peut être écrite ainsi :

et l'on sait qu'Euler a démontré que jamais un cube

entier ou fractionnaire n'est égal à la somme de deux

cubes rationnels (*).

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-Blanc.

Question 1240

(voir 2° série, t. XVI, p. 288) ;

Par m. MORET-BLANC.

L'équation

x^ — s — 7; a: -^ a.y =: o,

dans laquelle a et y sont des entiers plus grands que

zéro^ et [i est un entier satisfaisant à la condition

ou bien à la condition

a^ < 8<(a + l)%

a au moins une racine réelle incommensurable

.

(S. Realis.)

Le coefficient du premier terme étant i, l'équation

n'admet pour racines commensurables que des racines

entières 5 de plus, elle a une racine réelle de signe con-

traire à y.y., c'est-à-dire négative.

Substituant à x dans le premier membre successi-

vement— [y. — I ), — a et — (a -{- i ), on a les trois ré-

(*) Voir YAlgèbre d'EiLER, ou la Théorie des nomhres de Lecendre.
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même orientation, les deux transversales qui joignent

respectivement les trois sommets d'angles issus de M, et

les trois sommets d'angles issus de N, se coupent en un

point P sous un angle constant.

"iP Déterminer le lieu du point P, quand on fait va-

rier l'angle a. (P. Teruiek.)

1264. On donne une droite dont le coefficient d'incli-

naison est tanga (axes rectangulaires). Indiquer une

construction graphique qui donne directement taugV..

Application à la construction graphique d'une tangente

à la cissoïde et à la strophoïde, parallèlement à une di-

rection donnée.

(H. Brocaud.)

1263. Le centre d'un cercle O de rayon constant se

déplace dans son plan sur la circonférence d'un cercle

fixe O'. Trouver l'enveloppe des polaires d'un point

fixe P, par rapport au cercle O.

(Laisakt.)

1266. Si, par le pôle de l'orthogénide

-\ -- [ ^ \
p

^ z= a • sm
^
— 5 ''M'

on mène une droite quelconque , les tangentes aux

points d'intersection de cette droite avec l'orthogénide

forment un triangle équilatéral (*). Trouver le lieu du

centre de ce triangle etl'enveloppe du cercle circonscrit,

lorsque la droite oscille autour du pôle.

(E. LrcAs.
)

C) T-'oir 1' série, t. V, p. 3o, et t. XV, p. loi.
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SUR i;ÉQl]AT!ON INIlETEinil^'ÉE X'-^Y'= AZ';

Tau 1\I.
1'" douar d LUCAS.

On a le lliéorème suivant :

Pour que Véqualion proposée soit vérifice par r/e<

valeurs entiènis de X, Y, Z, A, il faut et il sujjit que A

appartienne à la forme .^) (x-hj") préalahlenienl

débarrassée de ses Jacteurs cubiques.

En effet, on a ridentité

[^3 _ j3 _4_ G.r^j + 3j:j^P -\- [.)•' — .r^ -i- 6r-.^ -+- 3rx^f

= .77 (,r -+-j).3^[x^-\- xy -\- y'^'^,

et l'on résout l'équation proposée, par les valeurs

X = .Ï-' — J-' 4- Çi.r-y -H- 3tj',

y __^3 — ,r' 4- 6j'.r -f- 3j.-r\

Z— 3(.r-- + .î7'-f-y^j,

A= X>'(.r: -\- y).

Réciproquement, si l'équation est vérifiée pour les

valeurs jTo, joi -0 tics variables, et si l'on pose

on a

xy ( x + 7 )
= A

( Xojo Co )'•

C'est ce qu'il fallait démontrer. Il résulte encore de

l'identité précédente que toute solution de l'équation

proposée conduit à une série indéfinie de solutions nou-

velles, en supposant A constant. Il faut excepter le cas

dex ^±^} .

Exemple. — Pour x = i
, j = 2, on a la solution

17' -;- 37- -- (>.2i';
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de laquelle on déduit une série indéfinie d'autres solu-

lious. On observera ainsi que l'équation

.r' -f- Y^ =z 6z^

a une infinité de solutions, bien queLegendre ait affirmé

le contraire. On peut aussi trouver d'autres identités, en

nombre illimité, et ainsi la suivante :

z=[.T^-i- Ga-^'x -+- Sjrf — y'][.t' -f .ry -h y'']\

de laquelle il résulte que le pol3"nôme

j:^ -+- Gx'^f -\- 3ry^ — _i^

n'est jamais égal au cube d'un nombre entier, ni à son

double, à son triple, à son quadruple ou h son quin-

tuple.

COUUESPOXDAR 3 .H'.

i . Lettre de M. Hilaire, Professeur à Douai. —
Permettez-moi de vous communiquer quelques obser-

vations sur le problème donné en Mathématiques élé-

mentaires au Concours général de 1877, et dont je

trouve une solution (p. 2i3) (*).

Je remarque d'abord que le centre de l'ellipse est évi-

demment le point du plan bissecteur qui a le point p
pour projection orthogonale sur le plan P : donc ce point

ne se confond avec le point a que quand la droite Art

est perpendiculaire à la fois au plan bissecteur et au

(') La seconde solution (page 26S) n'était pas encore publiée lorsque

lous avons reçu la lettre de M. Hilaire.



( 446 )

et

y- z- x5 -i- I0.20 =65,

où les condilîons x = u — 3 et u=z^5 sont ob-

servées.

Pour t == 5 el u = —^7, dans la seconde suite, on a

de même
y=(— io,?-4-5.( — 7)' =345

et

^'=145 +5.140 =345 ,

où X = u — 3 et t^ = ^ — 5.

Dans cet exemple, comme dans plusieurs de ceux qui

précèdent, on évite l'apparence des solutions négatives,

en admettant que les conditions zt = a: -f- a, v z= z -h [:i

signifient simplement que la différence entre x et u et

entre z el u soit respectivement a et [ù en valeur absolue,

sans impliquer que t£ ^ x, ni t' ^ z. La dernière solu-

tion, par exemple, devient ainsi

J = 10^ -1- 5.7-, J)^=:l45 -t- 5.140 .

Le sujet que je viens de traiter dans cette Etude com-

porte beaucoup d'autres développements, mais je dois

me borner pour le moment à en avoir indiqué les traits

caractéristiques.

Nota. Page 424, ligne g, an lien de a les deux solutions », lisez « deux

des quatre solutions. »

Slll LE SYSTÈME DES ÉQl]ATIO^S IXilÉTERMIXÉES

x~ — A 7
- = ir, X- -4- Aj° ::^ \''

;

Par m. Edouard LUCAS.

On a tout d'abord le théorème suivant

Pour que le sjsteme indéterminé

]
x'- — h.y- = «', x"^ -T- A/^ = o
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soit vérifié par une série inrléfinie de valeurs entières

des inconnues r, j , w, p», ilfaut et ilsujjit que A appar-

tienne à laforme

(2) A — >„u.„(>oH- p-o) (>-o — y-o],

que Von peut supposer débarrassée de sesfacteurs qua-

dratiques.

En effet, en ajoutant membre à membre les deux équa-

tions du système ( 1 ), on a

tt -I- V

2

et l'on doit poser

«4-" ., 2
n—v

, ->-,•.—^'=^i— P-o. —^ = 2^a„, .r=z).„ -i- y.-,

/o et /uto désignant deux nombres quelconques, premiers

entre eux, l'un pair et l'autre impair 5 on en déduit la

solution initiale

;/„ = A^ — u-l ~ i\'j.^,

«V — >-^ — y-l
~ 2>.op-o,

et, par suite,

A = >oPu(>'o H- Po) (>-o — P-o), ^(.= 2.

Ainsi le théorème est démontré j on sait d'ailleurs que

le nombre A est dit congruent, et représente l'aire d'un

triangle rectangle, dont les côtés entiers ont pour lon-

gueurs

^0 " ."'o'
2)iopo, '^l -t-

\>-l
{*).

Notre but est d'indiquer comment on peut parvenir à

résoudre complètement le système proposé, pour les va-

C) Rerherches sur les ouvrages de Léonard de Pise, C.h. II.
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leurs do Adonnées par la formule (2). Nous observe-

rons, à ce sujet, qu'il est nécessaire, pour traiter généra-

lement la question, de connaître la décomposition de A
en ses lacteuis premiers. Ou sait, en effet, que Lagrange

a ramené la résolulion des équations quadratiques indé-

terminées à des équations de la forme

X- — j^ = Az^,

et que celte résolution est liée à la connaissance des fac-

teurs premiers de A. Inversement, nous montrerons

ultérieurement que la décomposition d'un nombre

donné A, en ses facteurs premiers, se trouve notable-

ment simplifiée par lessai direct de la résolution de

l'équation

au moyen de la considération des résidus quadratiques.

Nous ferons voir que, par celte méthode, imaginée par

Aurifeuille, et que nous avons perfectionnée, il est pos-

sible d'anùver plus rapidement à la décomposition de

nombres de seize et de dix-huit chiffres qu'à celle des

nombres de huit et de dix chiffres, par l'application des

anciennes méthodes.

Par conséquent, on ne doit voir dans la présente Note

que l'indication de la marche à suivre, pour résoudre

complètement, pour toutes les valeurs numériques de A,

décomposé en ses facteurs premiers, le système des équa-

tions proposées. On tire de la seconde des équations (i)

[v -\- x)[o — x) = Ay ;

donc, en désignant par a et j3 deux nombres entiers dont

le produit égale A, et pare et^'deux indéterminées, on

aura

v -{- X z— 2ac^, c — r = 2 p/\ y =1 lef^
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et, par suite,

.7; = ae= — p/S v = cie- -\- p/-, y = 2ef.

En portant ces valeurs dans la première des équations

proposées, on arrive à la condition

Désignons par (3i et (So deux nombres positifs ou né-

gatifs, dont le produit est égal à j3, par g et h deux nou-

velles indéterminées, nous tirerons de la condition pré-

cédente

(4) a^'-3p/=-« = ±4p',AS

( /= gà.

Premier cas. — Si l'on prend, en même temps, les

signes supérieurs dans les équations (4), on en déduit,

par addition, après avoir remplacé f par gh et (3 par

désignons par y.y et a, deux nombres entiers dont le

produit égale a, et par p et q deux nouvelles indé-

terminées ; nous poserons

et, par suite,

(5) «,/?= — 82A' — p.à'S a.,iJ- -f- Pj/r = u.,(i'.

Ce système est vérifié pour des valeurs égales des indé-

terminées ^, /z, ^, ^, lorsque Ton suppose

il est facile de déduire de ces valeurs la solution initiale

Ann. de Ha titéma t.. 1^ série, t. XVII. (Ocl. 1878.) 2C)
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(3 ). Eli général, une solution quelconque du système (5)
donnera une solution du système proposé, et, par suite,

une série indéfinie, comme nous allons le montrer.

Si l'on fait, dans le système (5),

le système (5) coïncide avec le système proposé^ par

conséquent, d'une première solution {x. }', u, \') du sys-

tème (i), on déduit une série indéfinie de solutionsnou-

velles (X, Y, U, V) par les formules

X = «'j:' — >o.!^o(>-o — F-l ]
"'/%
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posera

el l'on aura
Ay.(). + y.)(X— a) = A2^

Il nous reste donc à considérer le système général

dans lequel nous désignons, pour abréger, À — y. par p
et X + ij. par (7. On résout la première équation du sys-

tème (^ j, mise sous la forme

\ p-h u. / \p + .V

par les formules

p Z= (/,/"' -f p,.V%

h =^ y.^r' — p ,
,y' -j- "^.prs,

dans lesquelles ^j u, = eu.. En portant ces valeurs dans

la seconde des équations [y], on obtient la condition

l (a, r^ -\- p.s^y -\- y.
[
p., r- — o, .<2 + 2

p

rs ]^ = r^ y-,

OU bien

OU, en posant s = C7 >',

(y-ir- -}- lpy.r.s' — p, (7-.v'- )-' + 8X- u.û/-^.v'- = q'.

On déduit de Téquation précédente

(] dz ;pt.,/-- -H o.py.rs' — p,G--y^) = 20.(1'%

7 zp
(

y-, /^ -h 2 pu./-v' — p, c' J ^) = 4 y-i^'i't

rs' = rt7,

2y.
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en désignant par p^ et pa deux nombres tels que

f>,p-3
= py-,

et par w et t deux nouvelles indéterminées 5 on en lire

(8) fx,/-' -h 2.piJ.rs' — p,fj-s'^ =! ZÎZ i'pjd'- — 2 y.j)-''')'

Posons w = îur^ s' = mt^ il vient, en prenant le si-

gne +,

rn-[p-ir'^ -\- Pit'?'] — ipartm = a,r^ 4- 2fz-..).^/^;

pour que la valeur de m soit rationnelle, on doit faire

oj £A,;-' 4- 3>yp(Tr^ï^ + 2p, u,(7^À=^' = H^,

et l'on a

pu. rtzhU

p^r- -t- pi(J-t'

On peut écrire l'équation de condition sous la forme

(p2fji,/-^-h A/')(p2y.,^ + 2A?=) =:poy.,H^

et la séparer, de diverses manières, en deux autres for-

mant un système analogue au système (5); on traitera

ces différents systèmes de la même façon que précédem-

ment. En faisant plus particulièrement pa = y-i = i, on

a, en désignant par a et b deux nouvelles indétermi-

nées,

r^ -+- Kf=. a\

ab = Vi..

Par suite, on obtient

fl2 — Ai==:/-', cû -^ M'' z= b-
',

c'est un système identique au système proposé. Par con-

séquent, d'une solution x, y, m, v du sjstbnie

a:^ — Aj'= K% a:' -+- A >'' = c-,
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on déduit deux nouuel/cs solutions X, Y, U, V, par les

formules

m = r/p uy^ zc i'x,

n r^i «' -4- aoa'^';

I p = ri^ii- -f- ij.oG''tn-y'\

g- = ti^u? — apo-'/w'/' — i^ainn uy,

h = «*«' — u.orj'' in'^j'' -t- 2pT/w««r;

j
X = lap-'q^ — y.ps'/i', Y = -ig/ipq,

( V = iTp'q' -+- y-pg-'/»', U = p'^' — 2 aVi«.

Ces formules donnent des solutions distinctes de celles

qui sont fournies par les équations (6)-, d'ailleurs le

second cas conduirait aux mêmes formules.

Pour certaines valeurs de A, les formules (6) et (9)

résolvent complètement le système (i), et par exemple

pour A = 6. On traite ainsi complètement ce problème

de Fermât :

Trouver tous les triangles rectangles dont l'aire soit

sixfois celle d'un carré.

Ces formules résolvent aussi complètement le système

(7), pour le problème de Beha-Eddin, que l'on ramène

au système

8x= — r' = 7 w% 8.r2 + r' = 9"%

ainsi que nous l'avons montre précédemment (*).

Remarque. — En prenant le signe — dans la for-

mule (8), on arrive à des systèmes analogues au sys-

tème (5).

(*) loir lonic XV, jjagc i'jg.
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Ainsi It; point Z doit se déduire de X|, X.,, . . . , X„,

de telle sorte que OZ soit la moyenne géométrique de

OXi, OXo, . . . (en grandeur et en direction), multi-

pliée par une constante géométrique.

SUR L'ANALYSE INDÉTERMINÉE mi TROÎSIEIIE DEGRE

ET SLR LA QIESTION 802 (*) (Sylvestf.f.);

Par m. Edouard LUCAS.

I. Considérons Téqualion du troisième degré

d'une courbe en coordonnées rectilignes et homogènes;

soit nii un point dont les coordonnées (Xi, jj, -Zj) sont

rationnelles, et qu'il est facile de rendre entières 5 on a

ainsi nne première solution en nombres entiers de l'équa-

tion proposée. On peut obtenir de nouvelles solutions,

en nombres entiers, de l'équation, par l'un des trois

procédés suivants :

i" Si l'on mène la tangente à la courbe en uii, cette

droite rencontre la courbe en un autre point m dont les

coordonnées sont encore rationnelles; par conséquent,

d'une première solution de léquation (i) on déduit, en

général, une nouvelle solution [x, y, z) de cette équa-

tion, par les formules

Cependant, lorsque la tangente est parallèle à l'une des

asymptotes, ou lorsque la tangente est menée par un

(*) ISoin'ellrs Annales, :>.' sciic, l. \l, p. ;)'i.
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poînl d'inflexion, on n'obtient pas de solutions nou-
velles.

2° Si ^i et ///, désignent deux points dont les coor-

données (oTi, )'-,, Zi) et (Xj, j 2» 2^2) sont rationnelles, et

par conséquent entières, on obtient, en général, une
nouvelle solution, en prenant l'intersection de la sécante

/7/jmj avec la courbe, c'est-à-dire par les équations

/(•^»7, z) = o,

X y z

r-i y-, Zi

= 0,

en tenant compte des relations

f[^\,X\, Zij = o, f[x^,y2, ^1: = 0.

3° Si l'on connaît cinq solutions de l'équation pro-

posée, on obtient, en général, une sixième solution, en

prenant le point d'intersection avec la courbe, de la co-

nique passant parles cinq points qui correspondent aux

solutions données 5 on peut d'ailleurs supposer plusieurs

de ces points réunis en un seul, et en particulier tous les

cinq réunis en un seul.

La méthode donnée par Fermât pour l'équation

(i) a,'-Hj== A:',

et par Lagrange, pour l'équation générale, revient au

premier procédé. La méthode donnée par Cauchy pour

l'équation

kx~ H- Bj) ' -}- C z' := 3 Yixyz

revient au second (
*

)

.

IL Nous considérerons plus particulièrement, dans ce

qui suit, l'équation (i). On doit supposer différents cas;

(*) ^oir Recherches sur les ouvrages de Léonard de Fisc, |). /jç).
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en effet, pour certaines valeurs de A, l'équation (i) est

impossible, et ainsi, par exemple, pour

A = I, 2, 3, 4> 5,

ainsi que pour d'autres valeurs générales, indiquées,

pour la piemière fois, par M. Sylvester, dans la ques-

tion 802.

Quant aux équations possibles, elles sont dites mono-

basiques, bibasigueSj etc., suivant que l'on peut ré-

soudre complètement l'équation proposée, par les for-

mules qui résultent du premier procédé, en partant

d'une, de deux, etc., solutions fondamentales. Il existe

d'ailleurs des équations monobasiques et bibasiques,

ainsi que nous le montrerons plus tard; cependant nous

ajouterons que cette idée de classification et de résolution

est due, je pense, à M. Sylvester, qui possède, depuis

longtemps, un Mémoire inédit sur ce sujet intéressant.

III. Voici maintenant l'énoncé de la question 802 :

p et q désignant des nombres premiers respective-

ment des formes 1 8 /z 4- 5 et 1 8 7i -f- 1
1 , il est impos-

sible de décomposer en deux cubes, soit entiers, soit

fractionnaires, aucun des nombres sui\^ants :

p, ip, 4/>=; q\ 2 7% 4<7.

Soit d'abord à résoudre l'équation indéterminée

(l) .T^-^y'z=zpz\

dans laquelle p désigne un nombre premier de la forme

i8« H- 5, en nombres entiers et premiers entre eux. Le

cube d'un nombre entier divisé par 9 donne pour reste

o, -i- I ou — 15 donc, pour que l'équation (1) soit pos-

sible, il faut que z' soit divisible par 9, et, par suite,

2= 3 Zj. Cela posé, nous considérerons deux bypotlièses,

suivant que z est impair ou pair.
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1^ z impair. Alors x — y el x '\- y sont impairs; on a

.t} h- r'=
(
-ï h- JV" ) f

'^"— j:/ H- JK^ )
=

;
^ -+-

J") M
et

4 M = 3 ( J7 — 7]^ + (x + j ;=>
;

par conséquent M est divisible par 3, et non par une

puissance supérieure; de plus, les diviseurs premiers de

M appartiennent à la forme 6A -t- i; on doit donc poser,

avec z, = aè,

.r + j- — 3= pà"^ M = 3 è=

et, par suite,

d'ailleurs h doit èlre de la forme /--h 3 g-, /"et i^ éiant

premiers entre eux; on a ainsi

(3) < i^= F=^-3G^

' 4^'^=(F — 3Gi-r-3(F-+-G]%

et, en identifiant d'après (2) et (3),

.T. -^ YF+G3= -—± =:3/;fl=.

Mais le développemeuL du cube à.Q.f-v-Q\^ — 3 doniKî

F=/(/^-C)^^), G = 35'i/^-â^^);
par suile,

/(/'-- 9»'^ + 3s'(/=— g' = 3/^rt' :

doncy^serait divisible par 3, par suite Z>, et aussi x etj,

que nous avons supposés premiers entre eux. Par con-

séquent, z ne peut être impair.

2° En supposant z pair, on aurait

M = [-¥h'^-7-)
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et, puisque x et > sont impairs, il en est de même de M;
on doit donc poser, avec z =: 6al>,

X -\-J =^?>-.l^.pa^, M =3/-''',

et, par suite,

Soient encore

ou en déduira

G = —^, ou § (/'— g''^ = 4/'"';

d'ailleurs y- -;- 3^^- ety^-+-3i,''— 4»"=^^— g' sont

impairs : donc g est pair, et Ton doit poser, avec a^^^c/.^y^

On déduit de ces deux décompositions

ces deux équations sont semblables à l'équation (i); on

ramène doue l'équation proposée, dans laquelle l'une

des inconnues contient le facteur 3^-, à une autre sem-

blable, dans lac{uelle l'une des inconnues ne contient

plus que le fadeur 3'"^', en continuant de même, on

ramènera l'équation proposée à une autre de même
forme, dans laquelle aucune des inconnues ne sera divi-

sible par 3. Donc l'équation proposée est impossible.

La démonstration précédente s'applique encore, eu

remplaçant le nombre premier /? = i8«-+-5 par le

carré du nombre premier ç = iS?i -{- n
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IV. Considérons maintenant l'équation

(41 j:^ H- j-^ = 2" A 2%

dans laquelle, A étant impair, le coefficient 2"A repré-

sente l'un des quatre nombres 2;?, 2^^, 4/?^, 47- Nous

supposerons deux cas, suivant que z ne sera pas ou sera

divisible par 3 ; d'ailleurs, x et y sont impairs.

1° Lorsque z n'est pas divisible par 3, on arrive faci-

lement à l'équation

/' — pg'* est impair, en même temps que b=^ P -\- 3^",

et l'on a l'une ou l'autre des deux décompositions

1 /=;2"-'Aa^ I /= 2"-ia%

/-f-3^=:P% OU f-^2,g = k^\

f/_3-=7'; \ f^Zg = y^,

Ces deux décompositions conduisent aux deux équa-

tions

3, _^ y^ = 2" A a\ ou A 3= -i- 7^ = 2" a%

impossibles suivant le module 9, puisque, pour la pre-

mière, les indéterminées a, |3 et y ne sont pas divisibles

par 3.

2° Lorsque z est divisible par 3, on arrive, en posant

z = Zab, à l'équation

et, puisque y- — g^ est impair, à l'une des décomposi-

tions

,
^—o'—'Aa',

[
i,'' = 2''-'a\

f^g=0^^^ OU •/-r-è^ = Ap%

f—S — fy '/—g = 7';

la seconde décomposition conduit à une éf[uaiion déjà
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reconîiue impossible 5 la première conduit à l'rquation

p^ — y' = 2" A rj.\

Celle-ci est de même forme que l'équation (4); mais

l'iiidélerminée du second membre contiendra un fac-

teur 3 en moins. On conclura, comme pour l'équa-

tion (i), que l'équation (4) est impossible à résoudre

en nombre entiers.

Remarque I. — En rapprochant les résultats de M. Syl-

vester avec ceux d'une Note précédente (*), on en déduit

le théorème suivant :

L'équation

.ry
(
.r -i- j-

)
= A z^

est impossible, 011 nombres rationnels, en exceptant les

valeurs égales ou nulles des indéterminées, dans les cas

suivants :

A = i, 2, 3, 4, 18, 36, yj, ip, ^p\ (j\ iq% 47'

p désignant un nombre preuder de la forme 18/i H- 5,

et q un nombre prenuer de laforme 1 8 « H- 1 1

.

En faisantj^= i, on obtient plusieurs théorèmes con-

cernant les nombres triangulaires, et le produit de deux

nombres consécutifs; en faisant/= j: -h 1, on en déduira

ceux qui concernent les nombres

j.- (jr -f- i)
(2.r -h 1), et 2 .r

(
2 j: -1-

i) (
2X H- 2).

Remarque II. — De même, en rapprochant les résul-

tats obtenus par Fermât et par M. Genocchi, sur les

(*) Nouvelles Annales, 2* séiie, t. XVM, p. 425.

Ânn. fie MathémaC.yi'^ série, t. XVII. (Novembre i ^78.) 33
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nombres congruents ( *), avec ceux (rune Note prccé-

denle {**], on eu déduit le théorème suivant :

Véquadon

^j(-^ +j) (•^— j) = Az-

esl. impossible, en nombres ratioîinels^ dans les cas sui-

vants :

A — 1,2, p,iq,

p ctêsignant un nombre premier de la forme 8«4-3,
eL q un nombre premier de Informe S/z -i- 5.

On observera que les résultats généraux, obtenus par

M.M. Genocchi et Sylvester, constittient des progrès im-

portants, pour arriver à la solution de deux problèmes

posés depuis près de uingt siècles.

AU SUJET DES CAS D'IMPOSSIBILITÉ Dl^E SOLITIO\

M'»ÎBRES E\TîËRS DE LEQlATiON x^zha = y^;

Par m. E. de JONQUIÈRES.

Paruii les nombres contenus dans le tableau par lequel

se termine la page 879 du tome X\ II, a'' série, des i\'ozi-

welles Annales^ il s'en est glissé un inexact : c'est— SSp.

Les lecteurs que cette question intéresse ont d'ailleurs

pu s'en apercevoir eux-mêmes aisément; car, d'après la

règle que j'ai posée (p. 876, ligne i4) pour les nombres

de cette catégorie, on doit, pour obtenir les valeurs de a

(*) Annali di Scienze mateniatiche , etc., da B. Tortolini, t. VI,

p. 299. — Il Cimento, Rivista di Scienze, etc., t. VI, p. 6-p;. Turin, i855.

(**) SonveUes Annales de Machémaciqiief, 2" série, (. WII, p. 433.
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1297. Décomposer lo quadruple et le carré de

4/?" -I- 27//® eu uue somme de deux cubes.

(Edouard [,ucas.)

4298. Décomposer le nombre x^- — 9-J^^-> et son

double, en une somme de deux cubes.

(Edouàp.d Lucas.)

1299. La somme des carrés des x premiers nombres

entiers n'est jamais égale au double, an triple, au sex-

tuple d'un carré. (Edouard Lucas.)

1300. La somme des x premiers nombres triangu-

laires n'est jamais égale au double, au triple, au sex-

tuple d'un carré. (Edouaud Lucas.)

1301. Dans un segment d'une conique quelconque,

inscrire le trapèze maximum; la corde qui limiie le seg-

ment devant être uue des bases du trapèze.

(F. Gabriel-Marie.)

1302. Dans une conique à centre, inscrire le quadri-

latère maximum ayant pour un de ses côtés un diamètre

donné, et pour côté opposé une corde parallèle à une

droite donnée. (F, Gabuiel-Marie.
)

1303. Trouver toutes les solutions entières de l'équa-

tion X' H- yx = 2y{v -t- 3) (}
- -f- 3j^ -h 5).

(LiONNET.)

1304. La somme des distances du cercle circonscrit,

aux deux côtés AB, AG du triangle inscrit ABG, est

égale à la corde menée par le point C, perpendiculai-

rement à AG dans le cercle décrit sur DG, comme dia-

mètre; D étant le milieu de l'arc BG. (A. Gambier.)

1 305. On donne un faisceau F„ de courbes de l'ordre ti

et une droite r/; diaque point D de d détermine une
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SUfi M THÉORÈME DE M. UOIJYILLE,

CONCERi\ANT LA DÉCOMPOSITIO\ DES NOMBRES EN BICARRÉS;

Par m. Edouard LUCAS.

M. Liouville a démontré, dans son cours au Collège de

France, qu'un nombre quelconque est une somme de

53 bicarrés, au plus. On peut abaisser cette limite à 4i'

En effet, il résulte de l'identité des deux expressions

et

r- f.r— ri»

+(,)- + z]*-h (r— sj'4- ij-h «'/+ (j— «)'+ [z-huy-h [z—uy

que le sextuple du carré d'un nombre quelconque est une

somme de 12 bicarrés, puisque Ton sait qu'un nombre

quelconque est une somme de 4 carrés. Par suite, le sex-

tuple d'une somme de 3 carrés est décomposable en

36 bicarrés. Mais Legendre a démontré que tout nombre

de la forme

H p -h i, 2, 3, 5, 6

est une somme de 3 carrés; donc tout nombre de la

forme

^Sp -{-6, 12, 18, 3o, 36

est une somme de 36 bicarrés, au plus. Soit R le reste

de la division d'un nombre N par 48 ; en retrancbant

de N une ou plusieurs fois les bicarrés i*, 2*, 3*, on

ramène le reste R à l'un des nombres 6, 12, 18, 3o, 36,

et l'on arrive à former le tableau suivant, qui contient

dans la colonne R le reste de la division d'un nombre N
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par 48, et dans la colonne n le nombre maximum de

bicarrés dont se compose N.

6, 12, i8, 3o, 36;

3, 4. 7. i3, i5, 19, 21, 27, 28, 3i, 34, '^7. ^9, 4^>;

0, 2, 5, 8, i4, 16, 20, a3, 24, 29, 3-2, 35, 38, 4^» 44» 47»

1, 9, 17, 25, 33, 4i, 45;

10, 26, 42;

11, 27, 43.

Donc un nojnhre entier quelconque est la somme de

quarante et un bicarrés, au plus.

On observera que la démonstration précédente suppose

le théorème vérifié jusqu'à N = 2.3*5 '' ^'^^ facile de le

constater sur les Tables arithmétiques de Reusclile.

THEORIE ÉLÉMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES;

Par m. II. LAURENT.

[SUITK (*).]

TBANSFORM.VTION DU DEUXIÈME DEGRé.

Nous n'avons pas à parler de la transformation du

premier degré; on a vu que non-seulement elle réussis-

sait loujours, mais encore qu'elle servait à la réduction

à la forme canonique.

Si l'on veut opérer la transformation du second degré,

deux des facteurs V — aU, V — |3U, ... devront être

(*) Noiii.-cUes Annales, .>'= sérii», l. WII, p. 3S5.
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La conslruction de la courbe représentée par l'équa-

tion (5) se fait facilement, puisque cette courbe est la

développante du cercle de rayon ii = a coty.

SIR m THÉORÈME D'ELLER CO^CER^ANT LA DÉCOMPOSITION

D'UN ^OHBRE M OIATRE CIRES POSITIFS,

Par m. Edouard LUCAS.

Euler a démontré qu'un nombre positif quelconque,

entier ou fractionnaire, est égal à la somme de quatre

«;ubes positifs, entiers ou fractionnaires. On trouve la

lormule correspondante dans une Note qui termine les

Exercices d analyse numérique de Lebesgue. Nous fe-

rons d'abord observer que Lebesgue ne parait pas avoir

deviné la méthode qui a dû servir à Euler pour obtenir

cette formule. En effet, il nous parait évident que celle-ci

provient des recherches entreprises par Euler pour la

résolution de l'équation indéterminée

(i) x^ + y""— Xz\

L'identité d'Euler est la suivante,

-Y[' aY-{- à^ h — 1)3 -f b^{c — lY -f- c^],

dans laquelle on suppose /// tel que Ton ait

cl, de plus,

n n— < /w' < ^12 o

6to' . "xa^ — I ib^

n rt' -I- I h^ -f i

Il est fort probable que cette identité provient de l'A
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rithmétkjue et non de rAlgèbrc, contrairemenl à la sup-

position de Lebesgue. En partant des formules qui

peuvent servir à la résolution de l'équation (i), on ob-

tient le théorème suivant, dont la première partie com-
plète le théorème d'Euler :

Théorème. — Un nombre positif quelconque, entier

ou fractionnaire, est, d'une infinité de manières^ le

produit ou le quotient de deux nondires Jorniés de la

somme de deux cubes positifs.

En d'autres termes, on peut résoudre dune infinité

de manières, et en nombres rationnels, les deux équa-

tions

(2) ^—-[x''-+-y^)-X.[z'~-u,

et

(3) N =3 (a:^H- j3j.(23_^„3' ^

N désignant un nombre quelconque.

Parmi les formules en nombre infini qui permettent

de résoudre les équations (2) et (3), nous donneions les

deux suivantes, qui fournissent elles-mêmes des solu-

tions en nombre infini.

Pour l'équation (3), on pose N=: 2' 3' — : on choisit -7
' B

par les conditions d'inégalité

^tPon
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d'Euler, nous remarquerons que l'on a les deux iden-

lités

(6LM -:- L= — 3M')3-^ (6LM — L'-' -i- 3M-)^

— 2^3'LM(L=+ 3M')-,

(L-;-M)^-f- (L— M)'==2L(L=-T- 31VP).

Donc, en multipliant membre à membre, et divisant

les deux membres de l'égalité obteuue par {L" -h 3M^)"',

on aura décomposé 2^.3'L"iMen un produit de deux

facteurs égaux à une somme de deux cubes ; en supposant,

de plus,

L = B /.»=, M = ?;'-= 3:'-= Xa\

on aura ainsi décomposé en ce produit le nombre

]N=r2\3;^AB^

on déterminera d'ailleurs le nombre — de telle sorte

(juil rende positifs tous les cubes considérés.

SIR m LIEU GÉOMÉTRIftlE;

Par m. a, MACÉ DE LÉPINAY,

Prolesseur tle Mathématiques spéciales au lycée Henri IV

Par deux points donnés sur une ellipse, on fait,

passer une circonjérence quelconque, puis on mène à

ces deux courbes les tangentes communes : lieu du

point de rencontre de ces tangentes.

Ou sait que, si S = o est l'équation d'une conique,

P = o l'équation d'une droite, S -h /P^ == o est l'équa-

lion générale des coniques bitangentes à la conique

S :^ o, P = o étant la corde des contacts. On sait, d'autre

pan, que, si deux conicjues sont bitangentes à une iroi-
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SIR m THÉORÈME DE RI. LAGllERRE

Par I\I. Edouard LUCAS.

M. Laguerre a exposé dernièrement quelques consi-

dérations nouvelles el fort remarquables sur la sépara-

tion des racines d'une équation algébrique à coefficients

numériques [Nombelles ylnuales, a*" série, t. XVIII, p. i,

et l.XIX, p. 49 i
Comptes rendus des séances de VAca-

démie des Sciences, i3 octobre 1879).

Voici, je pense, une manière plus simple et plus élé-

mentaire de présenter le principal résultat, sans qu'il

soit nécessaire d'employer la théorie des dérivées.

Théorème de Laguerre. — Soient J'(^x) = o une

équation algébrique, a un nombre positif', et

I

Jm

j; — Cl

Le nombre des variations de la suite

(2) fo, /„ /., . . ., /„_,, A
est au moins égal au nombre des racines de Véquation

donnée qui sont plus grandes que a. Si le nombre des

racines plus grandes que a est inférieur au nombre des

variations de la suite, la différence est un nombre

pair.

Nous remarquerons d'abord que pour a = o on re-

trouve le théorème de Descartes. Quant à la démons-

tration, elle est absolument semblable à celle que l'on

Ami. de Muthcmat., i*' série, t. XIX. (Avril iSS'o.) lO
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donne clans les Cours pour ce dernier ihéc^rème. En
effet, soit b un nombre plus grand que a\ si l'on mul-

tiplie le premier membre de Tôcjualion (i) par x— b,

on a

[x—b)f[x]

-+- e„^, x-V- g„— [b — a)

et l'on démonlre de même que le nombre des var'alions

de la suite

> fc>m— I, {,"'•' //..

surpasse au moins d'une unité, et en général d'un nombre

impair, le nombre des variations de la suite (2).

c. Q. F. D.

Cela posé, soient l'équation

f[x) =. AuX"- -f- A,x"— ' -I- A2.r"'-2 -}-
. . . -4- A,„ = G,

et a un nombre positif; on calcule successivement

/; -ziz A„« H- A,,

fj = Aoa^ -i- A, a H- Aj,

/j = A„rt' -1- A,«' --t- A; a -\- A3,

/„,=: A„a'"^- A.rt'"-' -i- A,fl"'-' -^- . . . -^ A„..

Le nombre des variations de (/o, ..../„) est une

limite supérieure du nombre des racines plus grandes

(|ue a. De même, en changeatil x en -^ on déduit que

le nombre des racines de l'équation proposée comprises

entre o et a ne peut surpasser le nombre des variations
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de la suite

I

Am ^T~ Ajm— I,

I I

A -4- A U A

a- a

I T

A u A 1- _. A •

de plus, si ces deux nombres diffèrciu, la différence est

un nombre pair.

Exemple. — Soit l'équatioti

X^ ^.T.^ -h 3.Z' 2X' -h 'y X -T- I = O.

D'après le théorème de Descartes, il y a, au plus,

quatre racines positives.

Pour a = I , on forme la suite

+ 1, —3, o, —2, -4-5, +6;

donc il y a au plus deux racines plus grandes que i \ en

formant la suite inverse, on trouve

-M, -f- 8, -h 6, -1-9, H- 5, -f-6;

donc il n'y a pas de racines réelles entre o et i ; ainsi il

y a au plus deux racines positives, cjue Ton sépare en

faisant « = s.

Remarque. — On peut appliquer les considérations

([ui précèdent aux équations de la forme

A A
[x— (i]^[x) X — a^^ '

vX l'on obtient des théorèmes intéressants.
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Dans le ras où n ==: m et

f[x) =. Ao-î^" +- A|jc'"-' -}-
.

réfjualioii cil j)' devient

A| A2 . . . A,n_i Am ~r- P^^y

Ai A3 ... A„+ A„j A,r

A,„-;-Aor A,r ... A,„„27 A„_,j

SIR LES CAS GÉNÉRAUX D'IMPOSSIBILITE DE L'EQIATIOX

x^ -\- y'^ :=. kz^ \

Par m. Edouard LUCAS.

Nous avons démontré (*), d'après M. Sylvester, que, si

l'on désigne par p et q deux nombres premiers des

formes i8/i -h 5 et I8/^ -f- 1 1, l'équation

x'^ -r- JJ'^= Az'

est impossible pour les six valeurs générales de A qui

suivent :

V, lp, 4/", q\ lq-, :\q.

A ees valeurs on doit ajouter les six valeurs générales

P\ 7' 9/^' 9P'^ 97^ 97S

qui ont été indiquées par le P. Pépin. Nous allons faire

voir que la méthode de Fermât, par la décomposition en

facteurs, permet encore de démontrer l'impossibilité

pour les six valeurs de A; mais, pour abréger, nous ren-

verrons le lecteur à l'arlicleque nous venons de mention-

(') Nouvelles Annales, a^ scrio, t. XVII, p. 5o- et suiv.
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lier pour les notations et l'ensemble des démonstrations.

Posons A = 3'B; a sera égal à 2 ou à o, et B divisé

par 9 donnera pour reste l'un des nombres ±2, =h 4'

Nous aurons alors quatre cas à considérer dans la dé-

composition

.r' -h _/== (
.r -f- ^ ) (

x- — J'JK + 7^
) :

I. x-h Y divisible par 6
;

IL X -\-j divisible par 3, et non par 2 ;

HT. X -^y divisible par 2, et non par 3
\

IV. X -^ y non divisible par 2 et par 3.

Les deux derniers cas ne se présentent que pour X =rr o;

d'ailleurs, x -\r-y sera nécessairement divisible par B
[loc. cit.^ p. y 10, ligne 7).

Premier cas : x -\-y divisible par 6 . — Alors on a

a- + 7=:2'.3^-'Bfl% é3=|^^^I^J

2= lab
;

par conséquent, ridentificalion donne

b

c'est-à-dire

Pour ). = o, a est divisible par 3, et, en posant

a = 3«',

on a

d'où Ton lire

g' = 4Ba\ f±g = ^\ fzpg = f,
OU bien

^ ~.r\
, o /•^ +_r

6
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Ces deux décompositions donnent

^'—f= B{i2.y.Y ou Bp'— 7^=(2a]';

par conséquent, on ramène Féquation proposée à une

autre semblable, en moindres nombres, dans laquelle

z pair contient un facteur 3 en moins, ce qui conduit au

troisième cas, ou dans laquelle z est impair, ce qui con-

duit au deuxième cas.

De même, pour X = a, on ramène l'équation à une

autre en moindres nombres ou à l'équation

P'—gf=Ba\

qui est impossible suivant le module 9.

Deuxième cas : x -h y divisible par 3^ et non par 2.

— Alors on a

z = ab;

par conséquent, Tidentification donne

F-l-G =-^ = 3*-=Ba%

ou bien

Mais g{f^ — g') est nécessairement divisible par 3,

puisque/'ne peut l'être 5 donc l'équation précédente est

toujours impossible suivant le module 9.

L'impossibilité se trouve donc démontrée pour les quatre

valeurs

9P^ 9P'^ 91' 91"'

Troisième cas : x -i- y divisiblepar 2, et non par 3. —
Alors on a
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par conséquent, l'identification donne

2

OU bien

On est ainsi ramené aux deux équations de même forme

\3^3_^.^3_B^2a)^ et 6,8^ + 7^= ^.ic^^

La prenxière est une équation en moindres nombres

qui correspond au troisième cas ; la seconde est une

équation dans laquelle z est impair et non divisible

par 3, ce qui correspond au quatrième cas.

Quatrième cas : x -t- y non divisible ni par i ni

par 3. — L'identification donne

Fzi=3G = B«',

ou bien

celte équation est impossible suivant le module g.

Ainsi, en résumé, les équations

_j.3 _|_ y3 __ _^ ^3 et . .ry (
jc -\-r'; = A z'

sont impossibles à résoudre en nombres entiers pour les

douze valeurs de A :

P, P\ 7, 7% 9/^, 9/^'' 9'h 97% V> 4/^% 27% 47-

Les théorèmes précédents ne concernent que l'impos-

sibilité pour les facteurs p ou q de la forme 6n-l-5;

mais il existe nn grand nombre d'autres théorèmes gé-

néraux d'impossibilité pour les nombres /•, .v, t des

formes respectives 18 /i+ i, 18 « -|-i3, i8/z -(- 17. Ces

nombres appartiennent à la forme linéaire 6/i -t-i et à

la forme quadratique L- -|- 3 iM^ On a, par exemple, les

tliéorèmes suivants, dont nous nous réservons la dénions-

Ann. de Matliémat ., i* série, t. XIX. (Mai 1880.) l4
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tralioli vl qui coiiccrneiU les nombres /', .v, ;, pour les-

quels le nombre M coriospoudaiit de la forme quadra-

lifjue n'est pas un multiple de 3. Ces nombres sont

compris dans le Tableau suivant :

Nombres Forme

premiers. linéaire. Forme quadratique.

r OU /•- l8// H- I (g// ±4)' H- 3(9/ ±4'
(9/.:î:4)^ + 3^9/-±.)'

(9/^±:4)^-i-3(9X±2)'

sont' i8«-f-7 (9//± 2)» -f- 3(gX-d=2)-

(9//ziI2)'— 3'9>î±4)'

(9//±2)'^- Sig/'zti)'

^ ou 5^ i8// + i3 (9// =b i)' -4- 3^9/ ± I ,'

(9^±i)'+3(9/-±2)'
(9//d=i -M-3(9/. ±4^,'

Cela posé, on a le théorème suivant :

Théorème. — Les i'quations x^ -\- j'^ = kz^ et.

xy[x -{-' y) = Kz'^ sont impossibles à résoudre en

nombres entiers pour les huit 'valeurs sm\>anfes fie A :

2/-, 2/-'', 2. s, it\ 4^> 4'"^ 4 '' 4-^'-

On peut assez facilement trouver des séries indéflnies

de théorèmes analogues conduisant à Vimpossibilité.

On peut aussi obtenir des séries indéfinies de théo-

rèmes conduisant à la résolution complète ; mais, dans

(e but, il faut employer les résultats dus à M. Syivesier

dans son importante théorie de la résidnation. On a,

par exemple, le théorème suivant :

Théorème. — On peut résourire complètement les

équations x^ -Hj'^ = xVc^ et xy [x -\- y) = As' par la

combinaison des formules

f\.r,y, zl = o, X h.r 1~ : -^-^ = o
(i.i\ cly. (Iz,
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et des formules

f[x,r, z) = o,

qui donnent une nouvelle solution au moyeu d'une ou

de deux premières solutions, pour les valeurs suivantes

de A :

1° Lorsque A est. un nombre premier lo/i -+- \'5 ou le

carré d'un Jiombre prenu'er 18 // + 7 ;

2" Lorsque A est le double d'un nombre premier

1S71 -h i3 ou le double du carré d'un nombre premier

i8« -4- 7,« la condition que. dans laforme quadratique

correspondante L" -h 31M', le nombre M ne soit pas di-

visible par 3
;

3° L-iorsquc A est le quadruple d'un nombre premier

i8// 4- 7, ou le quadruple du carré d'un nombre pre-

mier i8/i -h i3, auec la même condition que précédem-

ment.

On a d'ailleurs, j)Our les nombres de la forme

L" -h 3 -M", les identités suivantes :

f
3 M -f- L' + 3 M — L ^= 2'^ 3i^ L- + 3M =

)
n\

avec M = 9.'~' 3^~-«''
;

;2L>-I- iL + 3Mj' = 3;^( L=+ ZWa\

avecL-+-M = 3'^-'«'5

(^ L -f M )' + ( L — M 1' = ->}
(
L= -I- 3 M' - n\,

avec L = s'"' a" -,

( L 4- M )' -4-
( ?. M ]'= ( L^ -t- 3 M' ) n\

avec L -h 3M = a\
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SIU M PUOBLÈilIE DE DIOPHAXTE;

Par m. Edouard LUCAS.

Trouver quatre nombres tels que leurs produits deux

à deux, augmentés de L' unité, soient des carrés (Liv.IV,

prob. XXI).

Voici une élégante solution du problème, qui détei-

ujine quatre nombres entiers en fonction de deux

iionibres entiers indéterminés /• et s. Si l'on désigne pai'

rt, h, c, ^les quatre nombres cherchés, on a

b = s[rs -+- 9.),

c :=: [s -h i) [rs -^ r -[- 0.)

,

d = ^[rs -]- l)[rs -h r -\- i)[ rs^ -\- r.f -4- 2 * -f- i )
-

En effet,

\]ab-\- iz=rs -ir-
\

,

\lac -\- \ z=:z rs -^ r -

^/ad H- I = o r',î' -4- 2
r"

a- 4- 4 '•''' -h 2 '" -r- i

,

\bc H- I = rs^ + /-.y -4- 2 .y -î- I
,

\jbd-^ I z^ir'^s^ + ii'-s^ -f- 6r.v' + ^rs -^ ^s -\- i,

sjcd -T- I =2/-^.y^ 4- 4^'-s'-r- 6/'5^+ 2r-.v -hSr^ + 4^^ + 2rH- 3.

Ainsi, pour ;' = i et s =z 2, on a

a=ri, Z» r= 8, C=:l5, d=^Si^
ei

1.8 4- 1 -; 3% i.i5 4-1= 4% 1.5284-1 = 23=.

8. i5 4-1 --11% 8.5284-1 = 65% 1 5 . 528 -i- 1 =: 89=.
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Existe-l-il un cinquième nombre e tel que «^-f-i,

ée -h I, ce -\- i ^ de -i- i soient des carrés?

II y aurait lieu d'obtenir des formules analogues en

remplaçant dans le problème précédent -t- i par — i, et

de compléter ainsi le problème résolu à la page 3'i3 du

Tome X des JYom'elles Annales (2*^ série, 1871).

La solution précédente m'a été adressée dernièrement

de Gothembourg par M. Boije af Genniis.

KOTE SIR LA COXSTRl'CTION DES NORMALES A L'ELLIPSE (»

Par IM. Edouard LUCAS.

Les solutions indiquées ici peuvent être résumées et

améliorées de la façon suivante. Désignons par

l'équation d'une ellipse tracée, et par Jo? J'o les coor-

données d'un point P d'où l'on abaisse les normales. Les

perpendiculaires abaissées du sommet A de coordonnées

[a, o) sur les normales issues du point P renconlreni

la courbe en quatre points Mj, INIj, M3, IM4 situés sur

une circonférence dont l'équation est

ax^r^ a^xl-^h-rl— 4 y -^ 2— «2= o.
c- c'

La puissance du sommet A par rapport à cette circon-

férence a pour expression (
| » et celle du sommet A'

(') NottveUes .4nna/es, 2' série, t. IX, p. S^S, et t. X.V, p. b.
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I

• II suffit donc de trarer une

circonférence dont l'ordonnée du centre ésfale 2 —"—, et

qui coupe orlliogonalement les circonféretices décrites

des sommets A et A' comme centres avec des rayons

. 26 J„ ?./7.r„ r ^. c 1' 1égaux a et • Lette circonierence coupe 1 el-

lipse en quatre points Mj, Mj, M3, M4 au plus-, on

obtient les normales en abaissant du point P des perpen-

diculaires sur les quatre droites AMi, AMj, AM3 et

AM..

COUKESPONDAKCE.

Extrait d'une Lettre de M. Talayrach,

capitaine d' Artillerie ('),

J'ai l'honneur de vous envoyer ci-joint une démons-

tration géométrique du théorème de Poncelet sur les

polygones qui sont à la fois inscrits à une circonférence

et circonscrits à une autre. Ce théorème peut s'énoncer

ainsi :

Etant données deux circonférences , si l'on prend

un point a^ sur Vune d'elles et que l'on mène les taii-

gentes successii^esa^ «25 «2^31 • • • ? ^,i—i^n ^ ^^ deuxième

,

la droite aiO,i qui ferme le polygone enveloppe un

cercle coradical aux deux cercles donnes.

La démonstration qu'en a donnée Poncelet s'appuie

sur des calculs assez longs; je ne sais s'il en a été donné

une purement géométrique. En tout cas, je vous livre la

(') Cette Lettre, qui porte la date du y^ mars 187J, et qui malheu-

reusement avait été égarée, est antérieure à l'élude Sur la strophoïde,

liildiéc en 1875 par M. Maleyx. (.11. IV
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Soieul

F' la force exlérieure F estimée dans le plan tangent,

dirigée suivant wN'^

F'o la composante (dite géodésique) de F', normale à la

vitesse;

ç^ l'angle formé par le rayon de courbure p avec la nor-

male à la surface.

On a

F«r^— tang;,

cA' sino

cL\
p

et l'équation [a) devient

V^sins
là— ' •

P

Mais, si F„ est 1 » composante de la force F dirigée suivant

le rayon de courbure, on a

Fjr^ F„sin^;

par suite,

p
ce qu'il fallait établir.

On démontrera sans peine qu'au point de départ la

courbe est normale à 1 intersection de la surface de ni-

veau en ce point et de la surface fixe.

SIR m THÉORÈME DE M. CHASLES COXCERXAXT

LES COXIQIES IIOMOFOCALES;

Par m. Edouard LUCAS.

Parmi les nombreux et intéressants théorèmes donnés

par M. Chaslos sur les coniques homofocales [ComjJtes-
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rendus des séances de Vylcadéniie des Sciences, année

1844) ^t (loiit la connaissance permet de faciliter Tétucle

de la théorie des transcendantes elliptiques, nous rap-

pellerons le suivant :

Si, par deux points fixes dii/ie conique, on fait pas-

ser un cercle variable, le lieu du point de concours des

tangentes communes est une conique homofocale à la

proposée j de plus, le lieu reste le même lorsque la droite

qui joint les deux points fixes se déplace parallèle-

ment à elle-même.

Considérons une ellipse ayant pour équation

(i- II-

et un point P de paramètre angulaii-e 9-, un point quel-

conque Q de la normale en P à Tellipse a pour coor-

données

a; = ( rt -4- ). 6 ) cos y, y -^i^b -\-\a\ sin o

;

si l'on suppose PQ = /', on trouve

/^^(x — <7 costp)^ -f- (j

—

èsinçp)',

ou bien, en désignant par h' la longueur du demi-dia-

mètre conjugué de celui qui passe en P,

on prendra d'ailleurs X avec le signe -f- ou avec le signe

— suivant que le point Q se trouvera sur la partie ex-

térieure ou intérieure de la noi maie en P.

Si l'on suppose que le point. P se dé[)lace sur l'ellipse,

^ restant constant, le point Q décrit une ellipse concen-

trique, d'axes a-\-i,b et h -f- À« ; on retrouve ainsi un

théorème de W. Transon. Dans le cas particulier où

^ = ±1, les ellipses deviennent les cercles conrcntti-
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ques de rayons a±h-^ ce résultat revient, au fond, à la

construction bien connue de IM. Chasles pour trouver

les grandeurs des axes d'une ellipse définie par un sys-

tème de deux diamètres conjugués.

Décrivons, du point Q comme centre, un cercle de

rayon r =: lb\ tangent à Tellipse au point V\ on trouve

aisément, pour les coordonnées du point R de concours

des tangentes communes à l'ellipse et au cercle,

( f I — ')?] X ^=: ( a -V- O-'k h -^ V- n\ ces o

,

(0
i [\ — )v-)j = ( (^ + 2).a -t- /-/)

j
sino,

ou bien

h -.— — (a -h b) »

ces 15» sin«j> h — r

X _ JL_ =.^a — l>\
^'' ~~ ^ -

cos^ smç) ' h' -h r

En multipliant membre à membre les équations (2),

on obtient le lieu du point R lorsque l'on fait varier r\

on trouve ainsi

(3) -^^ ^- =a'—b'= c\
^ cos^9 sm-'ç)

C'est l'équation d'une hyperbole homofocale à l'el-

lipse proposée, passant par le point P et par les points

symétriques de celui-ci par rapport aux axes et au centre

de l'ellipse donnée. Ou vérifie d'ailleurs les formules (i)

a posteriori, en observant que la tangente à l'hyperbole

en R passe par le point Q. Ces formules permettent de

résoudre le problème suivant ;

Problème. — Par un point R extérieur à l'ellipse on

mène les tangentes : calculer les rayons des cercles

tatigents à l'ellipse et aux deux tangentes issues du

point R.
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Désignons par a:, y les coordonnées du point R., par p

sa distance à l'origine, par h et p* ses dislances aux deux

foyers de l'ellipse, et par \ l'angle des deux tangentes à

l'ellipse menées par le point R. On a les formules

cosV=-^ et cosV= -— *-•

Cela posé, on détermine les axes de l'hyperbole liomofo-

cale à l'ellipse proposée et passant par le point R au

moyen de l'équation

d'où l'on tire, pour u négatif,

2 p. = p'— rt^ —-
^" — Ul>

ou bien
V

«(' cos- — •

Pour déterminer le paramètre angulaire o des points

d'intersection de l'hyperbole et de l'ellipse, on a

c^ cos'^ = fl^ + u., — c- siïï'
(f
= b' -i- u.,

et, en ajoutant,

C^ cos 9. y :;=
f)'
— UV.

On en déduit facilement l'angle (p, que nous supposerons

compris entre o el -? et les angles — o, t: ±o.

Enfin, on obtient le rayon du cercle correspondant à

chacun des quatre points d'inlerseclion en tirant de la

formule (ri)

r (r — b sin cp) cos«p

ù' [x -\- a cos^ j sino

Si l'on désigne par /•, el i\ les rayons qui coriespon-
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dent aux deux points ayant pour paramètres angulaires

(j) et cp 4- TT, on déduit de la formule précédente

et par suite le théorème suivant :

THÉonÈAiE. — j4iix deux extréinitcs d'un diamètre

fixe d'une ellipse, on prend, sur les normales exté-

rieures ou ijilérieures, deux longueurs dont le produit

égale le carré du denii-dianiètre conjugué : lenuidoppe

de la droite qui joint les extrémités est une hyperbole

homofocale à l'ellipse proposée, passant par les deux

extrémités du diamètre dotiné

.

SIR TROIS COXIQIES CONFOCALES DEIJX A DEllX^

Par m. Edouard LUCAS.

Le théorème que nous nous proposons de démontrer

est le suivant :

Si trois coniques sont deux à deux bitangentes à un

même cercle, leurs cordes comnnines concourent trois à

trois en un même point.

C'est la généralisation d'un curieux théorème énoncé,

pour le cas de trois coniques confocales deux à deux,

par M. Emile Lemoine [Nouvelles Annales, t. XI,

p. 143
-,

t. XIII, p. 487). Désignons par x, )^, z les puis-

sances d'un point quelconque du plan par rapport aux

trois cercles; les équations des trois coniques bitan-

gentes à deux des trois cercles sont

^j H- sjz -=-~ la, sjz -\- \f.T = 2b, \Ij: -4-
\Jy = ic,

Ànn. de Mathëmnt., 2* série, t. XIX (Septembre iRSo). 50
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rt, />, c ayant des signes quelconques. Les deux dernières

équations s'écrivent

{x — z-h ^b']-=i6b''x et (.r — r H- 4<"')'=i6c'j:;

divisons membre à membre et extrayons la racine car-

rée : nous obtenons, pour l'une des cordes d'intersection

des deux coniques, l'équation

c[.x — z -h 4^') = ^{-^ — y -^ 4^'^-

Par permutation circulaire, on obtient les équations

des autres sécantes communes. Celles-ci sont vérifiées

par les coordonnées du point qui se trouve à l'intersec-

tion de trois parallèles aux axes radicaux des trois cer-

cles pris deux à deux, déterminées par

a: — j =: ^c{b — a],

y — z — ^a[c— b],

z — .r = 4 ^ (
'^ — ^

;
•

La symétrie de ces formules démontre le théorème en

question.

En éliminant le terme tout connu entre deux des

équations des cordes, on obtient

ax[b — c) -t- by[c — a) -'t- cz[a — è) —- o ;

c'est l'équation de la droite qui joint le centre radical

des trois cercles au point de concours des sécantes com-

munes. Si l'on change le signe de fl, de h ou de c, on

obtient les trois autres points de concours.

Remarque . — En général, toute transformation ana-

lytique donne lieu à des théorèmes difïérents lorsque

l'on remplace les éléments choisis pour système de coor-

données par d'autres. Ainsi, dans le cas présent, si a:,

y, z désignent les distances d'un point aux trois côtés

d'un triangle, les transformations analytiques précé-

dentes démontrent ce théorème :



(
4o3

)

Si trois paraboles sont tangentes à deux des trois cô-

tés d'un triangle et ont respectivement pour axes trois

droites concourantes partant des sommets du triangle,

leurs cordes communes concourent trois à trois en un

même point.

SOLITIOX DES EXERCICES SIR LE TÉTRAÈDRE

PROPOSÉS PAR M. GEKTY

( voir ?.' série, t. XVII, p. 221 1
;

Par m. CHÉFIK-BEY (du Caire).

1. Si dans un tétraèdre les arêtes opposées sont

égales, on peut dire que ce tétraèdre est isoscèle. Les

quatrefaces d'un pareil tétraèdre sont égales.

En effet, soit SABC le tétraèdre. Je dis que, par

exemple, la face SAB est égale à la face ABC. Eu effet,

AB est commun, AC = SB et BC = SA d'après l'hypo-

ihèse.

2. Soient a^i b^ c les côtés de l'un de ces triangles

,

A, B, C les angles. Soient de plus a, |5, y les médianes

qui joignent les milieux des côtés a, b, c aux milieux

des côtés opposés du tétraèdre. On a

Désignons par M et N les milieux de SB et de AC
5

._*'-
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2. Traité élémentaire d'Algèbre, par ^^. Boset, iii-

génioiu- honoraire des Mines, candidat en sciences pliv-

siques et maihénialiqucîs, professeur lionoraîre de Ma-

thématiques supérieures à T Athénée loval de Bruxelles.

Bruxelles, Gusiave Mayolez, libiaire-éditeur, i3, rue de

l'Impératrice. Paris, Gauthier-Villars, 55, quai des Au-

guslins (1880).

3. Il Carteggio m Sofîa Germain e Carlo Federico

Gauss. JNoia f!i ^4. Genocchi. Torino, stamperia reale

délia dit la G. B. Pai'avia c Comp. di I. Vigliardi. (1880.)

SOLllTIOi\S DE OlESilO^S

Question 1297

( Toir 7' série, t. XVU, p. jî-);

Par m. E. FAUQUEMBERGUE,
Maître répétiteur au lycée de Saint-Quentin.

Décomposer le (juadrttpîe et le carré de 4/?*'-+- 27 «7*

en une somme de deux cubes.

(Edouard Lxcas.)

Dans le numéro de février 1880, page 91 , on remarque

les deux identités

(i) (L-f-M/^'-,- (L~m;/—. 2L(L=-f- 3M'),

t (6LM -}- L — 3 M-]' -f- (6LM — L' -i- 3 M')'

^^'
j =:2=.32LM(L--^h 3M^)'.

Si dans la première on remplace L par 2/;' et M par
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37' ...
5 on a idciitinnciiioiil

P ^

r , o . i ^"/'V ( 37'\'
IDyW"-f- lob^'^^ 2/;- H — "^ O.p-

\ P I \ Pi

Si dans la seconde on fait L' = -„— et M* = —^
, d'où

3q -yp

LM=r:^r<7% on obtient la seconde décomposition

(4/^"-+- '^77";'

Question 1313

(voir 2' série, t. XVII!, p. 335);

Par m. Marcello ROCHETTI,

Professeur au lycée royal Campanella. à Roggio (Calabria).

Un nombre p, qui est la somme de n cubes entiers,

étant donné, assigner un nombre q tel que le pro-

duit p~ q soit la somme algébrique de n cubes entiers.

(S. Réalis.)

Posons

n =

il vient

(l) p'q —^p' ^- /." -^ />"-4- . . . -H p'\

et le produit ^J"r7 est la soniine de n cubes entiers, quel

f|ue soit lenonibie entier p doTiné.
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enlre o et i , et l'autre plus grande que i j la première

seule est admissible ( *).

Le problème a encore une solution et iien a qu'une

seule.

On verrait de la même manière qu'il en serait encore

de même si l'on donnait une bissectrice intérieure et une

bissectrice extérieure.

jyote. — La questio!! a aussi été résolue par MM. Ferdinando Pisani;

A. Leiuekugcl, étudiant eu Mathématiques.

Question 1329

(voir 2" série,!. XVîll, p. 177):

Par m. V.-W. ARNAUD,
Élève en i\Iathématiqucs spéciales au lycée de Nice.

Soit In série récurrejite

o, I, I, 1, 3, 5, 8, i3, . . .

,

felle que i/„^2= //„^, -i- u„: trouver la somme des n pre-

micrs termes de l(i séiie

i.'î 1.3 2.5 3.5 u„^i «„+,

(E. Lucas.)

De l'égal i té

on tire

"11-4-2 ^n-i-< r- Mrt

"n-l-1 ^n-t-7 '^ni

(') La racine négative de cette é.jiiation, chanjée de signe, est la va-

leur de tang — 5 lorsque a lepicsenta la bissectrice extérieure de l'angle A

et jS la bissectrice intérieuie de l'angle B. (G. )
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el la série peut s'ccrire

2 — i 3 — I 5 — 2 8 — 3 «,,^.3— ti„^

I

ou

1.2 1.3 2.5 3.8 * «„

I I

3""
b

Or, d'après la forme des dénominateurs, on voit qiu;

le premier ternie de chaque parenthèse est détruit par

le second terme de la parenthèse antéprécédenle. Dans

la série (2), les seuls termes qui ne se détruisent pas

sont donc les premiers des deux premières parenthèses

et les derniers des deux dernières.

On a donc

1 I I I

"""^
1 I U„+-, Un^3

(
I '

\ ««H 'ii+i

Note. — La même question a été résolue par I\IM. A. ^Vok^am, à

Saint-Pétersbourg; J. de Yirieu, professeur à Lyon; H.-J.Kranlz ; Moret-

Hlanc ; Artemieff, à Saint-Pétersbourg; E. l'auquenibergue; A. Leinekugel
;

Lebreton;H. Letellier, élève en Mathématiques élémentaires au Lycée

de Tarbes (classe de M. Escary).

Question 1332

(Tolr 2' série, t. XVllI, p. 4tS);

Par 1\I. ROBAGLIA.

Une droite SA pi^'Ote autour du sommet S d'une pa-

rabole quelle rencontre en A, et de ce point A on

abaisse une perpendiculaire AP sur la tangente au som-

met :
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de n objets pris deux à deux, ou C^^
;
par suite, le uonibre

total des dérangements ou des non-dérangemenls est

égal à P/iC^^- Mais le nombre des dérangements de l'un

égale le nombre des non-dérangements de l'autre, et in-

versement 5 donc

D„ = -"^'.
C. Q. F. D.

SIR LA DÉFORMATION DU CACHE-POT;

Par m. Edouard LUCAS.

Le cache-pot est formé de fils de fer ou de baguettes

rectilignes articulées en cliacun de leurs points de ren-

contre. Il présente la forme générale d'un liypei'boloïde

ta une nappe ; les baguettes sont des génératrices recti-

lignes de cliacun des deux systèmes.

M. Cayley a démontré que, si l'on déforme ce modèle

d'hyperboloïde", on obtient un hyperboloïde liomofocal

^u premier, en superposant les directions des axes. En

effet, soit l'hyperboloïde ayant pour équation

J7- y- z'

considérons deux points Pet Q de cet hyperboloïde et

désignons leurs coordonnées par Xj, jj, z^ et Xj, j^-^ ^2-

Posons

^i=axi, y]:=rt>|jj, -^i^^^Yi;

^2=aa2, 72=6^2, -2=CYo;

nous aurons les équations

(1) af + ;B2 — Yf^l,

(2) a2 + ^2_Y^=:l.
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De plus, si les deux points P et Q sont sur une même
génératrice, en exprimant que le plan tangent en P con-

tient le point Q, on aura

(3) a,a,+ [^.i^Bj — YiT2= i-

La distance ô des points P etQ est fournie par l'expres-

sion

Considérons un second hyperboloïde ayant même
centre, mêmes directions d'axes que le premier, et pour

longueurs de ses axes des quantités a', h\ d telles que

a'2 — a- = 6'2 — U" = c^ — c'"- — X.

Désignons par P' et Q' les points correspondant à P
et Q, c'est-à-dire ayant pour coordonnées

^'i= «^'«i , y\ = ^' Pi , ^'i= c'y,,

^'2=a'a2, y,= Z?'P2, 5',^= c'y2.

La relation (3) étant vérifiée, les points P' et Q' appar-

tiennent à la même génératrice 5 de plus, en désignant

par 0' la distance P'Q', nous aurons ,

8'^ = «'-^(a? - a^) + b'\rx - Pi) + c'Mt? - yD-

Par suite,

?:'2 22

X
(«?- «D +-(??- PI) -(YÎ-ïD-

Mais, en retranchant (2) de (i), on voit que le second

membre de la relation précédente est nul -, donc

FQ'=PQ.
Donc, si l'on considère .sur le premier hyperboloïde

un quadrilatère PQRS et sur le second hyperboloïde,

obtenu par la déformation du premier, le quadrilatère

P'Q'R'S', formé par les points P', Q', IV, S' correspon-
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daiit à P, Q, R, S, ce quadrilatère est tel que

P'Q'=PQ, Q'R'=Qï\, R'S'^RS, S'P'=:SP.

Il en résulte que tout quadrilatère gauche PQRS peut

se déformer sans changer la longueur des côtés suivant le

quadrilatère correspondant de l'hyperboloïdeliomofocal.

c. Q. F. D.

CONSTRUCTION DE LA PARABOLE OSCULATRICE M m POINT

DINE COURBE;

Par m. g. KOENIGS,

Élève à l'École Normale supérieure.

Je m'appuierai sur le théorème suivant, qui est bien

connu :

Le rayon de courbure dans la parabole est égal au

double du segment compté sur la normale à partir de

son pied jusqu au point oit elle rencontre la directrice.

SoientM un point d'une courbe,MT la tangente et C le

centre de courbure ; menons une corde mn parallèle à la

tangente et rencontrant la courbe aux points m et /z, voi-

sins du point M 5 considérons la parabole effective qui

passe par les points m et 7z, et qui est tangente enM à MT.
I désignant le milieu de mn^ MI est le diamètre de cette

parabole conjugué de la direction de cordes MT. Cela

posé, faisons tendre mn vers MT, la parabole tend à se

confondre avec la parabole osculatrice, et MI tend vers

la tangente MP au point M à la courbe lieu du point I.

Ainsi :

Le diamètre de la parabole osculatrice en M, con-

jugué de la tangente ÎMT, est la tangente nu point M à
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QIESTIOXS D'ANALYSE IM)ÉTERMI\ÉK PIIOPOSÉES

PAR ^!. ÉDOIÎAIU) LICAS;

(voir 7.' série, 1. XIV, p. 509);

Par m. M0RP:T-BLANC.

i. Trouver tous les systèmes de deux nombres

entiers dont le cjuotient par leur somme de la somme
de leurs cinquièmes puissances est un carré parfait.

Cette question, qui comprend comme cas particulier

la question 1168, a pour solutions simples

{'i, — I , I I ), ( 8, I 1 , loi),

(^123,35, i336i), (8o8, — 6:17, 1169341).

Il laul trouver les solutions <;ntièi'es de l'équation

ou

( i) x'' — x^Y -f- .r'-y- — xy^ -+- y*= Z-.

i" On ne tloit pas regarder eoninie distiiules deux

solutions (jui ne dillèrent que par la pernuitatiou des

valeurs de x et y.

a" Si .r = «, ') z=z h est une solution, x = ma^

7 z:^ nd) en sera aussi une, cpu'l que soit le uombi'c

entier /// : il sullit doue de clieiclur li's solutions eu

nombres premiers entri! eux.

Si Ton divise j)ar )
' el (pie l'on pose — = /(, l'é-

quation [^\) peut s écriic;

(2) //' - u^ \II--U I- I —r — /-,
V y.



(
'>'

)

til l'on est ramené à Iroiiver K's sol niions ralionnelles

de l'équation ('.).

Or toulo solution connue en fait découvrir d'autres

parles procédés suivants, indicpiés par l'.uler.

Soient // nue solution tic l'équation (
•>.

) et A- le ré-

sultat de sa substitution dans le premier membre de

cette équation. Posons u = t'
H- /(

-,
l'équation [i) de-

vient, en développant,

+ (6 ^2— 3 /i H~ ! ) i'^ -t- (4 A'— 3 h- \-2h- 1 ) »w- A- =: tK

Désignons, pour a])r<''yer, le premier membre par V.

i" On pose

\ - (r- + /ne + A-)-,

et l'on détei-minc; /// de manière à faire disparaître soit

le terme en e^, soit le terme en e; divisant les termes

restants par s' ou c-, on a une équation du premier

degré pour déterminer c, ce qui fournit deux solutions,

y." On pose;

\ "(c- + 7«c — A-y,

et Ton o[)ère comme dans le cas précédent.

3" On [)OS(î

\' ==
( i'- -1- mv -+- /i)-,

et l'on détermine m et v de manière à faire disparaître

le terme en v et le terme indépendant, et l'on divise

par {>-.

4" On pose

\ ~: [17H'- -+- 71V 4- A")-,

et l'on détermine /// et Ji de manière à laire disparaître

les termes en v- et en v^ et l'on divise par <^' ; on a en-

core une équation du premier degré pour déterminer r.

Appliquons à l'équation (
•^. V
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On a les solulions évidentes u = o, «t = i

.

Faisant // = i , ou a :

\' -— i'* ^- 3 i'^ -T- 4 *'' + 2 (' H- I =: ( i^^+ //n- 4- I )-
;

ou trouve

1)1 :=z I , r —_ — I , // =. o,

/Hz=i-, i' =z — 4, «= — 3.

i'^ -+- 3 i'^ -i- 4 «'"+ 2 «' -T- I = ( r^ -T- niv - - I )-;

m ^ — I , r = — I , « = o,

3
-I

«

solutions équivalentes aux précédentes.

3°

i'* -h 3 ç'* -1- 4 ^''' -H 2 » + I =: (
«'- -i- /«r -f- « )^

;

4°

3 7 3 II

i'* + 3 V^ -i- 4 <' -i- 2 (' -t- I := ( nH'- -r- /ît' -i- I )-,

«nrl, m^=^-, <' = 0, «t^:!,
2

Faisons maintenant // = — 3, d'où A = 1 1 :

V = r*— 1 3 i'*~ 64 1'^— 1 42 v^" -h 1 2 1

.

i'*— 1 3 »•' -h 64 i - — 1 4'* i' -i- 1 '.^ I -~ ( i'- -r nu' h- i i )-,

2

71 4i 8
ni —z ' ^ —

,
(• - —

,

// - —
Il II II



,vi _. , 3 ,.3 _f_ 64 1'-— 1 4'-* ^ + ' '-i I = (
'' + ''**' ' •

)'»

l3 2::î8 10.3

2 OO O.)

71 1 07 .'> 8f)8
m ^^—, r = -„-^ j // - — ,.

— •

I 1 627 627

3"

{>*— I 3 l'^ -i- 64 r-— I 4-i i' + I 2 I :rr: ( t'- H- /«(' + rt V",

1 3 71 35 II
//« r=: , n — , (•=:---, Il =. --

1 II O O

4"

r*— i3i'^+ 64<'-— 14^1'+ 12 1 =: (/?M''^-:- /a' -1-11)'-,

71 27o3 763752 io38.'

II 2x11^ 219965 219965

On a ainsi les solutions

(o, I, i), (i, I, i), (3, —I, II), (8, II, ici),

(i23, 35, i336i), (808, — 627, I 169341))

{io3857, 219965, 40176822841)-

Ces solutions en feront trouver d'autres indéfiniineiil,

sans autre diffieulté que la longueur des caleuls, à me-

sure que les nombres augmentent.

Ce premier calcul donne toutes les solutions simples

indiquées par M. Lucas.

2. Résoudre en nombres entiers l'cquation

X*— 5 x"-y- -r- ~<iy'*= -3".

Il suflit, comme plus haut, de trouver les solutions en

nombres premiers entre eux. On a la solution évidente

y z=-o^ X s..\.
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Divisant par 7 * et posant ' = // , l'équation peut

s'écrire

U'— 5 M- -h 5 r= ^ rr: t'^.

y*

On aperçoit immédiatement la solution u = i , i = 1

.

Posons « = ^ 4- // • il vient

c^-f- L\lu-^-v- (6/i-— 5)i'2-H (4/i^— io/i)t^ -t- I = t-.

Faisons Ji z^ \:

v'* -h 4 ^'^ H- ''"— 6 (^ H- I ~- t^.

1" Posons

,-i_u 4c''+ r^— 6('' H- 1 = (('^4- mc+ i)*;

»< :=: 2 donne ^' --= — 1, « = — i

,

solution évidente a priori ;

m - — 3 donne i' =:: i , « r= p..

-i" Posons

i'* -t- 4 '"^ + *'"— 6 (• -h I = (
('- 4- ;« (' — 1 )-

;

m = 2 donne \' -^ — 9., a := — i

,

m r= 3 » 4'=^ —^3, M = — 2.

3° Posons

v'* -+- 4 1'^ H- <"" — 6 j' + I = (
('" -t- ffn' -t- /< )- ;

/// =: 2 , « =1 I , »'::=: — 2 , W =r — I .

4" Posons

«•'-H 4*''+ ''"^-^ 6(' + I — {nu --h //(• -H i)^;

o / 4 •

/lrr= — 3, m --4' «' := — 3' " = — ô*

Connue le signe de ii est arbitraire, on a les solutions

n-i, 2, y
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ce qui donne pour l 'équation proposée les solutions

(i,o, r), (i, I, i), {9., I, i), (i, 3, 19).

Faisons maintenant // = >..

r'*-h 8r^ -1- 194'-+ 12 t' -h I ^= (t'--h nn> + 1)';

4 4
^^

a"

r'-f- 8r^-t- i9('-+ i2<' -i- I = (r--h- /««' -- 1)';

m = 4, r -r - 4, « -- — 2,

3 II

4 4

3"

r' H- 8i'*+ igr-H- 12 r + 1 = (r-+ //«r -h «)^
;

,
3 //

m -=. 4 , nzzz -, 1 7, r + I = 1 2 c -4- -, >

(' = 00 , // nr. 00
, V = O.

4°

f* + 8 ('^ -f- 1 9 r^ -h 1 2 r -+- 1 =
(
mv- + /a' -H i )-

;

^ 17 88 20!i

2 07 07

On a les nouvelles solutions

(ii,4,79)> (202,57,32479).

3. Trouver tous Les (riau^/es rectan^iles en nombres

entiers et tels que le carré de l'hypoténuse, augr/ientc

ou diminué du double de l'aire du triangle, soit égala

un carré parfait

.

Ia\s côtés et l'aire duii Itianyle re<lani;Ie en nombres



( l'^^^
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entiers sont donnés par les formules

œ — p'— r/2 , r — •>.
])(/ , z—p"--^ ff- , s — pcj {p^—q'-).

11 faut donc que l'on ait

P
ou, en posant — =: «,

(2) //*+ 2 «^+ 2 «-— 2 « -h I = —p = f2

i" 11 suflît de chercher les solutions de l'équation (1)

en nombres premiers entre eux, car tous les triangles

semblables jouiront de la même propriété.

2 Les deux solutions « = - et u ^ sont eiiui-
b a '

valentes. Si l'on écrit la valeur de u de telle sorte que le

numérateur soit plus grand que le dénominateur en

valeur absolue, le carré de l'hypoténuse devra être

augmenté ou diminué du double de l'aire tlu triangle,

suivant (|ue cette valeur de u sera positive ou négative.

Cherchons d'abord une solution de l'équation (2)

en posant

«
'• -T- 2 /<' -f- 2 «-— 1 U -\- \ z=- { a- -r- /nu ~ i)-

;

711^=^1 donne « =^

—

!\, j)=z^, q z=i i

,

JCz=Ii>, >:=_8, ^1=17, 25t^20, Z'— 2 5=:;r3-;

I ^ , .

Hi :z=

—

I, t/my, même solulion.
A

//'•-i- 2 «•'h- 2 K-— 2 ;/ -r- I := {nill^-r- IIU -r l)^;

« =: — I , m rrr - , 11:=. — '},

solution déjà trouvée.

Soient, en général, // une solulion de l'équation (2 ),

/,- le rcsidl.il de s;i .siihsiiinlinii dans le piemier mcmbic
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Posons n =z s< -^r /i -^ l'équalion dc'v iciidra

i''' -4- (4/i + 2 ) v^ -\- {6h'+ 6 A -^ 2 ) r-

-H ( 4 A^ 4- 6 h- -H 4 A — 2 ) V -i- A-^ -^: ^^

Faisons // = — 4 •

i"

(••— i/| c^-f- 74r-— ijSr + 169 = (r-+ /«c + i3)-;

ni^= — 7, t' = 4, 11=10,

solution inadmissible
;

89^ ^._ 191

i3' 5-2

d;= 24i5, V'— 1-68. ::^='.?993, z'--{- 2s=z36o--.

l3 02 02 ^
' '

('*— i4c''H- 74r- — 1781' + 169 = (("^M- rt/v — i3)"-;

120 52
171=:. — 7 , r ^: j i/ = 5

17 17

solution équivalente à la précédente;

8q 2993

1 3 1 000

32^7 , .M= ^r^' Orr=d247r r/=ilobo.
lobo '

./ r^ 8 109 409, > =: 10 l3o 740, ^ = 12976609,

Z- — 9.S =9286489-.
3"

4.v_ i4 i'3+ 74 r-— i78r 4- 169 = ( r- 4- /?*(• + /?)-;

2,5 17 I

/« r= — 7, « ^= î i'=:~y-y l/z=y,
i 4 4

solution équivalente à — 4-



(
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4^'
.

{•'' — I |r''+ j'm"-- ijSi' 4- 169 =: (^/«r- + /?(• H- i3)-
;

n =1 — 89, «i =^ —_ 7847
2

2793476 _ ?435o8i44

6157540.3 61575405

a; z=z 5550468569341 071 1 , y '= 29988225 175 196640,

Z = 6808774669523876 I , Z-— 2 .Ç =r 3363994206872969* .

Les mêmes méthodes, appliquées aux solutions ob-

tenues, en feront trouver d'autres indéfiniment.

•4. Trouver tous les triangles rectangles en nombres

entiers, tels que le carré de Vhypoténuse, augmenté

ou diminué de l'aire du triangle, soit égal à un carré

parfait

.

En adoptant les mêmes notations que précédemment,

l'équation du problème est

( I ) //• 4- />^ Y
-^~ 2 //-

(f-
— pq^ -f- 7* = /•-

ou

( 2 )
«^+ //^ -(- 2 U ^— // + I = t*.

La méthode précédente, appliquée directement à l'é-

quation (2), donne la solution

Wrr:— S, /> — 8, 7 ~: I ,

.r-63, r=i6, .- = 65, .v--:5o4, c^ ,v-6i-.

Posons « = i' -f- // : il vient

v' -+-
( 4 /' h n (•'+( 6 h^ 4- 3 h 4- 2 ) r-

Il



Faisons // = — S :

i"

m = flomie (' = 0, 11^=0,
'>

qui ne donne pas do triangle
j

i88q 383q 65 488

129- 488 488 65

j:=r 288919, V = 6344o. ^^242869, Z'-^ s ^= 9.5~9.i l'

t,v_ 3n,3_^ 362 ,,-._, 889 ( + 6i2— (('5+ mp — 6i)2;

8r 1008 488

2 6o 6o

solution identique à la précédente
]

1889 _ 242869

49085

122 61288

, />=: 249585, </^:r6l488,
61 488

;r= 58486942081 , j = 80686816 160, .- — 66048490869,

S2 -^5= 5886437004 I^
3"

r^— 3i r^-f- 862 r-— 1889»' + 6 1
- —

(
p- -f- mv + /< )-,

81 487 65 I

2 S 8 8

solution identique à « = — 8.

i-*— 3 1
('^ -f- 862 r-— 1 889 r H- 6 1

- =r ( /?ic- + «r h- 6 j )- ;

1889 181 9687

122 I22'*

_ 21558078880 __ 777886804

2791868773 2791863778
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œ =z 7i86?.3'^3373jG.')iji iJ,

7= 43.12448160619629984,

-= 83962909689971-5945,

y':;^+ A=: 9 i52o4836o 16240 1489.

Au moyen des solutions déjà obtenues, on pourra en

trouver d'autres indéfiniment.

5. Trouver tous les triangles rectangles en nombres

entiers, tels (fue Vaire du triangle, augmentée des

carrés construits sur les trois côtés, soit égale à un carré

parfait.

L'équation à satisfaire est

pq (/j2_ ^2 ) _^ 2 ^jyi^ ^^2 )2 _ ,.2

ou
prj (p -+- q ) (/> — // ) + 2 (/^^ + 72 y> _ ,.2_

Or, dans les quatre nombres p, y, p 4- y, p — y, il

V a nécessairement un multiple de 3, et il n y en a qu'un

seul, puisque p et q sont supposés premiers entre eux :

le premier membre de l'équation est donc de la forme

Wni -h 2, ineompatil>le avec celle d'un carré ^ il en résulte

que le problème proposé n'a pas de solution.

On voit de même qu'il n'existe pas de triangle rec-

tangle en nombres entiers tel que la somme des carrés

des trois côtés, dintinuée de l'aire du triangle, soit un

(;arré parfait.

IVOTË suit LV CAKDIOIDË ET lË LliMAÇOX DK PASCAL;

Par m. WEIM..

Considi-rons deux circonférences se coupant aux points

A cl W. P.ir le point A mi-uons une sécante quelconque
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IIEMAIIOIE m\ LE CEXTIiE DE COMPOSITION D IIV SYSTÈME

DE POUCES OliEECOMIllES DAXS LE TLAX,

Tau m. .AIvuiuci; D'OCAGNi:.

Comme complément à ma JNole Sur la cowposilio/i

(les forces dans le plan (^ ), je ferai remarquer que le

moyeu le plus siuiple de déleruiiner le centre de com-

position est le suivant.

On construit nn polygoue funiculaire quelconque

ayant ses sommets respectiveuient sur les diverses forces

données. La lii^ne d'action de la résnltante du système

passe par le point de rencontre des côtés extrêmes de ce

polygone luniculaire et est parallèle à la souiuie géomé-

trique des forces considérées.

On fait tourner toutes les forces du système du même
angle autour de leurs jioints d'application. On construit,

comme précédemment, la nouvelle ligne d'action. Le

point de rencontre de ces deux lignes d'action est le

centre de com[)osition cherché.

(IIJESTIONS D'ANALYSE 1\DÉTEIIMI\EE PUOPOSEES

PAR M. EDOIAIID LUCAS;

l
voir ?' série, I. XIV, p. :>jM );

l'AK M. M01U-T-15LANC.

1 . Si [ X, 7', z ) représente une solution en nombres

eniiei's de Vcipiation indéterminée

( 1 ) \ .r' + B >-^^+ C ;3 ^ 3

D

xyz = o,

(') Xuiwelles AniKilcs. i" série, l. \l\. \\. n.') ( iiiars i88o).



on obtient une nom>elle solution à l'aide des éz/uations

Z- = o,
X Y

1

X y

AX.c^+HYr--+-CZc2

De CCS deux dernières équations on tire

X Y Z

.r ( C z'— By' ) y {
A .r' —Cz') [liy'— \x\

/..

Â étant un noml>re (juelconque.

En remplaçant X, Y, Z par les valeurs déduites de ces

relations dans l'équation

A X^ + n Y» + c z* -I 3 D XYZ :=. o,

on obtient l'équation

+ 3

D

.ryz
(
Cz'— B r^ ) (

,

V .c^— C :•'
) i By'— A .r» ) =: o,

qui doit être satisfaite en vertu de l'équation (i).

En effet, si l'on élimine D entre ces deux équations,

on obtient l'identité

( A a^«+ B.)'« + C .- «— BCy^ z^— AC ./•' z^— AB a-\y' )

x[ka;^Cz-'— Bf' ) + B v^ ( A x'^ —Cz--^)-hC z-' ( B_)-^ — A j:'
)]

car le dernier facteur est identiquement nul.

2. 67 (j:,j', r:), (.r),7),C|) désignent deux solutions

distinctes de l'équnlion précédente, on obtient une

nouvelle solution à l'aide des équations

X Y Z

^ r x; —: o,

.ri r, .-,

AX, <•/•,
( UV)»', h(1Z:;c, -_o.



-A.

(' uo'S )

De CCS cIcun: dcruicrcs ccjuations, ou lire

X

Y
A ( Ji;- ./,>', — J:-^ x-y ) -hC[ z- Vi Zi —z'îjz )

"_ Z
~ B ()-->•, G, — ^l\»'^ j -H A(^.r-a'i-, — u-la.-z)

Si entre les cqualions

A x-' + Bf + G c^' + 3D j^fz= o,

AX^4- BY^+ CZ^ + 3DXYZ =: o,

Ax^ -+-Bfj -i-Cz]~\- SDj:-! ri-i^=o,

on élimine D, on a les deux équations

A{.r^a-iyiZi— .i^\,vyz) + B( )'^r, l'j :;,—
j-'J

.rr^)

A(^3XYZ — XKryz) + B( r^XYZ — YKryz)

+ C (':;^XYZ — 7Ja'\-z) = o.

Si l'on élimine un des coefficients entre ces deux

dernières équations, après avoir remplacé dans la der-

nière X, Y, Z par les valeurs trouvées plus haut, ou

obtient une identité^ donc l'équation

AX3+BY3-t-GZ5+3DXYZ = o

est une conséquence des autres.

3. L'équation hicjuadvaliqiie x''— 5 > '' = i a pour

solution en nombres entiers x = ?)^ y = 2, et n en a

pas d'autre.

Il est évident que j doit être pair et x impair.

Je rappellerai d'abord que tout carré impair est égal à

huit fois un nombre triangulaire plus i . Dans ce qui suit^

la lettre t désignera toujours un nombre triangulaire.
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Cela pose, l'cqualioii peut s'écrire

(.r-4-i)(.r-— i) = 5r^

Les deux facteurs a- -f- i et a:-— i ayant pour plus

grand commun diviseur 2, et x--f- i étant de la forme

8m -+-2, il faut que le premier soit le décuple ou le

double d'un carré impair, et le second le double ou le

décuple d'un carré pair.

i" Soient

.37- H- I =: I O «- =: I O ( 8 ^ H- I ) =: 80 Z + I O,

X-— I — 2r-= 2 4" (8^' 4- i) = 4"- i6i' +2.4",
d'où

.r2
— 8oZH-9 = 4".i6z'4- 2.4" + I.

La comparaison de ces valeurs montre que l'on doit

avoir tz = i , d'où

;r2— 80 ; + 9 =; 64 Z'+ 9.

X-— 1 est un multiple de 8 par un nombre impair;

les deux facteurs x + i et x — i seront donc l'un le

double, l'autre le quadruple d'un carré impair. Soient

a: + i — 4(8r' + 0^32/"+4,

^_i — 2^8r+i) = i6z"'+2.

1

d'où

Il faut (pi'on ait 2//'= l"\ ce qui ne peut avoir lieu,

comme je l'ai démontré (question 1180), qu'en Jaisant

l"= o, /"'= o, d'où 0? = 3, 1= 2, solution admissible

avec /; r= o, //— o ; ou bien f"= 3, /'"=-. 6, d'où x = 99,

ce qui donne pour // une valeur fractionnaire : cette

solution est donc inadmissible.

Si l'on posait

j; + I = 2(8<, + i) = i6i,+ 2,

,r — i = 4(8fî + i) -32^2+4,
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il en résulterait

./ ^rl G ^1 + I rr- 3?. <,+ -^
;

valeurs incomjiatibles.

2" Posons maintenant

.7^2 _4_ I — 2 ( 8 /; + I ) = i6^ -h îî,

.r-— I =: 10. 4" ( 8 /' 4- I ).

De la première équation, on tire

^•-= 16^ + 1 = 8 ^"+ I
,

ce qui exige que ^"= ^^, et, par suite, t = o^ t"z=o^

x= I, )= o, solution admissible; ou bien Z = 3, i"= 6,

ce qui donne x- = 491 valeur qui ne satisfait pas à la

seconde équation.

Les seules solutions en nombres entiers positifs sont

donc
.r =: I , r ^= o et a- = 3, y z= 2.

i. La différence de deux cubes consécutifs lî est.

jamais égale à un hicarré.

De l'équation

3.^2 + 3 a: -I- \-=. z*

on tire

3±:v/3(4^.^-r)

G

Il faudrait donc que 4 - ' — i fût le triple d'un carré,

et l'on aurait, en remarquant que z- est de la forme

3 /7i + 1

,

'2z.^-^j = 3u^=3{8t^i)=2fit -^3,

d'où
:; 2 = I 2 ^ + I --. 4 < ' 4 - I = 8 r' + I ,

ce qui exige que l'on ait

t' =r o, /- ;= o, ^ =: o.
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d'où

^ — I , x — o;

t' z= 6, /":= 3 donnerait « = a, inadmissible, puisque i

n'est pas un noiul^re triangulaire.

Donc la dijjérence des cubes de deux nombres entiers

consécutifs n'est jamais un bicarré, à moins que l'un

d'eux ne soit o.

5. Trouver toutes les solutions en Jiombres entiers

des deux progressions arithmétiques

; .T-. Sy-.:)z-.y //-.

On a pour la jyremière

i 167-.2 X 97^3x 5-^4 X i3-,

de raison C)0']i ^ et pour la seconde

•607-. 3 X 3o3-.5 xi9r-.7 X ii3-,

de raison 98 022.

Il suffit de clierclier les solutions en nombres pi'e-

miers entre eux, car si l'on multiplie x^ y, z^ u par un

même nombre /«, la raison sera multipliée par m'-.

On reconnaît immédiatement que les quatre carrés

doivent être à la fois pairs ou impairs, pour que la raison

soit de même forme relativement au diviseiu- 8, et,

comme on veut des nombres premiers entre eux, ils doi-

vent être impairs.

i" On doit avoir

.r^ -H 3 ^2= ( .r + ^ V''^-^) ( -^ — -
V'^~^

)

'

et, comme x ri z d()i\(iit êtie premiers entre eux, chaque
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l'aclcui- doit rire un cairc'-. Soit (loii<-

X -{- z\ — i — [p -f- (j \l'— 3)",

d'où

X — ^v — 3 --- [p — q V'— 3)'',

ot

On en tire
O 9X -=^p-— 3 y-,

y z=:p- +- 3f/-.

Comme les nombres x,!', z doivent être impairs, on

peut poser

p^my'^, '/ = "\/

^

d'où
/}}-— 3/r- /;?--+- 3 /i^x= > V = -, j z^=.mn.

1 4

On peut encore poser

/'3 ,^

d'où

^ = •> r = 7 5 -S = mn
;

2
'

4

'juais, comme le signe.' de x est arbitraire, les nouvelles

formules rentrent dans les premières.

On a ensuite

, o /> „ » s '(/»-«-— 2/«* — i8//>
4 ?/2 —5-2— 2 y-m j^

10

11 faut donc que "^^in- ii-—-
>.///''— l8/^'' soit un carré

pariait, ou, en posant — :=^ r, 84 1^-— -i^''' — 18 doit être

un carré rationnel.
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Soient // une solution, A- le résultat do sa substitution

dans le trinôme
;
posons v' = // -h /• :

84 j;2_ o^
,,v_ , 8 - A-2 + ( , 68 // — 8 /r"» )

/•

+ (8| — 7^^)/^— SAH— o/-''= /2

Or l'équation 84 ^'"— '<^"— i8 = /- est satisfaite par

V = I , £ = 8, d'où /« = I , «= I , a' ^= 1
" = r = /t = I .

Faisons /< = i , A= 8, et posons

04 -i- i6o/" + 73/-— 8/'^— 2/'*

= (8 + «/• -h ^ )-

:= 64 4- i6r//- + («--+- 16^) /---^ riabr^-+- h- /'.

Identifiant les premiers termes, on a

d'où

rt rr: 10, b =z— y,
4

i(i 19

^ = 167, ,r = 97, ^ = 57, //=:i3.

raisons maintenant « = -|^) d ou a= ? et posons

(f)'
2614

1

3.)76 „ i.)2 ,
/• — I- r,— / — 2 /••

27 9 a

/io4
, o\"'= {^_^+ar + br-)

/ io4\^ ?.o8 / , 208 \ , , „ ,,
=r —^ -\ ar H- (7- 4- -— b /•- 4- 2 abr^ -t- />- /•

\ 9 / 9 \ 9 /

En identifiant les premiers ternies, on a

16.34 , 818.575" —
,1 b

—

3x i3 4 X i3'
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puis

307. 7S1 X i3- X i<)

()r(). 368?,97

19 307781 X i3- X i<) ,'Î99o4'î6o57

3 919368297 919368297

m = 4 990 4^6 057 , /i = 9 1 9 368 297

,

a--=:\i 184 3 19 016 899 263 3i I,

>• rr: 6860016606742651969,

z^ 4 588 039 5o5 328 5r4 929,

u = 2 836 4i4 255 938 33 r 991
r / 104

-nr-{-br'-

Paitant de ces valeurs, on eu trouvera d'autres par la

même méthode, et aiusi de suite; mais les nombres

croissent rapidement et les calculs deviennent très

longs.

2" Considérons la progression '..r-.Zy-.Jz'-.'ju'-.

On a

ou

(ju'on peut écrire

(6j- — ozY— 3o( V — zYz=.x-^

ou

[6 r —5^4- ( V— z)\fZ^] [6j— 5,^ — ( r — z) y/S^J = xK

Les deux facteurs devant être premiers entre eux, et

par conséquent carrés, posons

ay — 5^ + iy — -) V 3o = (y -f- q \'ioy,

d'où

6 )• — 5;; — (
)• — z) \'Zo = (/>—r f/\ oof

et

(6v — 5^)-— 3o( )• — zy :=(/}'— 3o<7-)-.

/4/in. de Muthémat., >^ série, t. XX. (Mai iS8i.) l4
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Me la prciDirrc ('({ii.il ion l'on tire

G ) — 5 3 = />- + JO </'-', y -
9.pq,

(')

.r =r y>-— Soiy'^,

T = y>- H- 3o rf-— I o/>Y

,

z =- p- M- 3oc/- — I ^/>7-

il u est j)as nécessaire (|ue /; et (j soient entiers pour

<|ue x^ ^ et z le soient. On peut poser

p = ///
V "- ''^"\^'

(^0

ou

cVoii

(3)

d'où

(4)

X rzz î 1)1-— I.)/i-,

r ^: '.i m- 4- I
;") //- - i o ////;

c —r 9, ju^ -\- 1 5 /A-— 12 iiin ;

p =: //< y 3 . 7 = '* \ "ô '

.r r= 3/??^— io«-.

T r= 3 7>i- -+- I O //"-— 1 1)1 n .

^ r= 3 w- -I-

1

o «-— 12 /»// ;

( X rr= j/n-— 6/1-,

l
)- = 5 //?--+- 6 /<-— lo /////.

ï r= 5 m'^ -(- 6 /?"-— I •'. ru n

.

On pouirail, pos<M' ejieorc

p-rrm^!xoy V = "y/75'
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mais les iiouvflles (oriiiulcs reulreiil dans les ju<Mui('r('s,

les signes de x, > , z étant ail)ilraires.

Jl iaut maintenant faire entrer nu- dans la [noj^res-

sion. On a, eii employant les jonnides (\ ),

7 a- — \oz'-— 3 )''^

1- • . /'
ou, en divisant j)ar nr/' et posant - =: r,

//- , 1 8o 1 .")6o 5 'loo— =; r* ^ e^ H i"-
— (• H- QO*'

V* 7 7 7"
= ((•--+-«( H- 3o)--=c^-i- ^r/r'+(a-+6o) e- -+- Gor/i'H- 900,

»l on i' = o, en Jaisant a = 5 d on

solution évidente a priori

.

Posons encore

180 , 1.560 o/ioo
e*— r* H r- r + 900

7 7 7
'

r=: (('2 -+- ar -h è)-:^ «'*+ 9. ac' -h ((7- +- "i h) e- -h- *2 alu' -i- /y-,

d'où, en identifiant les premiers lernies,

90 l'iIO

7 10

puis
.r.

<• = — > y;:=ih, '7 = 7-

.r=:;ni:'l, t : (loG, :: - 38'>. // r-^ <•>,(».

on. en divisant ])ar i,,

./•r=:f)0~, )• r^^ .'>().3. Z - l()l. // '11.'!.
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Eli posant

180 „ lÔBo , o/joo , ,{"— 4-^ H r-— r-i- 900 =r (ar-+ ^c -h 3o)-

7 7 7

et identifiant les derniers termes, on trouve

/^ :zr Io5,
(J
=18,

d'où
^=19105, 1'=:45'l'">^ -;::=286r). //rrr 169.5,

OU, en divisant par i:"),

:r ^=: 607 , y = 3o3 , ;; 1= 1 9 1
, « r= 1 1 3.

Les autres formes donnent de même des équimultiples

des nombies 607, 3c3, 191, 1 13.

Mais, au moyen de cette solution, en opérant comme

dans la progression précédente, on en trouvera une

deuxième, celle-ci en fera trouver une troisième, et ainsi

de suite indéfiniment.

6. Trouver toutes les 'valeurs de x pour lesquelles

la somme des cinr/uièmes puissances des x premiers

nor}d>res est un carré parfait

.

En appelant S;, cette somme, on a

.r2(.r + iV-[('?.r + iV-— 3]
S-

'-l

_ [^•(^ + '^T r (o..r + !)••' —

3

"!

Pour (pie S;; soit un carré parfait, il faut et il suffit

que ^ soit un carre parlait, ce qui exige

d'ahord (pie ix -\- 1 soit un iiiulti[)]e de ».
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Posons donc v..r -+- i ^^ ')/<; il laiil (juOu ail,

3 m-— r
, . , ,=: l'- ou O U-— 2 l"' =: I

,

équation qu'on peut écrire

{:]u — '.n'y—6{v— uy-— i.

Les solutions de cette é(|uation sont données par les

réduites de rang impair dans le développement de yjli

en traction continue; ce sont

3« — 2ç'rr:i, 5, 49) ^^^J; 4^01, 47525, 470-149, 4'j56965, ..

(' — IC =: O, 2, 20, 198, i960, 19042, 192060, 1901198, ..

d'où

«=:r, 9, 89, 881, 8721, 86829, 854569, 8459861, .

fr^I, II, 109, 1079, I0681, IO587I, 1046629, 10860559, .

.i'=i, i3, i83, 1821, 18081, 129498, 1281853, 12689041, .

Si l'on appelle x„ le terme général de celte dernière

suite, on a

Note. — Reste à résoudre le n" 7.

SIR m PROCÈDE lURTIClLIER DE DIVISION RAPIDE-,

Par ai. C. HE\RY.

Si l'on divise l'unité par 9 et par une suite de nombres

se terminant par 9, on aperçoit entre les dilïércntes

fractions décimales consécutives une suite d(; relations

dont la loi est évidente et d'où il ressort un [)rocédé

de division rapide.
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qui est un des polynômes énoncés dans le ihéorènie pré-

cédent, par les 2" ' — i polynômes reslanls, on obtien-

dra une fonclior) où chacpKî IcUre entrera à une puis-

sance paire. En rem[)la<;ant alors y.j^ par ap-+-x, qui est

du premier degré en a", le degré de chaque terme sera

réduit à moitié, et le résultat sera du degié a""-.

C'est du reste la méthode indiquée par M. Desboves,

Ouvrage cité, p. 3 19. Ch. B.

Note. — La nn'iiie quoslii)ii ;i iHé PL-solue |>ar M. lirorard.

Qtu^sfioji lJ9o

(voir y' sérii', l. XV, p i,,
;

i'\u M. MORKT-P.LWC.

Une pile de boulets à base cariée ou à base (ria/i-

gulaire ne contient jamais un nombre de boulets égal

au cube ou à la ci/it/uiènie puissance d'un nombre

entier. (E. Lucas.)

On sait que la somme ou la dilïérence de deux cubes

inégaux ne peut être égale à un cube, ni au double d'un

cube. De même, la somme, ou la différence des cin-

quièmes puissances de deux nombres inégaux ne ])eut

être égale aune cincjuième puissance, ni au double d'uiK!

cinquième puissance', i étant un cube;, il en résulte que

deux nombres entiers consécutifs ne peuvent être simul-

tanément un cube et le double d'un cube, ou bien un(;

cinquième puissance et le double d'une cin(|uième puis-

sance, en exceptant o et i.

Cela posé, considérons d'abord la pile à base ti'ian-

gulaire.

Je dis qu'on ne peut avoir eu n()iid)res enlici-s

n{n -\- \){n -^ •>.) -—- 6 m',

sauf le cas de /i -^
1 .
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En cliet, les liois aoiiibres «, « -h i , « -f- '2, n'ayant

pas de facteur coiiiniun, sauf 2 si « est pair, devraient

être l'un un cube, un autre le double d'un cube, et

l'autre le triple d'un cube.

Or, d'après la remarque précédente, // + 1 ne peut être

un cube ou le double d'un cube 5 reste donc à supposer

que «H- I soit le triple d'un cube, n -h i sera alors de

l'une des formes ç)^, gk -+- 3, gk — 3, et l'on aura une

des trois combinaisons suivantes :

/l :--.: gk -—
I , 9/» -'t- !?, 9/. — -'l'

« -I- I = 9/.

.

9/>" -!- 3, 9/1 - 3,

n -h 2 - 9A -î- 1
,

9/. -^ 4. 9/

n et « -f- 2 ne pourront être simultanément l'un un

cube, l'autre le double d'un cube.

Donc, dans aucun cas, le nombre des boulets de la

pile ne sera un cube, sauf le cas de /i = i

.

Il ne sera pas non plus une cinquième puissance.

Il faudrait, en effet, que n -+- i fût le triple d'une cin-

quième puissance, et, en remarquant qu'une cinquième

puissance est de l'une d(;s formes '>.."> A, 2jk dz i , 'io/i dr 7.

on aurait une des combinaisons

//
H-

I 9,5 k, 25/.' -h. 5, 25/i- 3, •>.5A-;-'|. îj/. -4'

/? - 2.5 A- I, 25k~h>.. 9.5k- A, 25Â-f-3, 25A— 5,

« -+- 2 tr . 23 A 4- r , 25A- — '|. >.5k- 9, 95k — ), 25A--3;

neln -^-- 1 ne seraient pas simultanément un cube et le

double d'un cube.

Donc le nombre des boulets d'une pile à base trian-

gulaire ne peut être un cube ni une cinquième puis-

sance que si « = i

.

Considérons maintenant une pile à base carrée, et



voyons si l'on peut avoir

Ai(/< -f- l)(2/i H- I) z=z 6 ni^.

Si in -i- i esl le triple d'un cube, on tombe dans un

cas d'impossibilité déjà signalé.

Si •in-\- i est un cube, il est de l'une des formes 9/r,

9 A + 1
,
9A — I , et l'on a une des combinaisons

2/i + i— 9A-, 9A-1- I, qA — I,

n=-.gk-]-!i, gk, 9^— i>

n + i = 9A:-r5, 9A-M, gk.

Les deux autres nombres ne seront pas simultané-

ment le triple et le double d'nn cube.

Examinons si l'on peut avoir

n(/i + i)(2/i i-i)-=6m^.

Si 271-+- I est le triple d'une cinquième puissance, /i

et n-f-i devraient être une cinquième puissance et le

double d'une cinquième puissance, ce qui est impos-

sible. Si 2 7i 4- I est une cinquième puissance, on aura

l'une des combinaisons suivantes

an + i = 25A-, 25A + i, 25A— i, 25A'-i-7, 25 A: — 7,

«1=25 A: -H 12, 25 A, 25 A:— I, 25 A: +3, 25 A' — 4»

/j H- I z= 25A: H- i3, 25A t-i, 25 A, 25 A: h- 4, 25 A- — 3,

et l'on voit que /i et « -f- 1 ne seront pas simultané-

ment le double et le triple d'une cinquième puissance.

Donc le nombre des boulets d'une pile à base carrée

ne peut être une cinquième puissance ni le double d'un»-

cinquième puissance, sauf le cas d'un seul boulet.
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4. Tirages a part. — Sopra la proiezione cartogra-

fica isogonica. Nota del Prof. Matteo Fiorini (estratta

dalla série IV, tomo III, délie Memorie delUjlccademia

délie Scienze dell Istituto di Bologna, e lettanella ses-

sione 4« maggio 1882. — Bologna, tipograiia Gambe-
rini e Parmeggiani, 1882.

Sui sisl.emi variai i diforze. Nota del S. G. Prof. C.

Bardellij letta nell'adunanza del 9 marzo 1882, al R.

Istituto Lombardo di Scienze e Lettere. — Milano, tip.

Bernardoni di C. Rebescliini e C ia
. 1882.

SOLUTIONS DE QUESTIONS

PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1322

(voir 2* série, t. XVIII, p. 383) ;

Par M. H.-J. KRANTZ, à Bréda.

Démontrer que\J5 est la limite du rapport des deux

séries

1



On y satisfait par

( 420
)

ce*

CL
«7'

<7 et - étant les racines de l'équation

(1) p*— 3/> + 1'= o.

Les constantes sont déterminées parles conditions

C
L/9 n , tij

|fl + — =i, C,a2 H ;
— 3.

« a-

C ( Y
G. a H — = 1 , (7 a- ~

-f = 3 :

r/ a2

d'où, en observant que a-\— =3,
1 a

( ], 1

C.=:
a

c;=. -c;
1

î/5'

Donc le terme général T.r de la première série devient

*-~ (a^+ i)*'

et le terme de la seconde série, suivant que x est un

nombre impair ou pair,

T" h ^f-S
'

* ~ " aix— 1

'

On a donc, en désignant par S et S' les sommes des

séries proposées,

S = 5 a
a3 >f

1 a - i)* (a»-f 1 [<r ,-
1

>-'

1 > a 3a1

<r i a* 1 ^/" 1
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En prenant pour a la racine de l'équation (i), qui est

plus grande que l'unité, on peut développer tous les

termes de S'en séries convergentes. De cette manière, on

trouve
'/

S' — a sjo

I

a-
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imiter : ils constituent tous ensemble une sorte de cours, des

plus instructifs, pour la résolution des exercices proposés et,

en général, de tous les problèmes de Géométrie.

En résumé, parmi les Traités de Géométrie parus dans ces

derniers temps, l'Ouvrage que nous analysons est certainement

l'un des meilleurs. Il est tel qu'on pouvait l'attendre de son

auteur, c'est-à-dire d'un de nos professeurs les plus expéri-

mentés et les plus consciencieux. Désiré André.

Les appareils a calculs exacts et instantanés pour

simplifier la multiplication et la division, inventes

par M. Henri Genaille, et perfectionnés par

M. Edouard Lucas.

Ces appareils ont pour but de diminuer le travail de la pensée

dans la pratique de toutes sortes de calculs, .par la simplifica-

tion et, pour ainsi dire, par la suppression de la multiplication

et de la division. Au lieu de rechercher des appareils encom-

brants et très coûteux, d'un maniement toujours délicat, les in-

venteurs se sont proposé d'obtenir des appareils portatifs, d'un

fonctionnement facile et régulier, d'un prix accessible à tous.

En se basant sur le principe de la division du travail et sur

la théorie des permutations, M. Henri Genaille a imaginé un

nouveau système tellement élémentaire qu'il est, en quelques

minutes, à la portée des enfants et des esprits les plus rebelles

à la science de l'Arithmétique. Ces méthodes ont reçu, à diverses

reprises, les précieux encouragements de YAssociation fran-

çaise pour l'avancement des Sciences, aux Congrès de Mont-

pellier, de Reims, de Paris, de Rouen et de Blois; perfec-

tionnées par M. Edouard Lucas, elles ont été approuvées pat

les savants les plus illustres de l'Europe, par tous les ingé-

nieurs, par tous les professeurs, etc. Elles n'ont aucun rapport

avec la théorie des logarithmes.

I, Les mulliplicatriccs se composent de onze réglettes

carrées renfermées dans une boile de — ,Ol d'épaisseur, o"'. i
>

de largeur et o"\iS de longueur; en les plaçant dans l'ordre

convenable, on obtient instantanément les produits de tous les

nombres qui ne dépassent pas dix chiffres par un nombre d'un

seul chiffre. La pratique «le ces réglettes est aussi facile que

• clic qui consiste à suivre un chemin, à travers un labyrinthe,
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au moyen de mains indicatrices dessinées sur des poteaux

placés aux carrefours, c'est-à-dire que l'on apprend à se servir

de ces réglettes en une minute, au plus. Avec deux boîtes, on

obtient tous les produits partiels de tous les nombres jusqu'à

vingt chiffres; or, si l'on voulait cataloguer tous ces résultats

dans des volumes de mille pages à cent lignes par page, il fau-

drait, pour contenir ces volumes, une centaine de millions de

bibliothèques comme la Bibliothèque nationale, en supposant

que celle-ci renferme dix millions de volumes! Avec trois

boîtes, on aurait les produits partiels jusqu'à trente chiffres, et

ainsi de suite, indéfiniment.

II. Les multisectrices se composent de onze réglettes carrées

renfermées dans une boîte de mêmes dimensions que la précé-

dente. Elles donnent instantanément, et sans aucun calcul, tous

les chiffres du quotient et le reste de la division d'un nombre

quelconque de dix chiffres au plus avec une seule boîte, et de

vingt chiffres avec deux boîtes, par les dix premiers nombres.

III. Les financières se composent encore de onze réglettes

renfermées dans une boîte semblable aux précédentes. Elles

donnent instantanément, et sans aucun calcul, tous les chiffres

du nombre qui correspond à l'intérêt d'une somme quelconque

pour un jour, aux taux de trois, quatre, quatre et demi,

cinq, six, neufpour cent par an. Elles donnent encore, sans

aucun effort intellectuel, le douzième et le vingtième d'une

somme quelconque. Ces réglettes sont indispensables aux com-

merçants, aux banquiers, aux notaires, aux percepteurs, aux

employés des banques et des compagnies d'assurances, etc.; en

un mot, à tous ceux qui s'occupent de calculs financiers et com-

merciaux.

IV. Les népériennes se composent de onze réglettes conte-

nant sur leurs quatre faces les colonnes de la table de multi-

plication. Elles forment une Table de Pythagore, disloquée

pour ainsi dire, mais qui révèle les opérations successives de la

multiplication et de la division. Elles apportent un perfection-

nement utile et pratique au Procédé rhabdologique, imagine

par l'un des inventeurs des logarithmes, Jean Neper, baron de

Markinston (Ecosse), en 1617. Elles s'adressent à tous, et plus

spécialement aux professeurs, aux instituteurs, aux papas, aux

mamans, dans le but de faciliter et de développer chez les en-

fants l'enseignement et la pratique des quatre règles de

l'Arithmétique.

C'est le joujou calculateur le plus parfait.



(
5 ' 8

)

\ . Le calendrier perpétuel à roulette donne instantané-

ment, sans aucun calcul, le nom du jour de la semaine qui cor-

respond à une date quelconque du calendrier grégorien ou du

calendrier julien. Il est de la grandeur d'un calendrier ordi-

naire; mais, bien qu'il renferme moitié moins de chiffres que

le calendrier annuel, il est valable, depuis 1ère chrétienne,

pendant quarante siècles et plus.

Ce calendrier est indispensable pour le savant, pour l'histo-

rien, dans toutes les recherches historiques, biographiques,

bibliographiques; il permet de trouver le jour qui correspond

à la date d'un fait mémorable des siècles passés. Son utilité est

encore incontestable pour l'homme d'affaires, pour le banquier,

pour le négociant, dans les calculs financiers et commerciaux:

car on prévoit le jour de l'échéance d'un billet ou d'une traite,

d'une livraison ou d'un engagement. Sa propagation est aussi

indiquée dans les écoles, car il résume et synthétise toute la

théorie du calendrier. Enfin, dans la vie ordinaire, il permet de

retrouver les jours chers au souvenir, ceux de tel événement

heureux ou malheureux dans la famille, le jour d'une naissance,

d'un mariage, etc.

Afin d'éviter le léger inconvénient qui résulte du déplace-

ment des réglettes, les inventeurs ont imaginé des appareils

plus parfaits en reproduisant les chiffres et les dessins sur des

toiles glissant autour de rouleaux. Ces appareils, qui seront

construits avec le plus grand soin, trouveront tout naturelle-

ment leur place dans les bureaux de l'ingénieur, del'archit

du banquier, de l'homme d'affaires.

Les boîtes et les appareils précédents représentent une pre-

mière série d'instruments utiles, pratiques et peu coûteux
|

'

d'autres séries suivront incessamment. Elles formeront tonte

('
) Les multiplicatrices, la boîte i tï.

Les multisectrices, la boite 1 «

Les financières, la boîte i

Les népériennes, la botte i

Chacune des bottes précédentes, franco par la poste au reçu «le

i IV. 20 en un mandai ou en timbres-poste.

Le calendrier perpétuel à rouletti .... o fr. m
t

Franco par la poste .ni reçu île i fr. o5 c. en un mandai ou eu

i imbres poste.
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une collection préparée en vue de XExposition universelle de

1889, et d°nt l'ensemble a pour but de faciliter, de simplifier,

de soulager, et en même temps de développer, de fortifier, dans

toutes les combinaisons de la science et de l'art, du commerce

et de l'industrie, le travail de la pensée humaine.

SOLUTIONS DE QUESTIONS

PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 13G2

(voir 2
e

série, t. XX, p. 192);

Pau M. Emile CHRÉTIEN.

On donne, sur un plan : un point o, une circonfé-

rence, les extrémités a et b d'un diamètre de cette

courbe et un autre diamètre D. On demande de déter-

miner, sur la circonférence, un point m tel que les droites

ma, mb interceptent sur D un segment vu du point o

sous un angle droit. (Makjnheim.)

Lorsque le point m se déplace sur la circonférence,

les droites ma et mb déterminent sur le diamètre D
deux divisions honiographiques -, soient c aie deux points

homologues. Joignons c, o, et par le point o menons à la

droite co une perpendiculaire qui coupera D en un

point c" . Lorsque le point c se déplacera, au rayon co

correspondra toujours un rayon oc" \ donc les systèmes de

points c et c" seront honiographiques \ or les systèmes de

points d et c" sont honiographiques d'un môme troi-

sième : donc ils sont honiographiques entre eux.

Pour trouver le point m tel que les droites ma et mb
interceptent sur D un segment vu du point o sous un

angle droit, il faudra chercher les points doubles des


