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SEANCE DU 24 FEVRIER 1877.

PRESIDENCE DE M. ROUCHE.

Communications :

M. le comte Hugo : Sur I'Euclide de Lemardelé.

M. Darboux : Sur une classe de systémes orthogonaux.

M. Fouret : Sur le nombre des points d'un plan en chacun des-
quels trois courbes de trois systémes sont tangentes entre elles.

Cetle communication donne lieu a des observations présentées
par MM. Halphen et Lindemann.

M. Halphen : Sur les lignes asymptotiques des surfaces gauches.

Cette communication donne lieu 4 des remarques faites par
M. Darboux. ,

M. Lucas : Generalisation du théoréme de Fermat, et du
Canon arithmeticus.

M. le comte Hugo : Sur l'origine de l'analyse indéterminée.

M. Laguerre : Sur la partition des nombres.

SEANCE DU 7 MARS 1877.

PRESIDENCE DE M. LEMONNIER.

Communications :

M. le comte Hugo : 1° Sur un groupement de polygones, pro-
venant d’'une ancienne collection chinoise; 2° Sur les travaux
d’Hypsicle.

M. Ed. Lucas : Sur la recherche des grands nombres premiers.

M. Vicaire : Sur la distribution de la chaleur dans les fours
a cuve.

M. Laguerre : Sur l'approximation des fonctions d’une variable
au moyen des fractions rationnelles.
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SEANCE DU 21 MARS 1877.

Communications :
M. le Président présente, de la part de M. Darboux, un Mémoire
intitulé : Etude d’une question relative au mouvement d’un point
sur une surface de révolution.

1

M. Laguerre : Sur le développement de. e ™% en JSraction

continue.

M. Fouret : Sur les courbes et sur les surfaces qui sont & elles-
rra<mes leurs polaires réciproques par rapport & une infinité de
co» urbes ou de surfaces du second degré.

M. Halphen : Sur une formule de la théorie de l'élimination.

Cette communication donne lieu i diverses remarques présentées
p @ r MM. Fouret et Lindemann.

M. Laguerre : Sur quelques proprictés des normales & Uellipse.

M. Haton de la Goupilliére : Sur les développoides.

SEANCE DU 4 AVRIL 1877.

PRESIDENCE DE M. ROUCHE.

Présentations de nouveauxr membres : M. Lindemann, privat-
A acent a 'Université de Wourzbourg, et M. Poussct, professeur au
1 3 cée de Poitiers.
Communications :
M. le comte Hugo : 1° Sur certains appareils & lentille con-
S & »uits par les Egyptiens; 2° Sur le papyrus Rhind.
M. Halphen : Sur les caractéristiques des systémes de figures.
M. Laguerre : Sur la multiplication par 3 des fonctions ellip-
& ues.
M. Ed. Lucas : Sur l'analyse indéterminée.
M. Fouret : Sur le nombre des courbes d’un systeme qui tou-
<Zzent une courbe.
M. Saltel : Swr la théorie des caractéristiques pour les co-
722 ques.
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SEANCE DU 2 MAI 1877.

PRESIDENCE DE M. LEMONNIER.

M. le comte Hugo adresse une Note Sw les points d'arrét dans
la mécanique des syssemes naturels.

Communications :

M. Perrin, Sur une relation qui a liew entre les singularites
réelles d'une courbe algébrique quelconque. M. Halphen ajoute
que]quf:s remarques a ce sujet.

M. Edouard Licas, Sur deux formules fondamentales de Géo-
meétrie tricirculaire et tétrasphérique.

SEANCE DU 16 MAI 1877,

PRESIDENCE DE M. HATON DE LA GOUPILLIKRE.

Communications :
M. Perrin, Sur un théoréme de Meécanique.
M. Halphen, Sur une formule d’ Arithmétique.

M. Edouard Lucas, Sur la loi de réciprocité des nombres pre-
miers.

SEANCE DU 30 MAl 1877,

PRESIDENCE DE M. LEMONNIER.

M. Cremona est présenté par MM. Haton de la Goupilliére et
Halphen.

Communications :

M. le comte Hugo, Sur les Mathématiques comme théorie de la
nature et sur la philosophie de la régle des signes.

M. Désiré André, Sur un probléme d’analyse combinatoire.

M. Jordan, Sur une méthode de M. Zolotareff pour démontrer
que les formes quadratiques positives, d’un déterminant donne,
_forment un nombre limité de classes.

M. de Comberousse, Sur 'histoire des Mathématiques.

M. Halphen, Sur un théoréme d’FEuler. relatif aur sommes des
dAiviseurs des nombres.

v, l)



— 136 --
D’aprés I'équation (1), chaque asymptotique rencontre une telle
génératrice tangentiellement sur A. Par suite, chaque plan mené
par A rencontre une asymptotique en 2 p+ 2 (g —1) p points. Done
le degré des asymptotiques est égal au double du produit des
ordres de multiplicité des directrices rectilignes, soit 2pq, ou en-
core & la classe des sections planes de la surface.

Pour trouver la classe, j’applique un théoréme de M. Zeuthen,
en considérant la correspondance qui existe entre les points des
lignes asymptotiques et ceux d’une des directrices. Je trouve ainsi
que la classe des asymptotiques est égale & 6(2pg—p—gq),
c'est-a-dire égale a six fois l'excés de leur degré sur celui de la
surface. Pour la surface gauche du troisi¢éme degré, on trouve ainsi
que les asymptotiques sont des courbes unicursales du quatriéme
degré, comme on le savait d’autre part.

Formules fondamentales de Géométrie tricirculaire
et tétrasphérique; par M. Ebp. Lucas.

(Séance du 2 mai 1855.}

1. Norations. — Nous désignerons par :

r; le rayon d’un cercle ou d’une sphére de centre Oy

d;; la distance des centres O; et O; de deux cercles, ou de deux
sphéres;

a;; le cosinus de I'angle des deux cercles ou des deux sphéres O;
et O;; ‘

r; le rayon du cercle ou de la sphére qui coupe orthogonalement
les deux cercles ou les deux sphéres O; et O; et la ligne de leurs
centres;

s;u 'aire du triangle des centres O;, O; et Oy de trois cercles d’un
plan ou de trois spheéres;

;i le rayon du cercle orthogonal aux trois cercles d’'un plan ou
de la sphére orthogonale a trois sphéres et au plan de leurs
centres

viiu le volume du tétraédree formé par les centres de quatre sphéres;

;i le rayon de la sphére orthogonale a 'qual.r(' sphéres;
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x, avee 'indice correspondant, la puissance par rapport au cercle
d’un point de son plan, ou la puissance par rapport & la spheére
d’un point de V’espace.

De plus, nous supposons

. Qi ajj
sin?A;; = ,
YGi a4y
a; a; ai
SiD'Aijl =|a: a; ai|,

ay @G anm

Qi A Ak Qi

. a;  aq ap  Q;;
sin?A; = s ,
ay ai; ik an

ai a; ag ay
et ainsi de suite.

2. Cela posé, on a les formules suivantes :

(r} ar rja;=r} +r} —dj,

(= (rgdyj)*+ (rirysinAy) = o,
{31 {v.2rpsp)+ (rirjnsinAgu) =o,
4. (.23 0 Vi) - (rirjreresin Agu) =

3. On a encore

Qi aij ;;
PN 1
(5} a; a; — |=o,
n
1 1 T
- Y
T I r
i
Qi Qi ik —
ri
I
Qi @i Gy —
:. 1 I‘,'
16 | =o,
T
I ai ay an  —
! rs
I | i 1 I
N R
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1]
a; a; ai; aj =
ri
1
Qi aj; ap aj F
1
1
7) ay @ ap ayg " =o.
a; a; an a !
G Q4 Ak Qi -
i i & n
1 1 1 1 1
ri rj nnororhu

Ces formules permettent de déterminer par comparaison, avec les
précédentes (2), (3) et (4), la longueur de la distance, l'aire du
triangle ou le volume du tétraédre formé par les centres de
deux, trois ou quatre sphéres dont on donne les rayons et les

angles.
On a ainsi
]
Qi Qi —
ri
1 di;\*
8 a;, a;; —_— = = £
( ) ji /i "j r,-r,-
I 1
- — o
'y rj
'
ai; Gy Qi
ri
(] a !
aii @i -
(q) i Qjj & ’ _(’u;-:, ).
=\ ’
: 1 riljri
Ay Q a -
i 7] ] "
1 1 T
— — — o0
ri ri )3
1
a; Q; A A —
ri
T
i @ Ak @ -
J
(10 . T | __ (2.3.0;,';{ ?
) ar ay am ay — |\=\—/——" )"
(10} Ko ay as au T e
1
Q; @; G du —
i
1 T 1 1
— — — = o0
rioorpooneon
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4. On a, entre les cosinus des angles de cinq sphéres quelcon-
ques de I’espace, la relation .

(11) Sin’ A jum == 0

on a d’ailleurs une formule analogue pour les cercles d'un plan.
Les puissances d’un point par rapport a quatre cercles Oy, O,,
O, et O, sont liées par la formule

(12) zisim — xjsui+ zisij — xisjp=K,

danslaquelle le second membre est constant; on a, de méme, pour
les puissances d’un point par rapport a cinq sphéres quelconques,

(13) Z(Vjkia — ZjVimi + TiVinij — ZtVmijt + Tmvin= K.

Lorsque les quatre cercles sont orthogonaux & un méme cercle,
ou lorsque les cinq sphéres sont orthogonales a une méme sphére,
le second membre des équations précédentes est nul.

8. Désignons par §;; la distance du centre radical de trois cercles
0;, O; et O, a la droite des centres O; et O;, et par §;; la distance du
centre radical de quatre sphéres O;, O;, O; et O; au plan des trois
centres O;, O; et Oy; on a, pour le calcul de ces distances, les for-
mules

{14 {dijE;) = (rirjsinAy)*+ (djrip)’,
ou cncore
(15) &) = rijx—rj;

et, dans Vespace,

(16) (si8ijt)? == (2 rerjresin Ag)* + (diariju)’s
ou encore
(17) &l = Fijke — i

6. On a pour I'équation linéaire du cercle orthogonal i trois
cercles O;, O;, Oy, ou de la sphére orthogonale a trois sphéres et
au plan de leurs centres

‘ 1 \
18 Zijp= o= (zidjbp + 2jdibu + zTadilij) -1 2rj;
ij
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de méme, pour I’équation de la sphére orthogomale a quatrce
sphéres .

(19) Zimu= 37"-’ (ziduku+ xjdiEii+ zaduiEaj~+ zodinEijs) + 2 rjue

On obtient encore les équations homogénes et quadratiques du
cercle orthogonal a trois cercles, ou de la sphére orthogonale a
quatre sphéres, par les formules suivantes :

X
Qi Q; A —_
ri
i
i Gjj  Gji e
(20) . ! =o,
Z}
Gy Qi Qu —
]
ZXi x; Z (x-[.)’
ri rj n ik
xi
Qi a; di Qi -
Y
zj
a/, ;i Giyp Qi _
Ty
Zk
(21) ai a; aw Gy " =o.
x|
a; a yan an —
T
i X oo ox xiiu)’
ri rp e n Viju

On aurait de méme I'équation linéaire et I'équation quadratique
homogéne du cercle ou de la sphére orthogonale a deux cercles ou
a deux sphéres et a laligne de leurs centres.

1l existe entre les puissances d’un point par rapport a trois cer-
cles quelconques la relation fondamentale

Zi+Xi+2ai5rir; Xi+ZXj+2a;n7 Xi+Zi+2aarlin
(22) |z; + 2+ 2anyri xj+ xj+2a;rr, Zj+Ti+2airr|=0.

i+ xi+ 2aurr; i+ Zjt+ 26500 XX 20T

Cette relation est du second degré; il en existe une analogue
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pour les puissances d’'un point par rapport a quatre sphéres; on a
plus simplement pour les puissances par rapport & deux cercles,
d’un point de la ligne des centres,

| zi+2i+ 2diin Iy X+ Il-'l— 2051 I

f
fi2 +
) X4 2+ 2auTrp T+ T 2arry

7. L’ensemble de deux cercles ou de deux sphéres réciproques
par rapport au cercle ou a la sphére O;; a pour équation

2s; x; x
(24) S L (p——'x' + D%, ') =o,
riljls r; Iy ry

ou, en tirant x;; de la formule (20),

Zi
‘ ai; ay Qi —
ri
a;; a; 4a i
ji G dGr ’ . . .2
. ri i X I, (L1
(25] ! =(P——' ' 8% ;_’_p__).
s r; ry ri
a; W A —
Tk
! X X X4
EX-
bri v na

On obtient, pour déterminer les rayons p de ces deux cercles, la
formule

26 (p,- Si:\Aj‘ . pisir.nAu L pasinAy 28t ) — VA.

]
! r; rj " rerpTi

cn supposanl.

i .
Q;; a@;j ik 'g- sin AI‘
i
a; a;j Qi & sinAg
ry
270 A= .
b,
aii ay 7} % sinAy
i i [
Pisin Aji Piginau B sinA; —1
ri ri T

On obticndra de méme les équations et les rayons de deux sphéres
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réciproques par rapport a la sphére orthogonale a quatre sphéres
données. .

8. En déterminant les coefficients p;, de telle sorte que I’ensemble
des cercles ou des sphéres réciproques passe par les points d'inter-
section des trois cercles ou des quatre sphéres, on a pour le systéme
des huit cercles passant par trois des six points d’intersection de
trois cercles donnés I'équation
28
rirjr

x; . Xk .
ZlsinAy =+ =sinA;) = o.
rj e

xi .
(28 zi (7‘ sinAj =+
i
Cette équation devient du seiziéme degré en coordonnées carté-
siennes, aprés la disparition des doubles signes. L’équation précé-
dente peut s’écrire encore

jg [cos(Ay == Au) — cosAu]
i
+ '2‘ [cos(AjiZ=Aj) — cosAu]
J

(29)
,
|+ tnea i,

L’ensemble du systéme de deux cercles réciproques, défini par la

régle des signes, a pour équation

A+ Aji — Ap A+ Ajip— Au
2

~+ r, i 2 sin
2

sr,-a:j.n sin
3
( o)? Aj‘-i—Au—A,y__(

+ ry x; xj sin = s ).

Les rayons p de ces deux cercles sont fournis par la formule

2 . Ap+ A+ A; sinAjp  sinAy  sinAj; 28k
(31) =sin it i 4= L+ L d 4 7,
p 2 r; r; ry rirjri

11 est facile d’appliquer ces résultats au systéme de quatre sphéres
ou tétrasphére. L'ensemble des seize sphéres circonscrites a la
tétrasphére est donné par I’équation

6V,
s rir; r:‘:', Xij“
(32) (7

zi . zj . x LT
=+ (ZsinAjpu~ sin A= = sinAy, 2= —sinAi ) = o,
ri Ty Vi r
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qui devient du trente-deuxiéme degré en coordonnées eartésiennes.

Les rayons p des sphéres circonscrites sont dommés par la for-
mule

Ajir+ Aui + Ayj + A

2
_ sin A + sinA + sinAy; + sinA + 6Viu .
ry rj ' ry ririrgng

2 .
- sin

(33)

La formule (31) conduit immédiatement a ce théoréme :

Tatonime. — La somme des inverses des rayons des cercles
passant par trois des six points d’intersection de trois cercles
orthogonaux deux & deux est nulle.

9. Par des considérations analogues aux précédentes, on ob-
tient ’équation du systéme des huit cercles tangents a trois cercles
donnés et des seize sphéres tangentes a quatre sphéres données.
On a, dans ce dernier cas,

LA o Aa L A

o sint= sin*— sim— —

2 2 2 ry

.V . A . Ay oz

- sin? =L o simm=2  gimm=£ =

2 2 2 I'j

| Ak . Ay . A

134 1 sin?— sin*—L o sinl — — [=o

i 2 2 2 Iy

LA . Ay . Aa x;

sin? = sin?— sin?’— 0 =

1 e
| X x; T} X

i Land - — — 0
| I r r "

On trouvera des résultats analogues pour les rayons de ces
sphéres et pour les équations'et les rayons des cercles conjugués
au systéme de trois cercles, et des sphéres conjuguées a la tétra-
sphére.
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Sur les développements en séries des irrationnelles du se-
cond degré et de leurs logarithmes néepériens; par
M. Epouarp Lucas.

(Séance du 11 juillet 1877.)

Les développements des fractions en séries par la formule de
Maclaurin donnent lieu dun trés-grand nombre de formules pour le
développement des irrationnelles du second degré, et des fonctions
symétriques des racines des équations du second degré a coefficients
commensurables. Nous montrerons ultéricurement I'importance
de ces développements, dans leur application a la théorie des
nombres premiers.

1. Désignons par a et b les deux racines de I'équation
(1) x2=Px—Q,

dont les coefficients sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, et
premicrs entre cux; nous ne considérerons que le cas des racines
réelles. Soient, de plus, les fonctions numeriques simplement pc-
riodiques,

(2) v,="="

@ D’ V,,:a"-{—l)";

on a, en désignant par \/A la différence des racines de I'équa-’

tion (1),

n J \
-~ . nv—l o
V.= 2Q*cox (\ - log 7 l),
o n — .
(3) [ U,=-"_ Qsin ("" “log 7
\/—A \ b
U. 1 "ny—1 AN
| ‘_»_‘/—_.S lanb(—;——logzj

Ces relations indiquent I'identité des fonctions U, ct V, avec les
fonctions hyperboliques et les fonctions circulaires. On a ainsi les
formules de récurrence

‘ Un+1 == l’[I:H-I - QlJno

4
( Y t \'Il+1 == p‘.lH-l - Q\'a ,
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qui correspondent exactement a celles de Thomas Simpson :

sin (n + 2)3 = 2 coszsin (n + 1)z — sin nz,

cos(n +2)3=2c0szcos(n +1)3 — cosnz.

On ade méme .
U,, = U..V. quuo
(5) 2o M

9.V,.,*.. = van - AU-V-;

ces égalités correspondent aux formules d’addition qui donnent
sin(y + z) et cos(y + z); on a aussi

(Vieals = 40,
(6) LU= U Upyy =+ Q2
( V,: -_ V»—|Vn+| _— Qn—‘A ;

ces égalités correspondent aux formules

sinx 4+ cos’xr =1, .
sin? z — sin (z — y) sin (z + y) =sin?),
cos’x — cos(x — y) cos(x + y) = siny.

2. La premicre des formules (6) conduit, par la théorie de la
division des fonctions numériques, a la résolution de Iéquation de
Pell. On a encore

( \ ;'1+r - Q’U: = UrU1n+n
VfH- r Qrvl’r AU, U7n+r3

~1

l

la premicre des formules (7) a été appliquée par M. Giinther, pour
r =1, a la résolution de I'équation indéterminée

17— Qa’=hz,

en nombres entiers ('); il serait facile de généraliser ces considéra-
tions. .

() Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. Resal, pages 331-341;

octobre 18-6. .

ra2.
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Les deux formules (7) dofinent immédiatement

/ U("_H)r _ U” _ ) Q Q:r Q(u—l)r
(8) , V,., - Ur U U, Uzr U!rUlr Heee ¥ U(u—l)r Uur ’
vl-+|\r i ‘__r_r 2 Q' Q” Q" .
V.,. - V. AU [V Vr +v.v. V V" +eee V(.—l)rv.r]v

et les deux relations

U('H—') Vn haned Uu ‘,-+r =2 Q. Un

(9) Viner) Vo — AU Upyr = 2Q*V,
donnent ainsi
Unsir __Ua [ Qs QU1
- -+ U -+ +iie T |
'(IO) "u+‘r V 20 V ‘n+r n-i-r\u-Hr +vn+k-lrvn+lr]
v-+lr V . Q" Q('—l)r
U =02 Q U'[U, i + O U At = UM’]-

Lorsque n augmente indéfiniment dans les égalités (8), le second
membre a pour limite la plus grande a des racines de I'équation (1);
et, lorsque k augmente indéﬁnimcnt, les seconds membres des éga-

lités (10) ont pour limites —= \/ 3o V4. On peut ainsidévelopper lara-

cine carréc d’'un nombre entier en séries de fractions ayant pour

numérateurs I'unité : c’était un usage familier aux savants de la

Gréce et de ’Egypte; ainsi, par excmple, cette valeur approxima-
9 b 9 p

tive

w3l

Yo _

4
rapportée par Columelle au Chapitre V de son Ouvrage de Re
rusticd; ainsi encore cette valeur approximative

+ — +¢,

I
10

Wl -

1 1 1
2= = — 57

V2 l+3+3.4 (2.34+E’

donnée par les auteurs indiens (*); cette valeur est égale au quotient

%’, en supposant, dans I'équation (1), que P=12et Q =—1.

(') M. Caxton, Rendiconti del R. Istituto Lombardo ; Milano, 1877.
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3. Les formules qui donnent la somme des sinus ou des cosinus
d’arcs en progression arithmétique deviennent

nr

. r "
Uu -+ Q__’ U-+r -+ Q—TU-+2r+- . -+Q—_.. Um+nr

n
Unss Q*
2
=U "
m+=

5 u,Qt
(ll) ( o :

r nr
. V.-I-Q—_’ ._..,-+Q ’V..,.,,--f—...—i—Q ’VMP

m

mais on a les formules plus simples

_ U, + Q*U,, — U(..q.l)r’

U, +Up+...4+ U,

( ) I+Q’—v,-
12
. Ve +Q*V, — V(H..)'.
Vr+V:r+---+v — I+Q’—'Vr

Si, dans la relation
AUH-:[; UH-:h = vr+n+z£(p+v) - QH"“VH-O-"(?-')?

nous supposons successivement & égal a o, 1, 2, ..., 7, nous obte-
nons par addition

k=n

Z U " U = Ur+7ne U:+(’1n+l)v bt Q"?U,,_‘_“,H_‘)PUH_,"
r42kp Usgake —
( 1 3 ) k=0

AQ ) Uy, Ugoy,

U, U, — QU T,
AU U,

ct nous trouverions de méme les sommations

k=n k=n

i '4/ Vr+’."?vt+1‘q et 2 Ur+7lp v:-o—‘lh.

Qb('(+a) Q‘(T":G-I*-
k=0 k=0
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On a, en particulier,

K U: U:I U;I U(’n—‘-l)l' 1 U”'N-l)'
6‘+'Q—"+-G"+...+6(-;_-._-I);:5 m—-‘—*‘_—.); —2"—3],
U U U2, Ulnewr 1 U )
Lo P oy e T S o
'5) Qr Qr Q> Quor A U, Qn+nr 2n—21,
v v v v Upneoy
I Qr Q:r ' ar e Qur =2n—1+ U'(!nr,
vV Vi V. Vieoor Uitusiyr
\C;+—QT’+G'-}—.--+W_QH+2+G:O( et

On obtient encore

U, . Vuu-:(.-o.n)r - Vn - Q"( Vuu-nnr ad V,._,,)
; m+ hr — A(v"-—Q"——l)
Q(l+l)r___ 1

< k= A(Q— ')’
Z v’ = V:.+1(.+|)r - Vzu h Q”(vlm-b-‘-r - v:-—-u)
k=0

>
n

k

(16)

- A(V”—Q’r—ll\
Qe —1,

=1’

=+ 2Q~
en particulier, pour P = 1, Q = — 1 dans I’équation (1),
U+U0l+02+...+U:=0,0,,,
et, par la premiére des formules (10),

l+\/§_l+l 1 '

-+
1? 1’+1? 124124 2?

I 1
—_ -+ ey py e e
P14 2243 O 204 32452

4. Pour la muliiplication des fonctions numeriques, on a d’a-
bord

(17} U,.—=0,V,, 2V, =V} —Al;,
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ct, a cause de la premiere des relations {6),
118) Vi = Vo —2Qn

On a ensuite les formules

U, = AU} +3Q"U,,
) ) Un=3U2+5QAU; + 5Q7U,
v ' Co =2 20U} + 5 QuA' U2 + 14Q=AU; + Q¥ L,

et aussi
Vi = V3= 3QV,,
V= Vi —4Q"Vi+2Q»,
(20) ¢ V=V —5Q°V3 +5Q"V,,
( Vo= Vi — 6Q"Ve + 9Q=V2 — 2Q*V,,
e e e ,

qui correspondent a des développements bien connus; on en dé-

duit inversement

‘ V.= \/'.‘.Q" -+ Vo,

, V=V y2Q o Ve
{21) ‘ ..
' vV, — \/z()r. iy 2Q™ 4+ \";‘;‘ )t
Ces formules sont analogues a celles qui donnent coszq cos ;—;’

; on trouvera de méme des formules semblables a celles

=
COS —=9 +e=3
- - .

16
- - e de L3
ui donnent les expressions de cos =——» €0s ——» €0s —-— 5 clC.
! I 3.2" 5.0r 15.2"

On peut exprimer les puissances de U, ct de V, en fonctions li-
néaires des termes dont les rangs sont des multiples de 7, par des
formules analogues a celles qui donnent les puissances de sin z et
de cosz développées suivant les sinus et les cosinus des multiples



— 18§ —

de I'arc z. On a aiunsi

CAUR == Vi, —2Qn,

AU; = Vi — 4Q*V.. = 6Q,

AU, =V, — 6Q"V,, + 150"V, — 20Q*,

A'Us =V, — 8Q "V, + »8Q*V,, — 560Q* V., + 700Q",
| AU} =U,, —3Q"U,,

AUp = U, — 5Q"U,, + 10QU,,

AU, = U, — 72Q*U,. + 221 Q" U, — 35Q*U,,

AU} = U — 9Q"U., + 36Q+U,, — 81Q*U,, + 126Q*U,,,

.................................................

et

Vi=V,+20Q",

V=V, + 3Q"V,.

Vi=Vi.+ 4Q'vu -+ GQ"‘,

(23) V=V, +5Q"'V,, +10Q"V,,
VE=V.+6Q'V,+15Q"V,, + 20Q*,
Vi=Vou+75Q°V,, + 210"V, + 35Q*V,,

5. En désignant par p ct n deux nombres quelconques, on a
Pidentité
z—zP Pt — gt . 3 — 2 .
(r —3) (1 —z#) + —z)p—2r") (1—3z)(1—2)"

si'on fait successivement n égal a 1, 2, 3, ..., n, on obtient en

r

faisant I'addition, et ¢n posant z = —,
a

( QUp o QU Qi

, TU U T Ul T

( + QP"rU(p—u)p"r — Q'U(’"H_u)r.
Up"rUp"*"r U,UP-«LI,

(24)

On calcule les numérateurs et les dénominateurs de ces fractions
au moyen des formules de multiplication ; lorsque 2 augmente in-
définiment, le second membre de la formule précédente a pour
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. . b
limite I'expression —» et l'on a, par exemple,

U,
. l)’_Q’ er Q:r Qu-
(25) U_r_Uzr+Ulr+Ulr+UI¢"+..'
¢t ainsi
=5 i v
2 1 3 3.7 3.9.49 3.7.47.2207_*-""
'.—‘/:_-— l+_£_ 5 -+ ! -+ H
2 2 2'.3+2’.3.|7 24.3.17.5779 "7

il est aisé de généraliser la formule (24) qui donne des développe-
ments trés-rapidement convergents. Cette formule revient au
calcul des réduites d’'une fraction continue périodique dont les
rangs sont en progression géométrique. C’est, en quelque sorte, la
combinaison du calcul logarithmique et du calcul par les frac-
tions continues. Ainsi le dénominateur de la trentiéme fraction du

développement de 1— V5

a environ cent millions de chiffres.

Les formules de duplication

U.V.=U,, et AU 4+ Vi=2V,,
donnent
AU, Y, \2%
AN R VR

en changeant successivement z en 27, 4n, 8n, ... et ajoutant, on
obtient

:26) A(—I&+2U7"+._,+2PU2P"):2P+IV’P“"__V"

vn v:n V’.'Pu U1P+'n U: ’

ct, en divisant par 2” et faisant croitre p indéfiniment,

U‘"+ o [.J_"'_+21U"'+23&'.+
R Vin Vi 7

) 1
(27) -= j
VAR 2K 2X2x2X...

cette formule correspond i la formule connue

L o acotzr =tangx + —tang® + tangZ +...+ LiangZ +
z x = tang Slang > + g7 o T gL+

4
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6. Soit I'(x) une fonction dévéloppable en série convergente
pour toutes les valeurs de la variable dont le module est inféricur
a I'unité ; par exemple,

Flz)=A+Ax+ A’ +. ..+ A2 +...

on aura, par conséquent, en supposant s positif,

» ~2 n
F( z ):A,+,\,.“ 4+ A hd AL —

143 -3 Ta+z) "(i+3t
1 1
F = A +A —— + A, - ...+ A, +.
142 153 (14533 (t—2zm

r

- . . b
donc, par addition et soustraction, en faisant z = — (avecla con-
a

dition de » pair, lorsque les racines a et & sont de signes con-
traires),

\

ar Q\ V, V. T3
] ‘F('\T;) _i_F(V'_)_?'A.+‘\|v"+A1-\_';,+A’\',"_+...,
(28) « 0 U G v
a " —_ r r r A
( F(v—') —F(-‘Tr>.:\/A (A.VrA,+ Ay
- br . ,
Sil'on suppose z = — —»on obtient deux dévcloppements ana-

logues aux précédents ; mais, bien que ces développements soient
beaucoup moins rapidement convergents que ceux du n° 5, leur
étude parait plus importante au point de vue de I'Arithmétique
supérieure, dans les recherches concernant les lois de la dissémi-
nation des nombres premiers dans les séries a termes commensu-
rables.

Le développement du bindme (1— .x)™ donne ainsi, pour m
quelconques, les développements

'V_,,,:v_ﬂ\_’,_l-m(m—l)V,,_m(m—-1)(m-—2)&. .

‘\/"‘ ‘ 1V, 1.2 Vi 1.2.3 vy T

(29);U,,,_mU, m(m—1) U, mim—u)(m—2)U,
N~ 7TV, T 1.2 Vi 1.2.3 E T

que Pon peut déduire dircctement de la formule de Bernoulli
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pour m=—1,0na

Vi v Ve Ve Vo
0] E A A F T
o
( iC, U, U, U. U,

o=V, vVt v
par exemple, pour P=1 ¢t Q = —1,

3 - 18 4g

9“—‘2+3'+(—')+;:7' 8l+
T3 g 27 81 243

les numérateurs de ces deux séries de fractions sont donnés par la
relation de récurrence

N.+1 = 3N:.+l - Nn.
On obtiendra des formules analogues en supposant m = == i le

développement de (1 + x )™ == (1 — x)" donne aussi d’autres for-

mules.
Le développement de log(1 — x) donne les formules

+

"O ‘: &+l""+l‘_,3f+.l.‘i':
(31) V, 2V} 3V 4V}
('0 _.2/A(U lU—"—i—l-l-l’—'-%iU"—+~...\'-
B =2Va\V, T3V T3V TV, J:

. 1— 2z
et celui de log -—— donne
1+ x

3a) togl mayE (L LA X0 oy
k gQr—* ) <Vr 3V} 57V 7 7V; )
La formule connue (*)
~lo z+h—/1' _r 2 b
2 gz-—/L_ © z2:— /i3 3‘(;7*_/“11
+2'4‘* e ?___(’_ s
3.5 (22— I'p 3.6, (st — it ’

(' Herwite, Cours d’Analyse de UEcole Polytechnique, t. 1, p. 272.
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dans laquelle on fait

z+h=a, z—h=0b, 22—=Q, h'= é‘?i,
donne
. ar VAU, 1 2 AUL 2.4 AU 246 AU2 )
l33) IOg o — a er 3 22Q* + 3.5 2:Q 3.5_7 2!er *

on suppose, pour la convergence, AU2Z 4Q"; on a ajnsi, a la
limite de convergence,

= f(r 2 24 2.4.6 2.4.6.8
'"3("“”—‘5(7_5'*T5‘3.5.7+3.5.7.9"“'>'

Les développements de arc sinz et de (arc sinz)* donnent de méme

| ar \/KU,['_ 1 AUZ v.3'2 AU ’
S 1.2.32Q "1.23452Q" )
(34) « o
(1. ,a_AUL 12 AUE 12 AT
0T QT 3370" 335000
et a la limite de convergence
_ ' (1.3 (1.3.5%
log (1 + V2)=1— 123" 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 ’
, - 12 124 1 2.4.6 ,
lOg (l+‘/2)—_—l—;'3 +3 35 5.375_7- -+ ... ( )

La formule remarquable de M. Scholtz (*) conduit au développe-
ment

3
g 87Ty 337 1y AU
Og Qr"" QJ:: ? 4_5 32 Q.ZQ'
+3.5.3 . _'__,_L AU .
(35) 4.6.9 TE TR 2¢Q
- 3.5 n..lon—1)3 1
4 2D ey L
T 4.6.8...2n.(2n +1) [I TR
1 AUt
+(2n—1)’]2’"—’0(""’+°"§

(*) Lasast, Essai sur les fonctions hyperboliques. Paris, Gauthier-Villars, 1874 ;
p- 26.
(*) J. Bertranp, Traité de Calcul différenticl, p. 424.



et a la limite de convergence
- 3.3 | 3.5.3 1 1)
log:(1 + 2 =l— 5 |+T')+7.—' 1+ = 7-\—...
g1+ y2) i3 3) T iG.; 3w
7. Les quantités a” et 4" sont les racines de I'équation
32— 3V, +Q =o;

si 'on développe 'une des racines par la formule de Lagrange,
on a ainsi

i . Or O:r 4 Q:\r 5.6 Olr
b= N *vitavitasvitoo
0 Qr 3 Q:r 5.4 er
! \ ohr — _—— — —
136) lo b__log‘ v +2\',’~+--3\,‘+" .
° br  Q Qv 5Q" 7.6 Qv
3T v tveTavitasNe Tt

L’équation précédente donne

br—= -1

et par le développement du radical par la formule du binéme

\ r_l_o—r _'_'-"’Q" 1.3 250'" .
(37) b= N s Y Tagg v T

en particulier a la limite de convergence

- 1 1 1.3 1.3.5
Ve —1=- — — —+ — — s + ..
p 2.4 2.4.0 2..4.0.0

On a encore

6.5 Qv + 7.6 ?
I

) =+ E IS

Si l'on applique la formule de Burmann au développement de =

. . 23 .
suivant les puissances de oo obtient pour tout module de =
-
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inféricur a 'unité
— 1 232 + 1 23 ’+ 1.3 23 ’+
Tar+2 2.4 \1+ 23 2.4.6 \1 + 2? A

. . br
ct, sil’on fait z*= Z° on retrouve la formule (37).

Sur le paraboloide des normales d’une surface réglée ;

par M. A. ManNHEIM.

(Séance du 25 juillet 1877.)

Soit G la génératrice d'une surface réglée (G). Le paraboloide
dont nous allons nous occuper est le licu des normales a (G) issues
de tous les points de la génératrice G. '

Prenons (fig. 1) pour plan horizontal de projection le plan tangent
4 (G) au point qui est al'infini sur G et pour plan vertical de projec-

Fig. 1.

\
\

\ ’
\ m
/’”\/'/ :
\
\

a_~1\0

e

-~
b

R

N

P m

o )
—_—

tion un plan perpendiculaire 4 G. Désignons par ¢ le point central
sur G. Le plan central est le plan mené par G perpendiculaire-
ment au plan horizontal, et alors la normale a ce plan, élevée du
point central, est la perpendiculaire menée a G dans le plan hori-
zontal a partir du point ¢. Cette perpendiculaire appartient au pa-
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SEANCE DU 27 JUIN 1877,

PRESIDENCE DE M. MANNHEIM.

Communications :

M. Jordan : Sur une classe de groupes d’ordre fini, contenus
dans les groupes linéaires.

M. Halphen : Sur un théoréme d’ Arithmétique concernant des
suites analogues a celle de Farey. M. Haton de la Goupilliére
ajoute quelques remarques.

M. Fouret : Sur deux lois générales des courbes géométriques
énoncées par M. Chasles.

M. Ed. Lucas : Sur la décomposition des nombres de la forme
a4

M. lc comte Hugo : Traduction de deux lettres de Watt, rela-
tives au parallélogramme.

SEANCE DU 11 JUILLET 1877,

PRESIDENCE DE M. MANNHEIM.

Communications :

M. le comte Hugo : Sur la courbe des variations de l’étoile du
Cygne, et sur certaines anciennes sphéres célestes.

M. Haag : Propriétes geénerales des surfaces déduites de la mé-
thode des équipollences.

M. Bjerknes : Sur la théorie du mouvement des corps de formes
constantes ou variables dans un fluide incompressible.

M. Ed. Lucas : Sur les développements en séries des irration-
nelles du second degré.

SEANCE DU 23 JUILLET 1877,
PRESIDENCE DE M. MANNHEINM.
Communications :

M. le comtc Hugo : Sur l’Histoire et la Géométrie de la con-
stellation d’Orion.
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8i la ligne de striction coupe, sous un angle constant, les gené-
ratrices rectilignes d’une surface gauche, cette ligne de striction
est une ligne geodésique de cette surface.

Si la ligne de striction d’une surface gauche est en méme
temps une ligne géodésique, elle coupe sous le méme angle toutes
les génératrices rectilignes de cette surface.

Théoréme sur la Géométrie des Quinconces;
par M. Epouvarp Lucas.

(Séance du 7 novembre 1877.)

Les centres de trois cases quelconques d’un échiquier de gran-
deur quelconque ne sont jamais situés aux sommets d’un triangle
équilatéral ou d*un hexagone régulier.

En effet, on observera d’abord que, si I'on considére I'échiquier
comme indéfini dans tous les sens, le centre d'une case, I'un de
ses sommets, ou le milieu de I'un de ses cdtés, est toujours un
centre de symétrie. Cela posé, désignons par A, B, C les centres
de trois cases, ct supposons-les situés aux sommets d’'un triangle
équilatéral; le milicu de la ligne BC est évidemment placé sur 'un
des centres de symétrie de I'échiquier ; par conséquent, le point D,
symétrique du point A par rapport a la droite BC, ou, ce qui re-
vient au méme, par rapport a son milieu, cst aussi le centre d'une
case. Dans le triangle isoscéle ABD, on a d’ailleurs

H)d: 3@1;
mais, d’aprés la nature de ’échiquier, on a
' A_B.’::a’—l— b, H)’:: ¢+ d?,
a, b, ¢, d désignant des nombres entiers. On aurait done
G di=3@ b,

ct par suite le nombre 3 diviserait une somme de deux carrés, ce
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qui est impossible, puisque ce nombre n’est pas lui-méme une
somme de deux carrés.
Il en résulte que le systéme des équations indéterminées

Pyt e=r—u'+y—v3

ou le systéme
B+y=w+v=2lur+vy),

est impossible a4 résoudre en nombres entiers ou fractionnaires.
Nous montrerons ultérieurement comment on peut, par la géo-
métrie des quinconces, démontrer ces deux théorémes d’Arith-
métique :

1° Le produit d’'une somme de deux carrés par une somme de
deux carrés est une somme de deux carrés.

2° Tout diviseur d’une somme de deux carrés premiers entre
eux est une somme de deux carrés.

Remarque. — 11 est facile dans I'espace, pour un échiquier cu-
bique formé de cubes égaux et juxtaposés, de trouver, et d’'une
infinité de maniéres, trois ou six cubes dont les centres soient dis-
posés aux sommets d’un triangle équilatéral ou d’un hexagone
régulier, ou quatre cubes dont les centres soient disposés aux
sommets d'un tétraédre régulier.

Sur les singularités des courbes gauches algebrigues :
S 4 3 q
par M. Hareuex.

(Seance du 7 novembre 18;7.

Dans plusieurs Mémoires antéricurs ('), j'ai traité un grand
nombre de questions relatives au dénombrement des singularités
des courbes planes algébriques. Pour la solution de ces questions,
j'ai fait usage d’'unc méthode uniforme que j'ai exposée, réduite a
sa plus simple expression, dans mon Memoire sur le contact des

') Recueil des Savants étrangers, t. XXVI; Journal de Mathema:iques. 3° serie.
t. Il; Bualletin de la Societé mathématique, passim.
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Nous pouvons démontrer ce théoréme de deux maniéres : le
nombre cherché est en effet égal, d’une part, au nombre des points
de contact avec (p, ¢q) des surfaces paralléles a (m, n,r), de I'autre,
au nombre des points de contact avec (m,n, r) des surfaces canaux
ayant pour axe commun la courbe (p, ¢). En suivant la premiére
voie, le systéne des surfaces paralléles a (m, r, ) ayant pour carac-
téristiques : p. =m —+ n+r, p=n+r, le nombre des contacts
de ces surfaces avec (p, ) est (7) égal a

(m+n+rjg+(n+r)p=mq+(n+r(p+gq)

Par la seconde maniére, on a, pour le systéme des surfaces canaux

de(p,q)yr=p—+q,v=gq, p = p -+ q; le nombre des points de
contact de ces surfaces avec (m, n, ') est (3)

n(p-+-qi+mq+rip+q)=mqg+{(n+r)(p-+gq),
nombre déja trouvé par la premiére méthode.

Remarque. — Nous sommes loin d’avoir épuisé les questions
que souléve la recherche des normales communes ; mais il nous faut
avouer qu’cn dehors du cas de deux courbes plancs situées dans un
méme plan, lc probléme devient beaucoup plus compliqué, lorsque
les courbes ou surfaces que I'on considére touchent le plan de I'in-
fini, que 'ombilicale est contenue sur les surfaces ou rencontre les
courbes.

Sur les congruences des nombres culériens et des cocfficients dif-
férenticls des fonctions trigonométriques, suivant un module
premier; par M. Epotvarv Lueas.

1. On sait que, lorsque 'on remplace . par les nombres entiers
consécutifs dans une fonction f(x) entiére ct a coefficients entiers,
ou dans une expression de la forme (A, B, C, ..., a, b, c, ..., entiers)

olz) = Aa*+ Bb*+ Cer +Dd*+. ..,

les résidus des résultats de la substitution pour tous les modules pre-
miers ou composés se reproduisent périodiquement, et 'amplitude
de la période est, en général, pour un module premier p, égale au

vI. 4
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module dans le cas de la fonction entiére, et au module diminué
de l'unité dans le cas de la fonction transcendante. Ces propriétés
sont indiquées par les formules suivantes, pour k entier et po-
sitif :
Sx-+kp ==fx mod.p),
olz-k p—1-:glxl {mod. p}.

\

Nous avons indiqué les résultats analogues pour les fonctions
symétriques des racines des équations algébriques a coefficients
commensurables. Nous montrerons que, dans le cas général, les
cocflicients différentiels des fonctions rationnelles de I’exponen-
tielle ¢ possédent les propriétés numériques de la fonction o.

Soit d’abord
S6CX =1+ @ 2+ A, X +a,a’+...;
on obtient, en multipliant le premier membre par cosx et le

sccond par le développement de cos.x en série, la relation

a A:n_a Moy Mon_s e a, . | —o
2 - ’ - 0 . — {— Ty — -
" ol 4! 6! 2n—2:1 7 2n !

On en déduit le déterminant du r'“™ ordre /)

1 o o0 [}]

| =
1
1
-
-
-
~
(=]

-~
N

< -
£
N
ol
(=]

| -
|
| -

o2
=2
-~

1
;—i s

2. M. Sylvester (Comptes rendus, t. LI, p. 161) a appelé
nombres d’Euler les coefficients, pris en valeur absolue, déter-
minés par la relation

E.= —1"1.2.3...02n au;

(*) J.-W.-L. Guaisaer, Expressions for Laplace’s coefficients, Bernoullian and
Eulerian Numbers, etc. (The Messenger of Mathematics, n° 61, 1856).
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on a donc, par le changement de x en x\'—1, la formule sym-
bolique

2.

o u.= — ek~
c‘ - e-‘
et, en général,
dmu,
dz’ -

et, par I'application du calcul des résidus,

En chassant les dénominateurs dans 'équation (1), et en iden-

. - x .
tifiant les coeflicients de T3 5’ On @ pourn > 1, la relation
récurrente
{(2) (E4+1*+ (E—1}"=0,
qui donne le déterminant
' 1 o o ...
1 6 1
E, :—iv"r 1 45 15 1 . R

i
[+ ¢ CoCoo oLl G
formé par les lignes de rang pair ct les colonnes de rang impair du
triangle arithmétique.

Les nombres culériens sont entiers et impairs; Sherk a démontré
qu’ils étaient terminés alternativement par xet 5 ('). Ces pro-
priétés sont des cas particulicrs des suivantes.

3. Dans le triangle arithmétique, tous les termes de la p'*™ ligne
sont, pour p premiery divisibles par p, 4 I'exception des coefficients
extrémes, égaux a l'unité; ceux de la (p + 1)i*™ ligne sont aussi
divisibles par p, a I'exception des quatre cocflicicnts extrémes égaux
a l'unité. Si l'on continue la formation du triangle arithmétique,

/Y) Poir Sterx, Journal de Crelle, t. 79, p. 67.

4.
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en ne conservant que les résidus suivant le module p, on reforme
deux fois le triangle arithmétique des (p —1) premiéres lignes ;
puis, a partir de la (2p)i*™ ligne, on le reforme trois fois; mais
chacun de ces triangles est pris respectivement 1, 2, 1 fois; a partir
de la (3p)¥=e ligne, il est répété quatre fois avec les coefficients 1,
3,3, 1 de la troisiéme ligne, et ainsi de suite. On a donc, en gé-
néral, pour p premier,

Cr=Cn < C (mod. p),

(. . m n .
m, et n, désignant les entiers de » et de b’ et pet v les résidus
de m et de n suivant le module p. On a de méme

Cn=Cn < C+ (mod. p),

et, en général,
Cr=C:C:C: ... (mod.p),

s THs
f1y 3y U3, - . . désignant les résidus de m et des entiers contenus

.. . m m m
dans les fractions —» —» T et de méme pour vy, vy, v5, .. ..

Quant a la (p—1)i*™ ligne du triangle arithmétique, elle est
formée alternativement par les résidus + 1 et — 1. La formule (2)

donne
(E+1)p +(E—1)p—' =o,

ct, en prenant les résidus,
E _ +E_,+E_+...+E+E=0 (mod.p).

On a donc ce théoréme :

Si p est un nombre premier, la somme des nombres eulériens,
pris alternativement avec les signes + et —, et dont l'indice est
inferieur & p, est divisible par p.

Les premiéres valeurs de E sont données par les formules

E) -+ E. =0,
E.+ 6E,+E,—o,
Eg -+ I5E‘ +15E, + E,: o,
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on a ensuite, a partir de p + 1, par congruence,

qu 4+ Eo =0

Epiz + 3B, + 3E, +E,=o

Epos +10E, s+ 5E, ., + 15E,+ 10E; + E, =0

.........................................

(mod. p).

La comparaison des deux systémes de formules donne successi-
vement

Ep.c-l EE!
E,..=E

g *} (mod. p).
Ep+9 =E,

Ceeienan ]

On a donc, en général, quel que soit 'entier positif &,

EmE Eu-)-ﬁ(p-l) (mOd- p) H
et, par suite :

Les résidus des nombres eulériens, suivant un module premier
(ou composé), se reproduisent dans le méme ordre, comme les
résidus potentiels.

4. Sil'on pose

2 @ x x?
ll‘:(m;) jEl.O""‘Ea,l‘l‘ +E¢',I.2 +...
x"
+E,,n——+..‘.
1.2.3...n

ou, sous la forme symbolique,

2 «
ut= (e‘———:) = eEaI,
-+ e~

N

les cocfficients E, , sont détecrminés par la relation symbolique
Eo=[E+E +E +...4+ E®],

dans laquelle on remplace les exposants de E, E,, E”, ... par des
indices, et supprimant cnsuite les accents. Nous appellerons les
nombres E, les nombres eulériens d’ordre a; ces nombres sont
entiers, et leurs résidus, suivant un module premier, se reprodui-
sent périodiquement; on démontrera, comme précédemment, que
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I'on a
Ec,n:-—zEc,vm-‘(,u—Q ilnod. P

On a donc ce théoréme :

Les résidus des coefficients différentiels d’une puissance entiére
et positive de sécx, suivant un module premier, se reproduisent
periodiguement.

Ces considérations s'appliquent, en général, aux coefficients dif-
férentiels d’une [raction rationnelle de e*, mais dans certaines
conditions, et par exemple a ceux de

o'r
Qi€

. , , T
mais, dans le cas de la cosécantc ou du développement de T

ce théoréme n’a pas licu, parce que ¢(1) est nulj les coeflicients
différentiels, qui sont ici les nombres de Bernoulli des divers
ordres, ne sont plus entiers, et leurs dénominateurs contiennent la
série indéfinie des nombres premiers.

Nous montrerons ultérieurement comment les réciproques de ces
théorémes conduisent 2 de nouveaux théorémes analogues a la ré-
ciproque du théoréme de Fermat, ou, avee des restrictions, a des
théorémes analogues au théoréme de Wilson.

Sur les courbes unicursales de troisiéme classe; par M. LAcUERRE.

(Séance du 21 novembre 1877.)

1. Soient A, B et C trois points d’une conique K et un point P
pris arbitrairement dans son plan. Par les quatre points A, B, C
et P faisons passer une conique arbitraire H et soit Q le quatriéme
point ou cette conique rencontre K.

Cela posé, étant pris un point M arbitrairement sur K, menons
la droite MP et joignons an point Q le point I, ot MP coupe une
seconde fois la conique H. La droite 1Q coupe K en un second
point a; joignons-le au point M. La droite Ma enveloppe, lorsque
le point M se déplace sur la conique, une courbe qui est évidem-

N
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mener que trois tangentes a cette courbe ; donc les points de con-
tact des tangentes communes se réduisent a trois.

Lecercle est donc tritangent ala courbe, et les normales au cercle,
en ces points, lui sont également tangentes.

4. Les propositions précédentes se vérifient immédiatement sur
les courbes unicursales de troisiéme classe les plus connues, telles
que la cardioide ct U'lhypocycloide a trois points de rebrousse-
ment. On peut se proposer un probléme analogue pour les courbes
de quatriéme classe :

Trouver toutes les courbes de quatriéme classe par lesquelles le
lieu des sommets des angles droits circonscrits se décompose en
un cercle et une courbe résiduelle.

J’examinerai ce probléme dans une prochaine communication.

Sur les développements en séries; par M. Epouarp Lucas.

L’étude des nombres de Bernoulli est importante : 1° dans le
Calcul des diftérences ct des sommes, ou ces nombres se présentent
comme coefficients des puissances de x dans la somme des puis-
sances semblables des x premiers nombres entiers; 2° dans le
Calcul dillérentiel, ot ces nombres se présentent comme coefficients
des puissances de la variable dans les développements en séries;
3° dans le Calcul intégral, comme valeurs d’intégrales définies;
4° daus I' Arithmétique supérieure, et principalement dans la théo-
rie des résidus potentiels, aussi bien que dans celle de I'équation
indéterminée

xP —q—}fl' = 2P,

ainsi que 'ont montré Cauchy, Genocchi et Kummer.
Nous avons montré précédemment le grand avantage obtenu par
I'emploi du calcul symbolique pour le calcul de ces nombres (1),

', Comptes rendus de U’ Académie des Sciences, septembre 1876.
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et des nombres cntiers qui proviennent du théoréme de Staudt (*),
pour le calcul des sommes des puissances semblables des nombres
inférieurs et premiers a un nombre donné (*), pour le calcul des
coefficients des sommes successives (*).

Nous allons faire voir que I'application du calcul symbolique
permet de simplifier la théorie des développements en séries ct de
généraliser des théorémes bien connus, tels que ceux de Stirling
et de Boole.

1. Soient f; . le cocfficient de -2—‘; dans le développement de

. . "
u = f(x) en séric convergente, et f,, le coefficient de i dans le

développement de uP; on a les formules symboliques

x x? at x"
173 :e’.‘_—,:.f.'.—}‘ 1 . '+-jl|'_-;! - ._53—! +...+f‘|.. ;—! ...y

x x? x? x"
[P % S - — L — .
ul’_,_. e'r’—‘.l;l,n+j‘,l,l | +f;1,12! +jp,.i3! + AR +_f;ﬁ.n n! +....
Nous dirons que les coefficients f, , sont d’ordre p et de rang n:
mais 7 sera toujours enticr positif, et p quelconque, positif ou né-
gatif, entier ou fractionnaire. Nous supposerons, de plus,

'f,",“_:l, f;,'nt:l, f:w:..:l, ./;'I'j:o’

et nous rappellerons qu'il faut toujours tenir compte de I'expo-
sant zéro.

On peut calculer les cocfiicients d’ordre p au moyen des cocfli-
cients du premier ordre; en effet, on a la formule

v fonm o LT fiT

dans le développement de laquelle on remplace les exposants de
[l S o S par des seconds indices, et I'on supprime ensuite
les accents.

En particulier, si 'on désigne par p,, ¢., 7., ... les nombres
des arrangements de p, ¢, 7. ... objets n a n, les développements

(" Annali di Matematica pura ed applicata, Milano, 1855.
*) Nouvelles Annales de Mathématiques, avril 18;5.

Y The Messenger of Mathematics, Cambridge. octobre 1855,



symboliques
4z --err, A4z e, 14 x) e,
donnent, par multiplication,
[prqr+.. Ju=ip+qg+r+...]"

c’est la formule du polynoéme des factoriclles.
D’autre part, si f(x) =e", on a

_/‘l.n =1, j;'.u s P",

ce qui est exact. La formule (1) exprime le coeflicient d’ordre p et
de rang n en fonction des n premiers coefficients du premier ordre.
On a aussi la relation

2) Jont= e £
et, plus généralement, pour

p:.—_-)\—'-y—!—v—-i—...
la formule

(3] Jow = firfot foten
ct aussi, pour n diflérent de zéro,
(4 o ifytfot

cette dermiére formule donne la relation entre les coefficients
d’ordres égaux ct de signes contraires. Nous observerons d’ailleurs
que les relations (2) et (4) donnent lieu a des déterminants qui
expriment f,, en fonction des f,_, et des f;, ou en fonction des
S—p» ctinversement.

Le caleul des f,, pour p enticer et positif; s’eflectue plus avanta-
geusement de la manicére suivante. On a 'identité

"e/-"l' - et
cty en prenant les dérivées des logarithmes des deux membres,

pfiels  f,ehe
.”(f/|"7 —-é‘,,‘“.
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. . . zn - .
En identifiant les coefficients de —jponen déduit la relation

(5) PAf+Tol =Folfi+ 1o)

qui exprime f,, .., en fonction des n premiers coefficients d’ordre p
et des n + 1 premiers coefficients du premier ordre; on peut en
déduire f, .., par un déterminant ne contenant que les f;.

2. On a les développements bien connus

xr
(6) U —=--—-—- —_:enl",
! e —1

'z + B —B*
(7) Sami(@) =1 22— + 3 .+ (. —1) = ‘——"'———.
dans lesquelles on remplace les exposants de B, par des seconds
indices, et B, , par le nombre de Bernoulli correspondant pris avec
un signe et un indice convenables ; ces nombres se calculent par la
relation générale

(8) F(z +B,+1)—F(z +B)=Fir),

F désignant une fonction quelconque. La formule (8) contient
toutes les relations connues pour le calcul des nombres bernoul-
liens ct un grand nombre d’autres. On tirc immédiatcment de la

formule
(7) dsS,'z)

'—(1;‘— tnS,.__.(x} —+- B. '~"3.

Cela posé, on a, pour les nombres bernoulliens d’ordre négatif,
et —1\?
eB-rr = - )y
x
. . . z"
et par suite, en égalant les coefficients de 3

S R —

'p—1)
><[I'I'+"_,)ll'—"p+n+l-,‘_l,__—lip-~2}y+._"'—l’

| 1.2

(*) J. Bertraso, Calcul différentiel, p. 352. n° 351.
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ou, par une formule connue du calcul des différences,

AP or+n
p+1:n+2,...n+p;’

(9) B,.=

on a, en particulier,
1 2" — 2
Boo=—— Bo.=-—i—e
n4-1 n+1)(n+2)
On peut obtenir les nombres de Bernoulli d’ordre positif par la
méthode suivante : j'ai donné (Comptes rendus de U’ Académie
des Sciences, septembre 1876) la formule

l!’F{xn xh L "IP)
(10) dz,dz,dz, ... dz,

= AP - Flz.+B,, z,;+ B, ..., z,+B"],

2 =t,r,=0, 0,

dans le développement de laquelle on remplace les exposants de
B\, B}, ... par des scconds indices, et I'on supprime les accents;
par conséquent, si ’on pose

Flx, z, ..., 2))= (i +Za+... 4+ 2,)",
on obticnt, en faisant ensuite xy = x,=...=x,= o,

! \
. . \ p—1).
i1 .\B,,—+—p)"-—17’{ ,,+p—n;"+-’3%; p+p—2"t... kBl =o,

ou symboliquement

(12) ArBj = o;

cette dernic¢re peut s’éerire, en ordonnant suivant les seconds in-
dices de B,, sous la forme

(13) (Bp+ Aroj"= o,

dans laquelle on remplace les puissances de B, par des seconds in-

dices et les puissances « de AP0 par APo®; celle-ci donne licu a
un déterminant; d’ailleurs on a encore

(15) (B, +B_,)"=o,

ct 'on remplacera les B_, par la formule (9).
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3. Le calcul des B, se fait plus rapidement par le procédé sui-
vant : si I'on élimine e~ entre u” et sa dérivée, on a I’équation

dne , - o

r— =pii— x\ur — pur+';

dx P ' P '

donc, en égalant les coefficients de 2", on trouve
(15) PBp-H.n: \]'_ n' B[J.N—pnnl.l—li

On a, en particulier, pour p =1,

(16) B,.=:1—niB,.—nB, .,

et, pour ¢ >>1, selon que n est pair ou impair,
Big-:'1—2¢)Biay, Biygeiz— 142q)Bi .

Pour p = 2, on a encore

2B3,n e ':2 —n B:.u_ 2"“:.-4’

et, en remplacant les B, , en fonction des B, ,,

(15) 2Bia=n—1''n —2)B,,+3nn—2'B., \+2n'n —1)B,,._,.
Pour obtenir une formule plus générale, nous changerons n en

n — 1 dans la relation (15); nous avons ainsi

PBp-H,n - P —n' Bp.n - pan.&—lv
po+|.n—l = ‘p —n +l; Bp.n—l - p(n - l) Bp,n—!-

Multiplions les deux termes de cette derniére par {p + 1) 7 et ceux
de la précédente par p — n 41, ct retranchons; nous obtenons,
en tenant compte de la formule (15),
'p+1pByen=p—n-1p—nB,.
—(p—n--1 2p+1'nB,._,
+plp+1)nin—1}B, ...
On obtiendra de méme
(p+2{p+1pBpsn
ip—n+2(p—n+1"p—nB,,
Hip—n-=2pp--il+p(p+2. + p+1 p+2nn—1'B, .,
—pp1p+2)nln—1 n— 2By,



et ainsi de suite. Pour p =1,

1.2.3B,—- —1pPn(n—1)n—2)(n— 3}
l‘l a 1. a—1 ,a— Bl.ll—
= (—'— +6--B--'- -+ 11 B'_--' + 6 — )
n n—1 n-—2 n—

on a, en général, la formule symbolique

8 (1.2.3...pBoyin
10, . . , i .
Y = i o) (n—pigr (i B+ Bl (p + B
dans le développement de laquelle on remplace les exposants de 8
par des indices, et faisant ensuite

ﬁ — Bl-q

SN
q

On vérifie cette formule a posteriori; elle exprime les nombres
bernoulliens d’ordre p + 1 en fonction linéaire de p + 1 nombres
bernoulliens consécutifs du premier ordre.

.4. Nous indiquerons encore les relations des nombres de Ber-
noulli des divers ordres avec d’autres fonctions numériques. Posons
dans la formule (135)

A, pp—r1...(p—n-=+u
(19} B - — l\,"—f-'-, C == e ety
19! prtn Cpn P 1.2...n
nous obtenons
'\20‘) :\1,,,. = Ap-l,u = p Ap—r.n—l-

C’est la relation qui existe entre les sommes des produits n 4 n des
p premiers nombres entiers, et, puisque les conditions initiales
sout les mémes, les quantités A, , sont égales a ces sommes. On a
d’ailleurs, plus généralement,
- i C C
20 AL = AT A e p {(App A - p g —,
en remplacant les exposants de A,_, par des seconds indices.

On a encore

-1z 42 A3 p 2l A TP - Ap P A,



et par conséquent

(22) x+1j(z+2,. ... z24+p =(x— B,.. "

En prenant r fois les diflérences, on a

(23) A7z — Bpp=p(p—1)...(p—r+1iz+r—1+B,_.r,
ct, en prenant r fois les sommes, on a

(24)

(2 — Bporat” 1.23...p
P P2 P 1230 r—1

&— B =(S,—B,..",
S,.. désignant la 7™ somme des puissances semblables ni¢™* des
x premiers nombres, et S, , I'expression

zlx +1)(z+2)...(2+r—i)
§r.0= T 1.2...r :

5. Les considéralions exposées aux n® 2 et 3, pour les nombres
de Bernoulli, s’appliquent encore aux coefficients des autres déve-
loppements analogues, tels que (*)

— 2z . . , .
ePr — ey avee Flz+P+2:—Fz+P)=2F{z'— a2F (41,
z .
25) 1 efr = —— Flxr+R+2 —Fx+R'=F({z 41},
ef—-¢€ :
2 ! \ 5 \ . \
"”E"‘”L,T_;‘ — Fix+E+4 —Fz+E =aFz+3 —2Fx+1'.
p , .

6. Eisenstein a douné un élégant théoréme pour obtenir les
coefficients f,, , d’ordre m quelconque, lorsque I’on connait ces coef-
ficients pour toutes les valeurs enti¢res et positives de m et de n.
Soit encore

uv—e* et fio—1,
on a

\

m(m —1, .
( =1t

u"':(x+Z—|_)'":l+m(n—|‘v+
1.2

.~ . x" .
le coeflicient de i dans w? est f, ., et, puisque f, . est nul, le

(') Théorie nouvelle des nombres de Bernoulli et d'Euler { Annali di Matematica
pura ed applicata), p. 23, Milano, 1857,



— 65 —
coeflicient de :—; dans (& — 1) cst donné par le développement de
(fa—1)p,

dans lequel on remplace les exposants de f, par des premiers in-
dices ; par conséquent, avec la méme convention

m(m—1)

Sua=mfiat ———(fi—1)+

1.2

m(m—1)(m— 2)
1.2.3

(fo—1);

(fa—1)P+...

+m(m——|)...(m——n+l)
1.2...0

nous ne tenons pas compte des termes suivants qui ne conticnnent
pas x". Dans les seconds membres, le coefficient de f; , est

mm—1)...(m—r-+1) m—r (m—r)(m—r—i)
1.2...r ['— ot 1.2 He

.

]

+(_')H(m—r).. (m — n+|)]

1.2...(n—r)
mais, en désignant par

1, a, b, ¢ d, ..., U, ...,

1, A, B, C, D, ..., L,
les lignes de rang ¢ — 1 ¢t ¢ du triangle arithmétique, on a

A=14+a, B=a+0b, C=b+¢, D=c+d, ...,

ct aussi
1—A+B—C+D—...£L==%

on a, par consé¢quent,

qlg—1) qlg—1)(g—2)
l—q+_|.z - 1.2.3

4 (=1 glg—1)...(g—s+0) _ (_lu(q—l)(q—z)...(q—s).
’ 1.2...8 ! 1.2...8

Cette formule subsiste pour ¢ quelconque, et, en faisant g =m—r

ct s = u —7, on en conclut que le coefficient de f; , est égal a

mm—i1)....m—r-+1) (m—r—1)(m—r—osl..[m—n)
1e2...7 1.2...(n—7)
vI. 5

( 1 )u—r



donc

f._.:m(

m—1)...lm — n)

ol e R e
et enfin
(26) fm:m(m—l)...(m—n)(?_l).,

1.2...n

en remplagant les exposants de ¢ par des indices, et posant

o L.

T m—r

7. Herschel a donné, sous forme symbolique, le développement
de ¢ (e*) suivant les puissances de x; on a, en cflet,

(27) o (e7) = enti+a),

en remplagant dans le second membre les puissances de ¢(1 + A)o
par

Y .
o(t-+A)o" =g (1)o"+¢'(0) == +o"(1}

+ny

Aro" désignant, suivant 'usage, la p'*™e diflérence de x* pour
x = o. Soit, par exemple,
2 (i 2 +2A

\— -
’ ?(I+Ai"—2_+_A‘I’

)= e T E

on a, pour les nombres euléricns, la relation

(28) E,.:(1+A)(l—%’+é—‘—A—o+.--),

de laquelle on peut encore déduire la périodicité des résidus de E,
suivant un module premier.

8. Stirling et Boole ont donné d’autres développements en séries
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qui sont des cas particuliers du suivant. Soit, en général,
( F(x)
Ae+ Be + Cerr 4. ..

(29) 2
_a.+a‘ +('l1—+ .+ a,

I.2...0n

unc fonction développée cn série convergente suivant les puissances
positives et entiéres de x; en écrivant le second membre sous la
forme symbolique e, ct en désignant par f(x) une fonction quel-
conque ct par . I'accroissement de x, on a le développement

(30)  F(hf) = Aeshlis+ab) 4 Bestfis+th) 4 Ceablisrh) 4,

dans lequel on remplace A°f° par f(x), A"f™ par A* f ( )

d"f(x + ah)
S"(x + ah) par f(d;'«-_ .

En cffet, soit f(x) = ge**, on a

d*'f(x + ah)
da*

—_ gel(x‘-i-cﬁ) I,n’
et par suite
F(1f) = get*F(ih),
A eth/(s+ah) — geh Achk en“,

el
A edl s+ahy . B eahf(x+32h) . Ceahftz+ih) 4 |

= get[A et 4 Bet  Cett .. .] et = gel=F (hk).

Ainsi le développement a lieu pour ge** quels que soient g et k3 il
a donc licu généralement.
En particulier, on déduit des développements

x — 222 x 2 o
—— . — ellr’ N ated —_— F"I’ —e Rr' — = el-‘r
e —1 ef 41 et — e el
les formules
/ hf (.Z‘ — PBAf(s+h) __ eBﬁf(x)
30 — /f'(.l‘\ — ePHiz+h) el"lt/(:\
1
. ' If — eRfM(s+h) __ enl./(x._/.)

\ z'f{x\ —= eFMis+h) eEhj(x—A);
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les deux premiers développements correspondent aux formules de
Stirling et de Boole.

Au moyen du théoréme d’Herschel, on peut présenter la for-
mule (30) sous une autre forme. On observera d’ailleurs que ces
considérations s’appliquent aux fonctions de plusicurs variables.

Sur la multiplication des fonctions elliptiques;
par M. Lacuerre.

(Séance du 4 avril 1877.)

1. Je rappellerai d’abord une formule importante duc a M. Her-
mite ().

Etant donnée une forme homogéne, a deux variables ct du
degré m, U(x, y), si I'on pose, suivant I'usage habituel,

U= dU _1dU
'"Tmdz’ T mdy’
on a identiquement

U2z —U, 2y +U,)
(1)

n{n—1)(rn—2)

:U[)v'+ R(R—1) sy .
1.2 1.2.3

Ba—s .. ] ,
A, B, ... désignant des covariants de la forme U.
Je transformerai cette formule en posant
Az —U,=ti, A+ U=y

d’ou

(U0, +9U, U
A= Yy = ——

G — ) xn—ys3

ou, en posant, pour abréger, (tU; +nU, =4, v — 1L = o,

() Deuxieme Mémoire sur la théorie des fonctions homogenes a deux indéterminces
(Journal de Crelle, t. 52, p. 25).



EXTRAITS DES PROCES-VERBAUX.

SEANCE DU 7 NOVEMBRE 1877,

PRESIDENCE DE M. MANNNEIM.

Communications :

M. Edouard Lucas : Sur la Géométrie des quinconces; 2° Sur
les congruences des nombres eulériens et les coefficients différen-
tiels des fonctions trigonométriques, suivant un module premier.

M. le comte Hugo : Sur quelques particularités de la conjonc-
tion de Saturne et de Mars. :

M. Halphen : Sur les singularités des courbes gauches.

M. Fouret : Démonstration et extension & l’espace d’une loi
donnée par M. Chasles pour les lieux géometriques du plan.

SEANCE DU 21 NOVEMBRE 1877,

PRESIDENCE DE M. MANNHEIM.

M. le comte Ilugo adresse une Note sur I'expression de = dans
les divers systémes de numération.

Présentation de nouveauxr Membres : M. pe PresLes, sous-
intendant militaire 2 Evreux, est présenté par MM. Laguerre ct
Mannheim.

M. Laron, professcur au Lycée Charlemagne, est présenté par
MDM. Lemonnier et Lucas.

Communications :

M. Edouard Lucas : 1° Sur quelques propriétés des suites ana-
logues a celle de Farey ; 2° Sur les développements en series.

M. Laguerre : 1° Sur les courbes unicursales de troisieme
classe; 2° Sur la transformation des fonctions elliptiques.

M. Halphen démontre ce théoréme : Les sections faites dans une
surface développable par des plans paralléles entre eux ont leurs
développées situees sur une méme surface développable.
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M. Fouret : Sur certaines lois relatives & Uordre et & la classe
de lieux géometriques.
M. Picquet : Sur les déterminants formés avec les mineurs
d’un méme déterminant.

SEANCE DU 5 DECEMBRE 1877,

PRESIDENCE DE M. MANNHEIM.

Elections : MM. de Presles ct Lafon, préscntés dans la séance
précédente, sont élus Membres de la Société.

Communications :

M. Laguerre : 1° Sur la multiplication des fonctions ellip-
tiques; 2° Sur des exemples de discontinuité empruntés a la Geéo-
métrie élémentaire.

M. Mannheim : Sur les surfaces réglées.

M. Fouret : Sur les courbes telles que le lieu des sommets des
angles droits qui leur sont circonscrits soit un cercle.

M. Mannheim : Sur le déplacement infiniment petit d’un
diédre.

SEANCE DU 19 DECEMBRE 1877,

PRESIDENCE DE M. LEMONNIER.

Communications :

M. Haton de la Goupilli¢re : Sur des formules nouvelles rela-
tives au déplacement d’une figure plane.

M. André (Désiré) : Sur les développements des puissances de
certaines fonctions. '

M. Edouard Lucas : Sur un principe fondamental de Gcéome-
trie analytique.

M. Halphen communique, de la part de M. Laguerre, unc Note
Sur lintégration d’une équation différentielle.

M. Picquet : Sur une formule relative au tétraédre.

M. Fouret : Sur l’enveloppe de l'hypoténuse d’un triangle
rectangle dont un sommet est fixe et dont les autres sommets dé-
crivent une méme courbe.
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Sur les suites de Farev ; par M. Epuvaen Lucas .

[

du 1 bre 1377,

Considérons les suites

telles que chacune d'elles s'obtient ¢n intercalant dans la précé-
dente la somme de deux termes consécutifs, dans leur intervalle.
On a les propriétés suivantes :
1° Le nombre des termes de la n'*™ suite est ézal 2 2™ —1:
2° La somme des termes de la n'*™* suite est égale 2 37 —1:
3” La somme des termes pris avec les signes alternés est 1— 3>~
pourn32;
4° Les deux plus grands termes de la n*™=< suite ont pour rang
2T - =2
et pour valeur

’ T =t
Jd—y D —

1
2”\5—

3% Le terme de la 7™ saite, dont le rang est

y—2 _ —_ —_
M= _ ¢ S . a0t —p 2arr

est égal. en supposant pJ il 2

T - = -
T—y — L=\

¥ 5

6” Le terme de la "™ suite dont le ranz est

T Rl S o L S C o —_ _‘?21—.1"

est ézal. ca sapposant pT3. 2

I— 37 — 11— 37

27—

2 nc b Memoiew e M. Hilpaea dans b2 ceeesdess vooume., .o -
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7° Enfin nous rappellerons cette intéressante propriété signalée
par M. lalphen : la n'*™ suite et chacune des suivantes conticn-
nent le nombre n autant de fois qu'il y a d’entiers inféricurs et
premiers a n.

On généralise les résultats précédents, en remplagant la pre-
miére suite 1, 1 par deux nombres quelconques a et b, et en fai-
sant I'intercalation convenue.

Sur les sommes des diviseurs des nombres entiers et les décompo-
sitions en deux carrés; par M. Harpren.

(Séance du g janvier 1878.)

Dans le tome précédent du Bulletin, j'ai donné une formule ré-
currente concernant les sommes des diviseurs des nombres, formule
analogue & celle d’Euler. En voici une nouvelle, qui ne concerne
que les sommes de certains diviseurs.

Soient x un nombre entier positif et S(x) la somme des divi-
seurs positifs de x, dont les quotients par x sont impairs ; la fonc-
tion numérique S (x) vérifie la relation récurrente

(1) 8(x,=2[S(x—1)—Szx—4)+8{x—9)...=8(x—n?)...].

Le second membre doit étre prolongé jusqu’au dernier nombre
P 5¢ Jusq

positif (x —n*), et, si x est un carré, S(o) doit étre remplacé

par - x.

La démonstration, calquée sur cclle qu’Euler a donnée de sa cé-
lébre formule, se déduit de 1'identité suivante :

!i{l—_qj 1 =1—2q+2¢—2¢9"+....
H+qjit+q* 1+q*,..
La formule (1) présente cette circonstance curieuse qu’on en peut
aisément déduire la théoric de la décomposition des nombres en-
tiers en sommes de deux carrés. C’est ce que je vais montrer.
Dés que x n’est pas un carré impair, S(r) est pair, comme on le
voit soit directement, soit par la formule (1).



PRESIDENCE DE M. DARBOUX.

Communications :

M. Gardon : Sur l'ombre propre du tore.

M. Picquet : Sur le déterminant dont les éléments sont les
mineurs d’ordre donné d’un déterminant donné.

M. Edouard Lucas : Sur une transformation des formules de
Gauss et de Cauchy.

M. Halphen : Sur les formules récurrentes concernant les di-
viseurs des nombres.

M. Darboux : Sur les lignes de courbure dans le voisinage
d’un ombilic, et sur les lignes de courbure de la surface des
ondes.

M. le comte L. Hugo adresse une Note Sur la nécessité d’aban-
donner Uancienne théorie de la sphére.
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. SEANCE DU 27 MARS 1878,

PRESIDENCE DE M. DARBOUX.

Communications :

M. Rodet : Sur un Traité de calcul égyptien.

M. le comte L. Hugo adressc une Note Sur l'utilité de la crea-
tion d’une bibliothéque scientifique.

Edouard Lucas : ZThcorémes d’ Arithmétique.

M. Haton de la Goupilliére : ZThéoréme nouveau de Cinéma-
tique gencrale.

SEANCE DU 10 AVRIL 41878,

PRESIDENCE DE M. DARBOUX.

M. André (Désiré) adresse une Note Sur le développement des
JSonctions elliptiques suivant les puissances croissantes du module.

M. Lindemann adresse un deuxiéme Mémoire Sur une repre-
sentation géométrique des formes binaires.

M. Léauté adressc une Note Sur un théoréme relatif au dépla-
cement d’une figure de grandeur invariable.

M. Laporte adresse 15 exemplaires d'une Note autographiée Sur
les fonctions connues.

Communications :

M. C. Jordan : Sur les covariants des formes binaires.

M. Laguerre : Sur les normales aux surfaces du second ordre.

M. C. de Polignac : Sur quelques formules relatives & la théoric
du plus grand commun diviseur.

M. Halphen : Sur les formules récurrentes concernant les di-
viseurs des nombres.
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M. Darboux : De l'usage des intégrales particuliéres algé-
-brigues pour U'intégration compléte des systémes d’équations dif-
férentielles. .

M. Welsch : Recherches sur les nombres premiers, déduites de
la série de Lamé.

M. Halphen : 1° Sur une formule relative au nombre des divi-
seurs impairs d’un nombre donné, inférieurs & une limite donnée;
2° Sur les théorémes de Poncelet relatifs aux polygones inscrits
et circonscrils aux coniques.

SEANCE DU 8 MAI 1878,
PAASIDENCE DE M. DARBOUX.

Communications :

M. Laguerre : Sur la construction des centres de courbure prin-
cipaux dans les surfaces du second ordre.

M. Edouard Lucas : Sur la décomposition des grands nombres
en facteurs premiers.

M. Halphen : Sur les théorémes de Poncelet.

SEANCE DU 22 MAI 1878,

PRESIDENCE DE M. DABRBOUX.

Communications :

M. Mannheim : Sur la détermination des centres de courbure
principaux dans les surfaces du second ordre, au moyen d’une
Jormule qui donne la variation de longueur d’une droite mobile
dans l’espace.

M. Darboux : Sur la limite d’une série de polygones plans ou
gauches dont chacun s’obtient en joignant les milieux des cétes
du précédent.

M. Fouret : Sur un théoréme concernant un systéme de deux
polygones semi-réguliers inscrits dans deux ellipses distinctes.

M. Kronecker : Sur les fonctions de Sturm.
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M. Halphen : Sur les coordonnées des courbes planes dans
Uespace.
M. le comte L. Hugo adresse une Note Sur ’emploi des figures
géometriques, dites cristalloides, dans les constructions de I’Ex-
position universelle.

SEANCE DU 3 JUIN 1878,

PRESIDENCE DE M. DARBOUX.

Communications :

M. Darboux : Sur la réciprogque du théoréme de Jacobi concer-
nant les équations de la Dynamique.

M. Edouard Lucas : Sur la résolution en nombres entiers de
I’équation x* + y°* = uz®.

SEANCE DU 19 JUIN 1878,

PRESIDENCE DE M. DARBOUX.

Présentation d’un nouveau Membre : M. Worms de Romilly
est présenté par M. Vicaire et par M. C. Jordan,

M. le comte L. Hugo adresse une Note Sur un pentagone €toilé
ornant une monnaie primitive de l'Italie centrale.

Communication :

M. L. Rodet : Sur la Géométrie des brahmanes.

SEANCE DU 3 JUILLET 1878,

PRESIDENCE DE M. DARBOUX.

Election : M. Worms de Romilly est-élu Membre de la Société.

M. le comte L. Hugo adresse une Note Sur un icosaédre en cristal
de I’ Exposition rétrospective.

Communications :

M. Fabre : 1° Sur la construction du cercle tangent & trois
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cercles donnés; 2° Sur une propriété genérale des courbes alge-
brigues.

SEANCE DU 17 JUILLET 1878,

PRESIDENCE DE M. LE PRINCE C. DE POLIGNAC.

Le secrétaire donne lecture d’une Lettre de M. le Président du
Congrés de I’ Association frangaise pour 'avancement des Sciences,
invitant la Société a désigner un de ses Membres pour la représenter
aux séances du Congrés qui doit avoir lieu au mois d’aoit.

M. de Polignac est désigné pour représenter la Société.

Communications :

M. Jordan : Sur les covariants des formes binaires.

M. Andréiewski, professeur i I'Université de Varsovie : Sur la
réduction des intégrales indéfinies.

SEANCE DU 31 JUILLET 1878,

PRESIDENCE DE M. DARBOUX.

Communications :
M. Laisant : Deux theorémes de Lagrange sur le centre de
gravite.

M. Darboux ajoute Diverses applications de ces deux théorémes.

M. Sylvester : Sur le systéme des covariants fondamentaux
pour un systéme composé d’une forme cubique et d’une forme
biquadratique.

M. Halphen : Sur le nombre des coniques qui satisfont a cing
conditions scparées.

M. Edouard Lucas : Démonstration de deux théorémes de
M. Adams sur les nombres de Bernoulli.

M. Catalan : Enoncé d’un théoréme d'_4rithme'tique, da a
M. Césaroé.
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EXTRAITS DES PROCES-VERBAUX.

SEANCE DU 7 NOVEMBRE 1879.

PRESIDENCE DE M. JORDAN.

Communications :

M. Laguerre : Sur la fonction exponentielle.

M. Lucas : Sur la résolution des équations indéterminées du
troisiéme degré.

M. Halphen : Sur quelques cas singuliers du mouvement d’un

solide.

M. Rodet : Sur le tracé des courbes usuelles.

SEANCE DU 21 NOVEMBRE 1879.

PRESIDENCE DE M. DE POLIGNAC.

Election : M. Weill, ancicn éléve de I'Ecole Polytechnique,
présenté a la derni¢re séance par MM. Lucas ct Fouret, est ¢lu
Membre de la Société.

Communications :

M. Laguerre : Sur la réduction en fractions continues d’une
fonction qui satisfait & une équation linéaire du premier ordre @
coefficients rationnels.

M. Lebon : Sur l’aréte de rebroussement de la développable
circonscrite & deux coniques.

M. Halphen : Sur la théorie des caractéristiques de M. Schu-
bere.
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Sur les nouvelles formules de MM. Seidel et Stern, concernant
les nombres de Bernoulli; par M. Evouarn Lucas.

(Séance du 16 avril 1880.)

M. Seidel a donné, le premier, des nouvelles formules fort re-
marquables sur les nombres de Bernoulli (*). Ces relations se
distinguent de celles que 'on connaissait jusqu'a présent en ce
qu’elles ne contiennent qu’un certain nombre de coefficients an
lieu de les contenir tous. M. Stern a généralisé les résultats de
M. Seidel en donnant des relations qui ne renferment que les
nombres B,,, By,_3, ... jusqu'a B,_, ou B,_;,,, s étant un nombre
positif ou nul, inférieur A r; on retrouve les formules de M. Seidel
pour s = o.

En s’appuyant sur le calcul symbolique et sur les formules que
j'en ai déduites, M. Radicke, professeur & Bromberg, a trouvé
une démonstration trés simple, qu'il vient de m’adresser, des
formules de M. Stern. Considérons la série des quantités

Uoy Upy Ugy Byy ooy Upy oo
formons une seconde série de quantités

Stu,, Stu;, Stu,, Stu;, ..., Stu,, ...
au moyen de la relation

Stu, =y 4+ upyy:

formons ensuite la série

Suy, Suy, Stuy, S'uy, ..., Stu,, ...
au moyen de la relation

Stu, =S, + S'Uuppy = Upyy + 2Upyy + Uy,

et ainsi de suite, de Lelle sorte que I'on a, en général,

SPu, =SPu, + SPVu, .,

(') Sitzungsberichte der math.-phys. Classe der kénig. bohm. Academie der I§is-
tenschaften. Prag, 1857.
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et aussi la relation
SPUp=tpsp—+ P1Unsp—y + Prllnsp—a + ... Ppln,

dans laquelle py, p,, ..., pp désignent les coefficients de la puis-
sance p du binéme. On peut donc écrire la formule précédente
sous la forme symbolique

(1) SPuy — u"(u+1)P,
dans laquelle on remplacera les exposants de u par des indices.

D’autre part, on tire successivement

SPu, — SP+ty, ., —SPu,_,,

SPu, =SP+u, ,— 2SPHu, .+ SPu,_,,

SPu, = SP*+ruy — n SP+A+lyy .. .+ (—1)%n,SPu,
ou, symboliquement,
(2) SPu, = SP(S +1)*u,,
dans laquelle on remplacera les exposants de p par des indices.
Mais on tire de la formule (1)

SPuy—=(u—+ 1)P,

et, en transportant dans I’équation (2),
(3) SPuy=(a +1)P(& +1—1)";
on tire encore de la formule (1)
(4) S*n, = uP(u +1)".

Les formules (3) et (4) subsistent pour des valeurs quelconques
des quantités uo, u,, u,, .... Posons, en général, u,=B,, en
désignant par B, le nombre de Bernoulli défini par larelation

z z z"
=CB:=B0+BIT+B3:+'.'+B”

z

- +oo-'
e — ’

1L.2.,..n
on sait que I'on a, symboliquement,

Bypry =0, {(B+1¥*' =0,
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et, pour p3a,
(B +I)P—BP= o.

Cela posé, nous distinguerons deux cas suivant que p - n sera
pair ou impair; dans le premier cas, on tire de (3) et (4)

S$PB, —S"B, =o,
et dans le second cas
S#B, + S*B, = o.

Par conséquent, en se servant de la formule (1), on obtient
(5) BP(B +1)"=(—1)P+"B"(B + 1)P.

Cette relation importante contient toute la premiére classe des
formules données par M. Stern; en supposant, plus particuliére-
ment, p=n-1,0na

(6) B*+{(B +1)* + B*(B +1)"+' =o0;

on retrouve, pour les diverses valeurs de n,les formules de M. Sei-
del. Ainsi, pour n=6 et pour n=17, 0n a

I3B" +55B|° -+ 27B. -+ B' =o0,
I5B|5 -+ 9. Bll -+ 77 B"-f-gB. = 0.

Posons maintenant
u, = (2P —1)B,;

on a, symboliquement,

SPuyg=(2B+1)? — (B +1)?;
I'équation (3) devient alors

$% 6y = (3B -+ 1) (BT 1 —1)" — (B+ 1) (BT — )"
D’autre part, on tire de 'équation (4)
S"u,=2PBP(2B +1)" — B?(B+1)",

et I'on a la relation

(2B+1)?+ (27— 2)BP —o.
On a donc, pour p + 7 pair, la formule

SPu, + Stup,=o,



— 172 —

et, pour p + n impair,
SPu, —S"u, =o;

par conséquent, il en résulte

2PBP (2B +1)? —BP(B+1)"
+(—1)P*+*[2"B*(2B + 1) —B*(B+1)?] = o.

(7)

Cette relation correspond au second groupe de formules données
par M. Stern, et, pour p=n—+1, on retrouve les formules de
M. Seidel. Au moyen de I'identité

(a41)g — ng=nq_y,
on déduit la formule
(8) (22" —1)Bya—+ny (2" — 1) By g + 2, (2" — 1) By i+ ... =0,
et,pourn==06etn=1,

455B|’+ l7°53]°+ 425B. —+ 7B.= o,
5461B,, + 28665B,y + 11935B,, + 595B; = 0.

Posons encore
P,—2(2" —1)B,;

la formule (7) peut s’écrire
(9) PP(P +1)* 4 (—1)P+"P?(P +1)P =0,
et, pour p=n-+1, la formule devient, pour n > 1,
(10) P"(P +1)"=o.
Lesnombres P sont donnés,comme onsait, par le développement

— 922 3 z? z"
- =Py +P - +Py— +...+P,
1+ e 1 1.2

+...3
1.2...n

il résulte immédiatement de la formule (10) que ces nombres sont
entiers et impairs. Ce résultat importantest di 2 M. Genocchi (*).

(') Annales de Tortolini, t. 111, p. 395-405. Rome, 1852.
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Théorémes genéraux sur l'impossibilité des équations cubiques
indéterminées; par M. Epouarp Lucas..

(Séance du 16 avril 1880.)

Les trois théorémes suivants ont été énoncés par M. Sylvester.
Nous en donnons des démonstrations élémentaires, et nous ajou-
tons quelques autres développements sur le méme sujet.

Tutorime 1. — Si p, p, désignent des nombres premiers de la
Sforme 18n -5, et g, g, des nombres premiers de la forme
18n + 11, il est impossible de décomposer en deux cubes entiers
ou fractionnaires, positifs ou négatifs, aucun des nombres

P 9, P 9% P9, P'9% PPy, 99)-
Considérons I'équation
(1) a3+ )t = Az

on peut supposer x, y, z premiers entre eux, deux a deux, le
nombre A ne contenant aucun facteur cubique, et x, y, z différents
de zéro. Si I'on pose

M=z+y, N=x'—uay+)!,

le binbme x* +- y* égale le produit MN, dans lequel N est impair.
De plus, il résulte de la formule

4N=(z 4+ )2+ 3{c—y)?

que le plus grand commun diviseur de M et de N est 3 ou 1, sui-
vant que x%—+ y3 est ou n’est pas divisible par 3; de plus, N ne
peut ére divisible par une puissance de 3 autre que la premiére,
puisque x et y seraient divisibles par 3. Ce théoréme est un
cas particulier d’un théoréme plus général, démontré par Male-
branche, sur les deux facteurs de xP —+ 57, ainsi que I'a fait re-
marquer récemment M. C. Henry (').

(") Recherches sur les manuscrits de Pierre de Fermat, suivies de fragments inédits de
Bachet et de Malebranche, Rome, 1880, in-{°, p. 89-02. Le manuscrit dans lequel se



— 174 —

De plus, les diviseurs de N sont, en exceptant le nombre 3,
de la forme quadratique f2 + 3 g2 et de la forme linéaire corres-
pondante 64 1.

Enfin, on sait que le reste de la division d’'un cube par le
nombre g est toujours égal 4oou a 1.

Cela posé, nous considérerons quatre cas :

1° Le nombre z est impair et divisible par 3.
Si A prend l'une des valeurs indiquées dans I'énoncé, aucun des
nombres p ou ¢ ne divise N; on doit donc poser )
x4y =23%"a*, N=38, z=3ab,
et par suite

§8=(=—rp+3(F2)"
Mais, puisque 5 divise N, on a
b=/1+3g% b6 =F*+ 3G 46*=(F—3G)*+ 3(F+G),
et, en méme temps
F=f(f'—9¢"), G=3s(/'—4").

ainsi qu’on le voit, en faisant le cube de f+- g /— 3. En identi-
fiant les deux valeurs de 4 4%, on trouve

4y
3

F+G= =3Ad,

ou bien
f(f*—9g') £3g(f*—g*) =3Aa

Donc f'serait divisible par 3, et par suite b, et aussi x el y, que
nous avons supposés premiers entre eux. Donc z ne peut étre 1m-
pair et divisible par 3.

2° Le nombre z est pair et divisible par 3.

On doit poser

x 4y = 3% 2%Aa?, VN=3b’. s =06uab,

trouve copiée la démonstration en question est expressément attribué, par un Cata-
logue inédit des manuscrits de I'Oratoire, 2 Malebranche, qui d'ailleurs a laissé de
nombreux autographes sur les Sections coniques, le Calcul difféerentiel et intégral, la
Mécanique, 1'Optique, etc.
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et, par suite

_ [ I .\ 2
(.1.‘ 2_7) +3(r+)) =b’=F’+3G’;

on en tire
T

G=- Z'Y ou g(f?*—g')=4Aa

D'ailleurs, f2 + 3 g3 et f2 — g* sont impairs; donc g est pair,
et, en désignant par «, 3, y trois nombres premiers entre eux, on
doit poser, avec a = af}y, .

g=4A, f+g=p, S—g=7
ou

g=4«* f+g=AP, f—g=".
Il semble qu’il peut y avoir d’autre décomposition lorsque A con-
tient plusieurs facteurs; mais il est facile de voir que ces décom-
positions conduiraient 4 la congruence impossible

@ *aftfy*=o0 (mod. g).
. Quant aux deux décompositions précédentes, elles donnent
B —7=A(2a), ou P+ (2a)=AP.

On raméne donc I'équation proposée, dans laquelle I'inconnue z
contient le facteur 3*, & une autre semblable dans laquelle I'in-
connue z ne contient plus que le facteur 3'~1, et ainsi de suite, de
sorte que I'on peut supposer que z n’est pas divisible par 3.

3° Le nombre z est impair et non divisible par 3.
On doit poser
x+y—Aa), (z4+y)+3(z—y)'=40,
et par suite
F*3G =Aa?,

équation impossible suivant le module g, puisque f'n’est pas divi-
sible par 3.

4° Le nombre z est pair et non divisible par 3.

On doit poser

) —y\?
xr + )y =2%Aa?, (.t—:]‘) +3(.r__2 7) = b,
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et, par I'identification,
f(f* —98') =fAa’;

cette équation conduit aux décompositions suivantes, en laissant
de coté celles qui donnent des congruences impossibles suivant le
module g:

f=4a, f+3g=A8, f—3g=7
ou

Sf=4A> f+3g=58, f-3g=9.

On en déduit I'équation
AP = (aa)l
reconnue impossib‘le, puisque z est impair et non divisible par 3,
ou I’équation en moindres nombres
8+ 7 = A(2a).
Donc I'équation proposée est impossible.

Tatorime 1. — Si p et q désignent des nombres premiers res-
pectivement des formes 18n + 5 et 18n 11, il est impossible de
décomposer en deux cubes, soit entiers, soit fractionnaires, aucun
des nombres suivants :

2p, 24% 4p% 49-
Considérons I'équation
x’ +)-3 — 2",\33,
dans laquelle, A étant impair, le coefficient 27 A représente 1'un
des quatre nombres ap, 24*, 4p?, 44. On doit supposer x,y,z
entiers et premiers entre eux, x ety étant impairs; il y a lien

d’étudier deux cas différents, suivant que z est ou n'est pas divi-
] P

sible par 3.

1° Le nombre z n'est pas divisible par 3.
On arrive, comme ci-dessus, a ’équation

flf*— 9g") = 2"—'Aa’.
Mais f2— g g? est impair avec &; on a donc

S=2" A, [+ 3g=8, f—3g=174
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ou bien
J=2"1a, f+3g=AB [f--3g=q
Ces deux décompositions conduisent aux deux équations

B+ 7*=2"Aa> ou AP+ yP=2"ad;

celles-ci sont impossibles suivant le module g ; pour la premiére,
les indéterminées a, 3, y ne sont pas divisibles par 3.
2° Le nombre z est divisible par 3.

En posant z=3ab, on arrive, comme ci-dessus, i 1'équation
glf*—g')=12""Aa,
el, puisque f2— g2 est impair, i 'une des décompositions

g=2""'Ad}, f+g=p, f—g=1,
ou bien '
g=2"1a®, [fH+g=AB, f—g=,.

La seconde décomposition conduit 4 une équation déja retonnue
impossible; la premiére conduit a I'équation

B — P =2"Add,

de méme forme que la proposée, mais contenant un facteur 3 en
moins. On conclura, comme précédemment, que I'équation pro-
posée est impossible a résoudre en nombres entiers.

Tutoreme III. — Si p et g désignent des nombres premiers des
formes 18n + 5 et 18n + 11, il est impossible de décomposer en
deux cubes soit entiers, soit fractionnaires, l'un des nombres sui-
vants :

9p> 99> 97% 97

Nous considérerons deux cas suivant que z est impair ou pair
dans I’équation (1).

1° Le¢ nombre = est impair.

On a, dans ce cas,

r+yr=3Ad, le4+yr4+3(z—y)t=128,
VIiL, 12
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et par suite
T+
3

* - :
(‘z‘—j)'+3( ) =46 =(F—=3G)'+3(F+G);

il résulte de I'identification

F-+G=Ada%,
ou bien
SiSP—og' )+ 38/t —g') = Aa.

Cette équation est impossible suivant le module ¢, puisque ie
produit g(f*— g?) est toujours divisible par 3.

2* Le nombre z est pair.

On doit poser

o\ 2
T4y =23.2%Aa’, (r—zl) +3(1-:__") = b, z=0ab,
)

par suite

G:.r--(})‘-__r’ ou fAr=3g(f*—g.

On en déduit, en laissant de c6té les congruences impossibles sui-
vant le module g, les décompositions

g=4.9Ad f+g=p5, f—g=1
cl

g =4Ad, S+g=095 f—y=1"
La premiére décomposition conduit i laméme équation en moindres
nombres; la seconde donne

9% — 7' = Alau",

impossible suivant le module g. C. Q. F. D.
M. Sylvester a indiqué de plus quatre autres formes (Comptes
rendus des séances de I’ Académie des Sciences, 16 février 1880).

3

ores 9P appls 9993,

pour lesquelles 1'équation (1) serait impossible. Cel ¢énoncé est

trop général. Ainsi, en particulier, pour p =3, g =11, 0ona
0.5 = (22000)"_ (57241)",
: 10803 10803

; ’
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Cependant on peut modifier ’énoncé précédent, en tenant
comple de la théorie des résidus cubiques; mais il semble que 'on
ne peut obtenir d’énoncé général que lorsque I'on donne a I'un
des nombres p ou ¢ une valeur particuliére. On peut alors déter-
miner, par les lois de réciprocité étendues aux résidus cubiques,
des valeurs de 4 en nombre indéfini, en supposant donnée la valeur
de p, ou inversement.

Nous ajouterons les deux théorémes suivants :

Tatoreme IV. — Pour que ! 'équ}ztion
X3+ Y = AZ?
soit vérifice par des valeurs entiéres de X, Y, L, A, il fautet il
suffit que A appartienne & la forme

I -\
xyle 4y},

préalablement débarrassée des facteurs cubiques qu’elle peut con-
tenir.

En effet, on a l'identité

(a3 — )3+ 6ty + 320 4 (¥3 — 2P 4 6yt 4+ 3yt
‘=zr(r+)3 et ey +000,

et ’on résout I'équation proposée par les valeurs

X =" — 34 6ty + 3.y,
Y=1"—u246)%r 4 3,
Z =34y + Y,
A—=wylz+)y].

Réciproquement, si I'équation est vérifiée pour les valeurs xq, yo,
zo des variables, et si 'on pose x =a}. y =1}, ona

xyir 4 r)=Alr,res ™

C’est ce qu'il fallait démontrer. Il résulte encore de I'identité pré-
cédente que toute solution de I’équation proposée conduit & une
série indéfinie d’autres solutions, en supposant A constant; il faut
excepter le cas de r ==y

2.
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Ainsi, pour x =1, y =2, ona la solution
173 + 373 =6.213,

qui donne ensuite une série indéfinie d’autres solutions de I'équa-
tion
3 +_)" —_— 6;3’

bien que Legendre ait affirmé soun irrésolubilité. De méme, pour
xr =9,y =55, on retrouve I'’exemple donné plus haut.

Tatorime V. — Si x, y, z verifient I'équation

73— 3ry? + )yt =343,

on peut décomposer le nombre A en deux cubes, ou résoudre l'é-
quation
X3+ Y3 = AZ?
par les formules
X=2xr*—3r'y — 3.+ 273,
Y=u3+ 32y — 6.0 + )3,
Z=3z(s' — zy + ).

Il suffit de vérifier I'identité correspondante; les valeurs de A
sont telles, que les diviscurs sont de la forme 182 =1, ainsi que
cela résulte de la théorie des fonctions cyclotomiques. M. Syl-
vester arrive au méme résultat par des formules du neuviéme degré,
tandis que les notres ne sont que du troisiéme.

Tutorime VI. — Un nombre positif quelconque entier ou frac-
tionnaire est, d’une infinité de maniéres, le produit ou le quotient
de deux nombres formés de la somme de deux cubes positifs.

Euler a démontré qu’un nombre positif quelconque, entier ou
fractionnaire, est égal a la somme de quatre cubes positifs, enliers
ou fractionnaires. On trouve la formule correspondante dans une
Note qui termine les Exercices d’ Analyse numerique de Lebesgue.
Nous ferons d’abord observer que Lebesgue ne parait pas avoir
deviné la méthode qui a dd servir & Euler pour obtenir cette for-
mule. En effet, il nous parait évident que celle-ci provient des
recherches entreprises par Euler pour obtenir la décomposition
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d’un nombre A en deux cubes. L'identité d’Euler est la suivante,
"= (('s':T')’[(’ —a) +a(b—1)+ B (c—1) + ],

dans laquelle on suppose m tel que I’on ait

2 s
l2<m <60
et, de plus,
6m? 5 2a% —1 26 —1
a=—1 = — P e————— .
+ n a’ 41 '€ 63 41

Il est fort probable que cette identité provient de I’Arithmétique,
et non de I’Algébre, contrairement 4 la supposition de Lebesgue.

Le théoréme proposé revient i dire que I'on peut résoudre en
nombres rationnels et positifs, et d’'une infinité de maniéres, les
équations

By’
(1) N=%w
et
(2) N=(z2*+ ) (2*+ «®).

Pour I'équation (1), on pose N=2"3» %; on choisit % par les

conditions d’'inégalité

B ad B
F3oA 5 > TFR
et I'on a
BbH? 2*32-1A 43 — BH?
J§T= — y=—————
«a [{3
__2'3 A __ Bh—2'3-1A4°
u = ————-————b [} S= —_—_—b

Pour I'équation (2), nous observerons que I'on a les deux iden-
tités

(6LM + L* — 3M?)* + (6LM — L? 4+ 3M?}3 = 2?3LM (L + 3M*)2,
(L4 M)*+ (L —M)* =2L(L!+ 3M?).

Donc, en multipliant membre 4 membre, et divisant les deux
membres de 1'égalité obtenue par (L2+ 3M2)3, on aura décom-
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posé 2232L2M en un produit de deux facteurs égaux 4 une somme
de deux cubes; en supposant, de plus,

L =Bl M=233t-%A43,

on décomposera ainsi en ce produit le nombre
N —2*3»AB?;

3
on détermine d’ailleurs % de telle sorte que les cubes x, y, z, u

soient tous positifs.

Sur la réduction en fractions continues d’une classe de fonctions;

par M. G. HuuserrT.

(Séance du 16 avril 1880.)

Soit I'équation différentielle
(1) (#*—1))"+2 [.r (l + E) — w] Y —n(n+a+1)y=o,

ou n et « sontdeux nombres entiers telsque n>>o0 et n+a+1>o0.

En posant
K'(.r) _ r(24+a)— 20

K(z) o

ou

ce qui donne

on sait qu'une solution de I'équation (1) est le polynéme de
degré n

.
R JE—_1 . - .
©ri= —D" ot — 1)K

K .rj

« L
, . R —sfr—1\* . Mac o —4T1\"®
O'r. = »t— ’<— ) D" oy " (:——\ .
' ) £ ’ ar—

‘.

ou

i
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Dans ce cas, pour que :—{j—; = 2: E:;, il faudrait qllxe O et O,

cussent au moins une racine commune, puisque les numérateurs
sont d'un degré inférieur d’une unité au degré des dénominateurs ;
alors tous les polyndmes ©(x) auraient au moins une racine com-
mune, ce qu’on sait étre impossible. Donc

P{r)=P,(xr)=o,
et 'on a, pour 2 =—1,

TR L K(e)
[ (-'—1)(.r—z)d' B =%

En résumé : 1° & étant entier et plus grand que o, si la fonction

F(;)z(::_{);(:+,)-

S—1

est irrationnelle et si, pour —1 et + 1, elle ne devient pas infinie
d’un ordre supérieur ou égal 4 1,0n a

+1 F(') ’
f :r—-d—:(lz__—yl"(.r)+(A.r'+B.z:"“+...+L);
—l , =

2° a étant égal 3 — 1, et les mémes conditions étant réalisées, on a

f_? (:i:).,/:lf, J.(_i_;_-.: (jt:)-~/§_,

Sur Uextension du théoréme de Descartes; par M. Ep. Lucas.

(Séance du 2 avril 1880.)

M. Laguerre a donné, derniérement, dans les Comptes rendus
des séances de U’ Académie des Sciences et dans les Nouvelles
Annales, quelques considérations nouvelles et fort importantes, au
point de vue pratique, pour la séparation des racines des équations
algébriques; notre but est de présenter une démonstration élémen-
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taire qui permet d’introduire dés maintenant dans I’enseignement

le théoréme de M. Laguerre.

1. Désignons par fr,(x) un polyndme ordonné par rapport aux
puissances décroissantes de x,

Sm(r)=Apx™ + Ay 2™V 4 Ayt AT+ Ay,

et considérons les expressions

So(z) = A,
.fl (r) — AO"" -+ Ah
(1) Jale)=Agz + Ajx + A,

\ fn(z)=Agx™ + Ay x4 . .+ A,

On calcule facilement les valeurs des polynémes fo(x), fi (), .
fm(x) pour une valeur donnée de x, par voie récurrente, puisque
I'on a

Sol2)=xSpi (&) + Ap.

2. Les polyndmes en x que nous venons de considérer sont
obtenus dans le quotient du polyndme proposé par un bindéme
x —a;on a, en eflet, I'identité

(2) .fm("")

\

R I o e R i e I S L e —fm— ’
J—a —a
dans laquelle fy, /i, ..., fm_1,fm désignent les résultats que 'on
obtient en remplacant x par a, dans les polynomes (1).

De méme, on calcule facilement le quotient de () par le pro-
duit (x —a) (x — b) au moyen de I'identité

f(.r) (r (@ —b) flr)

)
/
r—a —b (.1:—-(:)‘\.1:—/))',

dans laquelle on suppose a et b inégaux.
On calculerait de méme le quotient de f(x) par

z—a)(z—b)(r—c)
) \ i

pour des valeurs inégales entre elles de a, b, ¢ au moyen dc
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I'identité ’

flx) S(r) (b —e)flx)

(r—a)(e—0b) (r—a)(ft—0c) (z—a)(z—0b)(zx—c)

et ainsi de suite.

3. Lemme de Segner généralisé. — Le lemme de Segner sert
de base a la démonstration du théoréme de Descartes; on le géné-
ralise de la fagon suivante. Si f(x) désigne I'expression

Ar” 4+~ Baxem-' - Cax™*4 ...+ Ko+ L +

1]
xr—a

dans laquelle M désigne une constante positive ou négative, le
nombre des variations contenues dans le produit (x — 8) f(x),
mis sous la forme

!

Arm+' L B'am 4 C ™' 4... +K' 22 +L'x+M +

]
xr —a

surpasse d’une unité au moins et toujours d’'un nombre impair le
nombre des variations de la suite

si 'on suppose & > a et & positif. .
En effet, la suite des coefficients de f(x)

A, B C ..., K, L, M
devient, aprés la multiplication,

A, B—VUA, C—bB, ..., L—bK, M— 0L, (a—b)M.

Le dernier terme a le méme signe que — &M, puisque I'on suppose
a < b, de sorte que la démonstration du lemme généralisé est
absolument semblable 4 la démonstration ordinaire donnée dans
les Cours.

4. Tutorime pE M. Lacuerre. — Dans une équation algébrique
Sm(x)=0, le nombre des racines positives plus grandes que a
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ne peut surpasser le nombre des variations de la suite
(3) Sola), fila), fi(@), ..oy fn(a),
et, quand il est moindre, la différence est un nombre pair.

On démontre ce théoréme de la méme maniére que le théoréme
de Descartes, en mettant préalablement f,(x) sous la forme (2).
En particulier, pour a = o, on retrouve le théoréme de Descartes.

Remarque I. — Si la suite des fonctions (3) ne présente que
des permanences, le nombre a est une limite supérieure des racines
positives.

Remarque II. — Si dans Péquation f,, (x) = o on remplace x

1 . . . . .
par —» on obtiendra une limite supérieure du nombre des racines
T

de I'équation f,,(xr) = o comprises eutre o et a en appliquant le

théoréme de M. Laguerre a I'équation f7, <£) = o, pour la valeur
1
A= =
a
Exempre I. — Soit I'équation -

Sui{r) =0 =51 —162> + 122 —gr — 5=,

’

considérée par M. Petersen et par M. Laguerre.
Pour x =1, ona la suite

1, —4, —20, —8, —17, — 22;

donc I'équation a une seule racine réelle plus grande que l'unité.
. ’ \ ’ [

En appliquant le procédé a la transformée en ' on n'a que des

permanences; ainsi I'équation proposée n’a qu’une seule racine
positive.

ExemeLe II. — Soit I'équation
a8 33—t — V2P —r 4 1=0,

considérée dans le Zraité d’Algebre supérieure de M. Serret
(p- 313). La substitution x =1, par le commencement ou par la
fin, dans le premier membre, fait voir qu'il n'v a pas de racines
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réelles supérieures a l'unité et qu'il y en a déux au plus entre

. . 1 o
o et 1; mais I'équation en - s’écrit
£
[£+zlz+1)(r—1)]{c—1)+1=0,

et ne peut avoir de racine plus grande que 1: donc la proposée
n’a pas de racines positives. Dans la transformée en — x,

L —p =44+ 1=o0,

la substitution de x = 1 par le commencement ou par la fin montre
qu’il n'y a pas de racines plus petites que 1 et qu'il y en a deux
au plus plus grandes que 1; mais, en I'écrivant sous la forme

(05— ) (e —1)+ 2+ 0r +1=0,
A

on voit qu'il n’y a pas de racines plus grandes que 1; donc la pro-
posée a toutes ses racines imaginaires.

Sur une géncralisation de la théorie des fractions continues

algébriques; par M. G. Humbert.

(Séance du 21 mai 1880.)

I. Dans une lettre & M. Fuchs, publiée dans le Journal de
Crelle, M. Hermite a donné les résultats suivants :

Soient 7+ 1 quantités xo, Xy, Ty, ..., x, ct n polyndmes
entiers en x, de degré m, Py, Py, ..., P,. '
Considérons I'expression

r— r—.r r—ur,

...+ P,log
-to

E(x)=P,log"

o — .

.rl
+ P,ylog
&Ly x —ux,

Cette expression est égale & un polyndme entier de degré m—1,
plus une fonction, qui, ordonnée par rapport aux puissances

L. 1
décroissantes de x, commence par un terme en =:
T

x)

. o
E{r)l=1,{rl+ - + _12 4o
£ x
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M. Stephanos : Sur la théorie des homoz rgies ( TViirfe).

M. Brill : Sur la théorie des points singuliers des courbes
planes. .

M. Lucas : Sur un théoréme de M. Laguerre relatif a la
théorie des équations.

M. Rodet : Sur le calcul par approximations successives des
racines carrees.

M. Laguerre : Sur les équations obtenues en égalant & zéro un
polynéme satisfaisant & une équation différentielle du second
ordre.

SEANCE DU 16 AVRIL 1880.

PRESIDENCE DE M. JORDAN.

Election : M. Keenigs, présenté dans la derniére séance, par
MM. Morecl et Fouret, est élu Membre de la Société.

Communications :

M. Lucas : Sur les nombres de Bernoulli.

Sur des théorémes relatifs & U'impossibilité des équations cu-
biques indcterminces.

M. Humbert : Sur la réduction en fractions continues d’une
classe de fonctions.

SEANCE DU 7 MAI 1880.

PRESIDENCE DE M. JORDAN.

Communications :

M. S. Kantor : Sur les transformations linéaires successives
dans le méme espace.

M. Mannheim : Sur la généralisation d’'un mode de génération
de la surface de Uonde.

M. Stephanos : Surun groupe detransformations linéaires dans
U espace a trois dimensions.
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M. Stephanos : Sur une généralisation du rapport anhar-

monique.
M. Halphen : Sur le Mémoire de Riemann qui traite de la

totalité des nombres premiers inférieurs & une limite donnée.

SEANCE DU 16 JUIN 1882.

PRESIDENCE DE M. HALPHEN.

L’Académie des Sciences physiques et mathématiques de Naples
envoie la collection de ses Rendiconti, en échange de celle du
Bulletin de la Société.

M. Lucas analyse un Mémoire manuscrit de M. Pellet Sur les
résidus cubiques et biquadratiques suivant un module premier.

M. Gascheau adresse un Mémoire manuscrit intitulé : Etude
sur un cas singulier du mouvement d’un point matériel.

Communications :
M. Halphen : Sur les sextiques & neuf points doubles.
M. Stephanos : Sur les éléments imaginaires en Géométrie.

M. Lucas : Sur les carrés diaboliques.
M. Lucas est délégué pour représenter la Société au Congres de
I’Association francaise pour l'avancement des Sciences a la

Rochelle.

SEANCE DU 7 JUILLET 1882

PRESIDENCE DE M. ANDRE.

Elections : M. Léon Lévy,® présenté dans la derniére séance
par MM. Aron et llalphen, est élu membre de la Société.

M. Schlegel adresse un Mémoire manuscrit : Sur quelques
théorémes de'Géométrie a n dimensions.
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cients sont déterminés par les équations
— f(.r) L] __f _ v_1
(4) 2miA, ‘f(x~a)'+l z, amiA = c.f(.z')(:z' a;)-'dr,

les indices C et Cy indiquant que les intégrales sont prises sur les
circonférences G ou C, de centres a ou a;.

2° Si au contraire deux ou plusieurs des cercles en question se
coupent ou seulement se touchent, le développement en série (3)
est possible d'une infinité de maniéres; le degré d’'indétermina-
tion des coefficients Ay et A" est fixé par les conditions suivantes :
si le cercle C ou I'un des cercles C; n’est rencontré par aucun
autre cercle, les coefficients A, ou A® relatifs a ce cercle sont tou-
jours déterminés par les formules (4) et ne sont susceptibles que
d’une valeur; ce ne sont que les coefficjents relatifs aux cercles
qui se rencontrent qui sont susceptibles d’une infinité de valeurs.

Démonstration du théoréme de Clausen et de Staudt,
sur les nombres de Bernoulli; par M. Epouarp Lucas.

(Séance du 6 avril 1883.)

Clausen et Staudt ont découvert en méme temps sur les nombres
de Bernoulli un théoréme fort remarquable que I'on peut énoncer
ainsi : On a pour les nombres de Bernoulli ’expression

By=As— > —i—%——---—%,
dans laquelle Ag, Ay, Ay, ..., A, désignent des nombres entiers,
et 2,2, 3,...,\ tous les nombres premiers qui surpassent de
Uunité tous les diviseurs de n. Nous donnerons de ce théoréme
une démonstration directe qui repose, d'une part, sur la méthode
de sommation des puissences que l'on doit & Fermat ct, d’autre
part, sur les théorémes de I'ermat et de Wilson. Posons

Xp=x(z+1)(x—2)...(2+p—1)

et désignons par I'Y la somme des p premiers nombres pris ¢ d ¢,
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nous aurons
2P +Fp yxp' +F}  ap 3. + Tl x=X,;
si I'on remplace successivement p par 1,2,3,...,n, on obtient
n équations linéaires et homogénes par rapport aux quantités
zn—l, zn-t opn-3 L 2, 1.
En développant leur déterminant, suivant les éléments de la der-
niére colonne, on a

(1) Zr =X+ A X g+ oo+ A p Xpy == A4 Xy,

aprés avoir pasé

Fa, Fi, T3, ... IAaci¥t
! Th, Fay ... TR2%

(= PH A, pr1=| o ' Fi_y ... rp28!
o o o “e l‘,',_,

Mais, d’aprés la théorie des cambinaisons,

=Ty 1 +¢Ty t:

par conséquent, si I'on retranche respectivement des éléments de
la premiére ligne ceux de la deuxiéme multipliés par n — 1, de ta
deuxi¢me ceux de la troisiéme multipliés par n— 2, etc., on pourra
ramener tous les indices inférieurs de T & p —1. Donc

Tpy Tpy Tp, ... TpEM

v Fp Fp, ... TpTR
(—1-PHy, p=! o R o SR - e
° o o ... T,

Cela posé, désignons par p un nombre premier impair; la con~
gruence

(r—1)(x—2)..(r—p+1D--1—xP-l =0, (mod.p),
de degré p — o, étant vérifiée par p—1 valeurs non congrues de r,
savoir @ 1,2,3, ..., (p —1). estidentique: par suite,

~ 1 —_ 2 - 1
I_,,..,r o, I,, 1 0. l',

T

et —

[ L T T



et, d’ailleurs, I‘Z_' est nul pour ¢ > p—1. En portant ces résul-
tats dans I'expression de A,_,,, on obtient un déterminant dont
tous les éléments sont nuls, & 'exception de deux lignes obliques
paralléles a la diagonale principale, dont 'une a tous ses éléments
égaux A +1, et l'autre 3 — 1. On voit trés simplement que ce dé-
terminant est ¢gal & 1 ou a o, suivant que le nombre des colonnes
n — (p —1) du déterminant est ou n’est pas multiple de p —1.

Par suite,
Ap_p+r1=1 ou =o0, (mod. p),

suivanl que p — 1 est ou n’esL pas diviseur de n.
Mais si, dans la formule (1), on remplace = par1, 2,3, ..., ,
et si I'on fait la somme S, on obtient parla méthode de Fermat
X X X X
Sp= n"—_:'[ + A —’T"- Heer Ap—ge —(—Ii’ et Apy T’-
En prenant avec Bernoulli (Ars conjectandi) le coefficient de x
dans S,, on a pour le nombre de Bernoulli I'expression

7-1 1

1.2.3...n ) W
Bp= " . Apgr L i+ Apny .

n—+1i

En laissant de cdté les dénominateurs 2 et 4, que I'on traite im-
médiatement, on voit qu’en supprimant les entiers la fraction

L

An—l, +1
se réduil : 1° 4 zéro, pour ¢ composé, puisque 1.2.3...(g— 2)
est divisible par ¢; 2° 4 zéro, pour ¢ premier, lorsque ¢ — 1 n’est
(3 s —1 ’ s .
pas un diviseur de n; 3° & -2 pourg égal & un nombre premier p
impair tel que p—1 divise n, puisque alors

Ap pra=1, Thll=—1 (mod. p). C.Q. F.D.



