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L Arethmétigie de Diophante d'Alexandrie, que
'on doit constdérer comme un des plus beaux mo-
numents du génie des Grecs, est le plus ancien traité
de calcul qui nous soit parvenun. L’époque de la vie
de cet illustre mathématicien est fort incertaine,
malgré les recherches patientes de ses nombreux
commentateurs. Bombelli, 'un d’eux, affirme, sans
qu'on sache sur quel fondement il s’appuie, que
Diophante florissait vers 'année 160 de 1'ére chré-
tienne ; Bachet, qui le confond avec un astrologue
du méme nom, établit qu'il était contemporain de
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Néron; d'autre part, suivant Aboulfarage, savant
arabe cité par Montucla, I'historien des mathémati-
ques, il aurait vécu sous 'empereur Julien vers 365 ;
c’est la date adoptée par Gérard Meerman qui, dans
la. préface de son Specimen calculy fluxionalis est entré
dans quelques détails sur Diophante. Quoiqu'il en
soit, Jean, patriarche de Jérusalem, est le premier
qui l'ait cité dans sa biographie de Jean Damascéne.
Tout ce qu'on sait d'ailleurs, est résumé dans son
épitaphe, qui n’est peut-étre qu’un jeu d'esprit, rédi-
gée sous forme de probléme et conservée dans 1'An-
thologie grecque.

Cet ouvrage fameux, qui sera longlemps encore
un sujet de recherches et de méditations pour les
savants, fut commenté d'abord par la célébre Hypatie,
une des gloires de I'école d’Alexandrie. L’histoire
la représente, allant couverte du manteaun de philo-
sophe, insouciante de sa beauté, s¢ mélant familié-
rement aux hommes les plus distingués et s’entrete-
nant avec eux sans que le moindre soupcon Peffleurit,
tant elle portait de dignité dans sa conduite et de
gravité dans ses discours. Elle avait ea pour éléve
Synésius de Cyréne, évéque de Ptolémais ; mais elle
eut le sort commun des grandes intelligences, et
excita I'envie. Victime de la passion populaire, son
corps fut mis en piéces et ses membres palpitants
indignement trainés par les rues de la ville, puis
ramassés et briilés en un lien appelé Cinaron. Ses
écrits, parmi lesquels on remarquait ses Commen-
taires sur l'arithmétique de Diophante et sur le
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traité des Coniques d’Apollonius de Perga, et son
Canon ou Table astronomigue ont été détruits dans
l'incendie de la bibliotheque.

"L arithmétique de Diophante était primilivement
divisée en treize livres ; mais malheureusement cet
ouvrage ne nous est parvenu que trés-incomplétement,
et le texte grec des six premiers livres seulement,
fort altéré et souvent incompréhensible, ne fut
connu en Europe que vers le commencement du
XVe siecle, a 'époque on Lucas Paciolo, dit del
Burgo, rassemblait et expliquait d’aprés les Arabes,
les principes de la science de 1'algébre, dans le pre-
mier traité qui ait été imprimé sur cette maliére
(Summa de Arithmeticd et Geometrid. — Venise
1494). Bombelli et Pazzi avaient bien commencé, il
est vrai, une traduction latine sur les manuscrits
conservés dans la bibliothéque du Vatican, et apergus
pour la premiére fois par 'astronome Regiomonta-
nus, lorsqu’il vint en [talie en 1460 ; maisils n'en
achevérent que les cinq premiers livres et ne les
publiérent point. |

C’est sur le texte grec d’un manuscrit trouvé dans
la bibliothéque de l'université de Wittemberg que
Guillaume Holtzmann (en grec, Xylander) publiale
premier une traduction latine des six premiers livres
de l'arithmétique de Diophante, avec le commen-
taire de Planude, surnommé Maximus, savant moine
arec qui vivait & Constantinople dans la premiére
moitié du quatorzidme siécle ; renommé pour ses
connaissances étendues et variées,.\Planude avait éié
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envoyé en 1327 comme ambassadeur & Venise par
I’empereur Andronic I (1). |
Gaspard Bachet, sieur de Méziriac, géométre et
littérateur distingué, perfectionna le texte de Xylan-
der, et le fit suivre d'un commentaire prolixe, mais
trés-lumineux que les progrés de 'algébre rendent
aujourd’hui inutile, et d'un traité sur les doubles
égalités, Né a Bourg-en-Bresse (1581-1638), 1l fut,
a la suile d’un voyage en ltalie avec le grammairien
Vaugelas, proposé comme précepteur de Louis XHI ;
mais comme il n’était pas ambitieux, il quitta préei-
pilamment la capitale, tout effrayé et disant qu'il
n'avait jamais élé st en peine, s'imaginant déja
porter sur ses épaules le lourd fardeau du royaume.
De retour dans sa ville natale, il se maria et son
choix fut heureux a ce qu'il parait, car il avoue lui-
méme que ¢ était la meilleure chose qu’il eit jamais
faite. C’est au milieu du calme de cette vic intérieure,
qu’il découvrit la résolution de 1'équation indéter-
minée du premier degré en nombres entiers, la théo-
rie plus curieuse qu’utile des carrés magiques, et pu-
blia deux éditions successives de son Recued de pro-
blémes plaisants et délectables qui se font par les

(1) DiopEANTI ALEXANDRINI rerum arithmelicarum [libri sex,
quorum prime duo adjecta hebent scholia Maxime {ut conjectura est)
Planudis, item liber de numeris polygonis seu smultangulis, opus
incomparabile, vere arithmetice logisiice perfeclionem continens,
paucis adhuc visum, ¢ Guillehno Xylandro Awgustano, incredibile
labor latiné redditum el commentarivs explanatim, npue lucem
editum (Bale. — 1375,)
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nombres (Lyon 1613 et 1624) et son commentaire
sur Diophante (Paris 1621). Dans I'intéressante pré-
face de ce dernier ouvrage, Bachet raconte que le
cardinal Duperron lui dit avoir possédé un manus-
crit complet des treize livres de Diophante qui lui fut
emprunté par Gosselin; mais la mort prématurée
de ce savant, emporté par une maladie pestilentielle,
fit perdrele texte précieux qu'il se proposait d’'étu-
dier et de commenter. ,

En 1634, Simon Stevin, de Bruges, publia une
traduction francaise des quatre premiers livres de
Diophante, qu’Albert Girard a insérée dans 1'édition
de ses ceuvres complétes en y ajoutant la traduction
des deux derniers livees. Mais parmi tous les savants
qui ont commenté \'Arithméfique, on doit placer au
premier rang, 'immortel Fermat.

Pierre de Fermat, conseiller au parlement de
Toulouse, naquit 3 Beaumont-de-Lomagne cn 1608
ct mourut en 1665. C'est dans les intervalles de repos
que lui laissaient ses devoirs de magistrat, qu’il se
livrait en guise de délassement & la culture des lettres
et surtout des mathématiques. Rival heureux de
Descartes, objet constant de 'admiration de Pascal
qui le nommait le premier homme du monde, il fut
le précurseur de Leibnitz et de Newton, I'inventeur
du calcul différentiel, découverte universellement
réputée la plus grande des temps modernes, de la
théorie des nombres et du caleul des probabilités. 1
a énoncé, sur Vanalyse indéterminée, des théorémes
qui ont défié pendant longtemps les efforts des plus
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erands géoméetres et dont quelques-uns ne sont
cncore qu'imparfaitement démontrés. Dans cette
branchie de Parithmétique, Fermat s'est frayé une
voie nouvelle ol il a été bien difficile de le suivre,
parce qu’il a presque toujours caché la méthode qui
le guidait dans ses recherches, et qu’il n'a pas
publié I'ouvrage sur la théorie des nombres qu'il
avait projeté. I ne nous reste d’ailleurs des recher-
ches de Fermat sur la théorie des nombres que les
notes qu’il avait écrites de sa main sur les marges
d'un exemplaire du commentaire de Dachet et les
fragments de sa correspondance qui ont été publiés
par son fils Samuel Fermat, avec les développements
de 1'Inventum novum du P. Billy (1).

A la suite de I'invention du caleul différentiel et
de ses applications au systeme du monde, ces travaux
furent généralement délaissés ; mais, plus tard,
Euler et Lagrange s’y sont appliqués avec beaucoup
de succés, et ont donné la résolution de ['équation
indéterminée du second degré et la démonstration
d’un certain nombre de théorémes énoncés par
Fermat ; mais malgré les efforts de ces deux illustres
aﬂalystes. malgré les recherches de Legendre, Gauss,
Cauchy, Lejeune-Diriclilet, etc., on n’est point encore
parvenu 3 la résolution des équations indéterminées

(1) DiorBANTI ALEXANDRINI arithmeficorum Libri sex, et de nume.
ris mullangulis Liber unus, cum commentariis G. G. Bacueri, V. C.,
et ohservationibus D. P. oe FErMAT senatoris Tolosani. Tolose 1670,
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d'un degré supérieur au second, méme dans los cas
les plus simples.

Lagrange avait eu I'intention de publier une nou-
velle édition de Parithmétique du géométre d’Alexan-
drie dans laquelle il se proposait surtout d'éclaircir
les courtes remarques de Fermat et de restituer la
plus grande partie des beaux théorémes qui y sont
répandus ; mais cet ouvrage n’a point été terminé et
I’analyse manuscrite des quatre premiers livres seu-
lement est conservée a la bibliothéque de I'Institut.

Le but que je me suis proposé en publiant la pre-
miére partie de ces recherches est de faire voir que
la méthode employée par Fermat pourla démonstra-
tion de la plupart de ses théorémes numériques, peut
s’appliquer dans un grand nombre de cas a la réso-
lution des équations de degré supérieur. J'ai été ainsi
amené 3 résoudre complétement un grand nombre
d’équations trindmes du troisitme et du quatriéme
degré, et a énoncer et démontrer des théorémes nou-
veaux sur cette partic de 'analyse.



CHAPITRE 1.

De lavésolution des Equations indéterminées
dua troisieme et du gquatri¢me degré.

Diophante, dans les six livres de son Arithmétigue
que le temps a respectés, propose et résout un cer-
tain nombre de problémes qui conduisent, soit & la
résolution d’équations déterminées, soit aussi a la
résolution d’équations indéterminées. Mais, dans ce
dernier cas, Diophante n’a point envisagé la question
au point de vue général, et n’a donné ordinzirement
que la solution en moindres nombres de 1’équation
proposée.

les commentateurs de Diophante ont généralisé
quelques-uns de ses problémes et donné de nouveaux
développements qui permettent souvent de déduire
d’une premiére solution une série indéfinie de solu-
tions nouvelles ; mais ces méthodes ne sont point
générales et ne sauraient donner toutes les solutions
possibles ; souvent méme eclles ne donnent pas les
solutions les plus simples qui se présentent d’ailleurs

delles-mémes.
Pour démontrer I'impossibilité de certaines équa-

tions biquadratiques, Fermat s’est servi d’une mé-
thode «ui consiste & exprimer les indéterminées des
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équations proposées en fonctions entiéres d'indéter-
minées plus petites qui doivent elles-méme satisfaire
A des équations de méme forme que les équations
proposées, et comme on peut raisonner de méme sur
cette seconde solution, et que d'ailleurs il y a une

limite a la décroissance des nombres entiers, on en
conclut avec certitude l'impossibilité de 1'existence
d'une premiere solution.

C'est ainsi que Fermat a démoentré que la diffé-
rence de deux nombres bicarrés ne peut jamais étre
un carré; ce théoreme, 'un des plus beaux de
I'arithmétique, a été énoncé dans une observation
ajoutée au 20° des problémes placés par Bachet i la
suite de la 26° proposition dulivre VIde Diophante(1).

(1) Voici le passage de Fermat auquel nous faisons allusion :

« Area trianguli rectanguli in numerts non potest esse quadra-
« lue; ... S1 arca trianguli esscl 'quadralus darentur duo qua-
« draio-quadrau quorum differentia vsset quadratus : Unde sequi-
« tur dari duo quadrata quorum et summa et differentia esset
« quadratus. Datur 1aque numerus composilus ex quadrato et
< duplo quadrai equalis quadrato, ed conditione ut quadraii eum
« componentes faciant quadratum. Sed si numerus quadratus
« componitur ex quadrato et duplo alterius quadrati , ejus
« latus similiter componitur ex quadrato el duplo quadrati, ut
« facillimé possumus demonstrare.

« Yinde concludetur latus illud esse summam iaterum circa rec-
« lum lrianguli rectanguli el unum ex quadratis illud componen-
« libus efficcre basem et deplum quadratum equari perpendiculo.

¢ Illud itaque triangulum rectangolum conficietur & duohus qua-
« dratis quorum summa et differentia erunt quadrati. At isti duo
« quadratl minores probabuntur primis quadratis suppositis quo- -
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Pourtant ce théoréme a été énoncé an!érievrement,
mais démontré incomplétement, par Fibonacci (l.éo-
nard de Pise) dans son Trawté des nombres carrés ;
“ce traité quon avait cru longlemps perdu a été re-
trouvé el publi¢ par M. le prince Balthazar Boncom-
pagni. { Voir Journal de M. Liouville, t. XX, p. 567.)

Cette méthode remarquable de démonstration que
Fermat considérait comme une de ses découvertes
les plus importantes et les plus difficiles (1), est une
des plus fécondes de la théorie des nombres. Fuler (2)
I’a considérablement développée et 1'a appliquée a
la démonstration de 'tmpossibilité d'un certain nom-
bre d’éguations indéterminées du 3¢ et du 4° degré;
Legendre, lLejeune-Dirichlet, M. Lebesgue et quel-
ques autres (3) a un grand nombre d’équations indé-
terminées du 3°et du 5° degré.

« rum tm summa quam differentia faciunt quadratum. Ergo s
« dentur duo quadrata quorum summa el differentia faciunt qua-
« dratum, dabitur in integris summa duorum quadratorum ejus-
« dem natur®e priore minor. Eodem ratiocinio dabitur et minor
« ista inventa per viam prioris et semper in infinitlum minores
« invenientur numeri in inlegris idem prestantes : quod impos-
« sibile est, quia dalo numero quovis integro non possunt dari
« infiniti in integris illo minores. » Edit. cit. de Diopk. p. 339.

(1) « Hujus theoremalis a nobis inventi demonstralionem quam
« et ipsi tandem non sine operosd el laboriosd meditatione detexi-
« mus, subjungemus. Hoc nempe demonstrandi genus miros in
« arithmeticis suppeditabit progressus. » (Loc. cit.)

(2) EuLer. — Eléments d' Algébre.— Seconde partie, chap. X111

(3) LEGENDRE.— Théorie des Nombres.

LeseuNe-DiricuLer. — Mémoire sur [impossibilité de quelques
équations du 5° deyré, — Journal de Crelle, t. 1il, p. 354.
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Le butl que je me suis proposé dans ce travail est
de faire voir que la. méthode de Fermat peut s’appli-
quer non-seulement & la démonstration de I'impossi-
bilité de certaines équations indéterminées, mais
peut aussi servir & la résolution de ces équations,
lorsque celles-ci sont possibles. J'al pu arriver ainsi
i résoudre un grand nombre d’équations cubiques et
biquadratiques qui avaient été considérées par
Fermat, Euler et Lagrange, mais dont la solution
générale restaitignorée.

Lagrange a donné le premier la solution générale
des équations

h— b=+ 22,
et de I'équation

qui s’y rameéne immédiatement ; M. Lebesgue cn a
donné aussi la théorie. J’exposerai plus loin une solu-
tion plus simple de ces équations (1).

LesesGUE. — Théorémes nouvcaux sur Iéquation - indéterminée
L5+ yh==gz9 — Journal de M. Liouville, t. VIII, p. 49.

(1) OEuvres pE Lagrance publites par les soins de M. J.-A. Ser-
ret. Sur quelyues Problémes de I Analyse de Diophante, t. 1V, p. 377.

Lebescue. — Résolution des équations biquadratiques. — Journal
de M. Liouville, t. XVIII, p. 73.
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§ I. bE L'iQuatioNn a3 4 93 = Az3.

On est conduit i cette équation lorsque I'on cher-
che a résoudre ce probléme posé par Diophante et
non encore entiérement résolu, de trouver deux nom-
bres entiers ou fractionnaires dont la somme ou la
différence soit égale a la somme ou a la différence de
deux cubes donnés.

Pour résoudre en nombres entiers I’équation

T3 +y3 — (a3+ b3) 53_’

dans laquelle a et & sont donnés, il suffit de poser

L—a+cN, Y=p4+nN

e

o0 &
et de disposer de ¢ de maniére & faire disparaitre

aprés la substitation la premiére puissance de N,
On trouve ainsi une relation de la forme

BN3 4~ CGN2 == o,

qui détermine N par une équation du premier
degré (1). Fermat détermine ainsi z, y, z et fait ser-
vir chaque détermination qui change les données a
et &3 la recherche de nouvelles solutions en nombre
indéfini. On obtient & 1'aide de cette méthode les

(1) E.BrasSINNE.— Précts des (Euvres mathématiques deP. Fermat
et de U’ Arithmétique de Diophante, p. 70.
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g

formules suivantes qui permettent de déduire d’une
premiére solution z, y, z de I'équation

3 -} y3 = A23.
la solution nouvelle
X=g Qy¥+423), Y=—yRe3+ y3), Z=2z(x3~13).

Si dans ces formules, qu'on attribue habituelle-
ment & Euler, bien qu’elles soient fort antérieures (1),

on fait en particulier A =9, on trouve que P'é-
guation

w3 + y3 —— 92;3’
a pour solutions
Ty = 2 , yi=: 1. z == 1,
re = 20, Yo == — 17, 20 == 7,

x3 = 188479, y3 = — 36520, =3 = 90391,
puis
ry== 12 43617 73399 00348 36481,

yo= 4 87267 17171 43523 86560,
= 6 00623 83567 61372 97449;

etc. ; et en faisanl encore A = 28, on trouve que I'é-
quation

T3 - y3 — 98 23,
a pour solutions

=3, yt= 1, % =1,
re = 87, ye= — 5B, 22== 20,

(1) J. Prester, — Nouveaux Eléments de Mathématiques,— Paris
168). T. 1, p. 61.

33
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x3 = 0632 84705, ys == 283 40511, 23 = 214 46828,
puis |
xs= 18 92071 22047 02010 97176 90323 50335,

ys = — 15 01104 22682 05492 03687 03693 29391,
%y == 4 94756 15518 27392 93262 16777 53432;

et ainsi de suite, et I'on voit que ces solutions crois-
sent trés-rapidement et contiennent quatre fois
plus de chiffres que la solution précédente.

1] est facile de généraliser la méthode précédente,
et de déduire d’une premiére solution z, ¥, en
nombres ralionnels de I'équation

a-+-bax—-cy+-dxlt-exy—+-fy>—-gud+-hxly—+-kry24-ly3=0,

une série indéfinie de solutions nouvelles. Posons en
effet

=21 X, y=y0+Y:

nous obtiendrons en substituant ces valeurs dans
I'équation précédente, une équation de la forme

BX—+CY~+DX2+EXY-+FY2+GX3+BX2Y+KXY2+LYS =0,

dans laquelle les coefficients B, C, D,... s'obtiennent
aisément du premier membre de I'équation proposée
a I'aide de la formule de Taylor. Pour déterminer
rationnellement X et Y, on égale 4 0 les termes du
premier degré, ce qui donne les deux équations

BX + CY=o,
DX2 4+ EXY+H-...4+ LY3=y,

et en éliminant Y, on obtient en divisant par X2,
Péquation
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[C3G—BC2H--B2CK—B3L]X+4-C3D—BCE+B2CF =0,

d’ott on tire la valeur rationnelle de X et par suite
celle de Y.

On déduit de ce qui précéde, en rétablissant 1'ho-
mogénéité afin de remplacer les solutions rationnelles

par des solutions entiéres, que si z, y, z désignent
en nombres entiers une solution de I'équation

Az? - Byd +4- C23 - 3Dzyz =0,

on obtient une série indéfinie de nouvelles solutions
d 'aide des formules

X =z [By3—Cz3],
Y =y [Cz3—Ax3],

o _ Z = z [Az3—By3].
Ainsi I'équation

2342434333 = bxys,
qui donne pour solution immédiate
t=1, yo=1, %=1,

donne ensuite les solutions

$1=1, yim_ga 2':1—"'""--1,
e = 19, Yo = 4, %2 = — 17,
13 = WAUT3, y3 = — 86392, 23 = — 114427,

" 4 3 8 B 8t 49 0 8 gt s S S A RSBt S AN e U I B )

Cauchy a donné aussi d’autres formules pour trou-
ver de nouvelles solutions, de ces équations, distinctes
des précédentes (1).

(1) Caucny.— Sur la résolution de quelques équations, indélermi-
nées en nombres entiers.— Exercices de Mathémaliques, t. I, p. 288,
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I'n désignant eneffet par 2, ¥, z et &', y', 2’ deux
solutions de I'équation précédente, on a encore

X = Byy'(zy'—yx’) + Caz'(z2'—27") ~+ D(xl's—z2%s3),
Y = Czz'(yz'—2y) 4 Axz'(yzr'—zy’) + D(y?s'z'—y%a),
Z = Azz'(zx'—x3') + Byy'(sy'—yz) + D(x%'y'—2zy),

et ainsi les solutions (g, ¥y, %0)s (L2, Y2, 22) de I'exem-
ple donnent encore

X=143, Y=113, Z = 71.

Euler et Legendre (1) ont démontré que I'équation
s ) y3 —— ‘A‘zﬁ1

est impossible, lorsque A estégala 1, 2, 3,4, 5, 6
ou §, en ramenant par la décomposition en facteurs,
I’équation proposée a une autre équation semblable
A la premiére, mais contenant des indéterminées
beaucoup moindres. Maissi A estégal 4 7 ou & 9,
I’équation est possible, et nous allons faire voir qu'il
est facile de trouver par la méme méthode de nou-
velles solutions qui n'avaient point été données jus-
qu'a présent.
Prenons en effet 'équation

on en tire en supposant s pair,

T -y = 3a3,
z2 — Y 4+ Y = 3b8,

(1} LEcENDRE. — Théorie des Nombres, t. I, p. 7 et suiv,
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et a et b sont premiers entre eux, et # non divisible
ni par 2, ni par 3, car la seconde équation peut s'¢-
crire

2=\ | o (o
( 3 ) +3( e =t
on doit donc poser
b= [+ 3921
b3 = F24 3G2,

et l'on a

= 3¢ (/2 — ¢%),

=1 —92;

donc en identifiant et faisant @ = 0 a’,
g (2 —9%) = 4.9.a%.
Nous avons ici deux eas 4 considérer suivant que
g est ou n'est pas divisible par 3 ; d’aillears /2 — g2
est impair avec f2 + 34°, donc ¢ est pair.
Premier cias.— Si on suppose d’abord ¢ divisible
par 3, ona

g="49.p% [Hg=0, [—g=13,

el par suite

g3 —r3=39 (2p)3,
et ainsi 'équation proposée se rameéne & une équation
de méme forme et dans laquelle le second membre est
encore nair, et d’une solution 2, y, 22 de I'équation

Wy =9 ()3,

on obtient une série 1ndéfinie de solutions nouvelles
(X, Y, 2Z) a l'aide des formules
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X =+ Y =— 3 (bzyz)3,
(A) X — Y = (23 — ¢3) (23+2y3) Rud+y3),
RZ = — 6xyz (26 4~ 23y3 4 5).
~ DeuxiiMe cas. — Si on suppose, au contraire, ¢
non divisible par 3, et -+ ¢ divisible par 3, ce qui
ne nuit pas a la généralité en admettant que ¢ peut
étre négatif, on a

g=4p3, [f4+g9=9¢ f—g=13,

et par suile
73 = (—2p)> = 9¢,

équation de méme forme que la proposée, mais dans
laquelle le second membre est impair. Cette équation
a pour solution immédiate r=1,p=— 1, ¢ =1,
et on en déduit pour premiére solution de la proposée
dans laquelle I'inconnue du second membre est double
d’un impair

£y =919, 91 = — 271, 21 = 6.73,

et de celle-ci on déduit par les formules d’Euler une
série indéfinie de solutions distinctes de celles qui
avaient été données jusqu’a présent, puisque la mé-
thode de Fermat ne donnait pour z que des valeurs
impaires. On trouve ainsi encore la solution nouvelle

g z'2 — 122 26939 83502
y2= 96 12720 80497,
? 2's = B3<TX103< 17373 X 668953,

dans laquelle I'inconnue du second membre est qﬁa-
druple d’un impair, et ainsi de suite.
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Si donc x, 2y, z désignent une premiére solution
de I'équation °
23 4= (Y =98,
on obtient une nouvelle solution de 1'équation
X34 Y3=9 (R,,
par les formules

(XY = — 3 (o)’
(B) § X—¥Y = — [2* —(2y)* ] [#*+R(2y>%] [22°+(2y)%);
? 27 = — Gryx (2% (2y)° +4-()°)

formules entiérement analogues aux formules (A).
En appliquant les formules (B) a la seconde solu-
tion
r==20, y=—-17, 3=7,

donnée par les formules d'Euler, on retrouve les va-
leurs ', ¥'; et 2's données plus haut.

Si au contraire, on suppose z impair dans I'équa-
tion proposée, on obtient en identifiant dans la valeur
de 44%, Véquation

39 (*— %) + [ (P~ %) = a” .

L’étude de cette équation, et d’autres analogues,
fera 'objet d’un nouveau travail, dans lequel j'ai
démontré que les formules (A) et (B) résolvent com -
plétement I’équation proposée.

Il est d’ailleurs facile d’appliquer les principes qui
précédent, & la recherche de nouvelles solutions des
équations cubiques de la forme considérée ; on a ainsi
dans le cas de A="7, la solution nouvelle
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-

;B:Té}, Y = = ]_7, 523

a
)

et toutes celles qu’on en déduira par les formules
d’Euler. |

Fermat, qui avait particulierement étudié cette
équation, en a donné pour solution, en dehors des
solutions immédiates,

2=2, y=—1, z=1,
=4, y==95H, =3, .
la solution
= 1260, y = — 1256, 2 =183,

qui se déduit des précédentes. Mais il n’a point
donné la solution ci-dessus, beaucoup plus simple, ce
qui semble prouver qu’il n’était point en possession
de la méthode générale (1).

(1) Brassinng.— Précis des (Euvres mathémaliques de P. Fermat,
p. 70.
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§ II.— DE L’EQuatrioN axi—+-br’+cx?+dete==y2.

Fermat a indiqué le moyen de trouver des valeurs
rationnelles de z et de y en nombreindéfini, dans
Pun des trois cas énoncés ci-dessous.

I* Lorsque le coefficient « de de la plus haute
puissance de I'tnconnue x est égal i un carré parfait
{2,

On pose alors

y = (X2 4+ mt + 1,

et on identifie les coefficients de 23 et de x2, ce qui
permet de délerminer linéairement m et » a Vaide

des formules

b 4l2¢2 - 2
m=op M TTRE

et il reste alors une équation du premier degré, qui
donrne la valeur de x par la formule

e—mn

€T == - )
RDmn—d

En prenant pour exemple 'équation

1% — 8623 + 1807 + e + 1 =17,

que nous résoudrons plus loin d’'une maniére géne-
rale, on trouve ainsi

9
=2; nE;?s
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et par suite

_ 83
Y=

xXr ==

] I

Lorsque l'on connait ainsi une premiére solution
T = xg - T,

et on se trouve ramené au cas précédent, et ainsi
d’'une premiére solution de l’équation, on en peut
déduire une série indéfinie, & moins que l'on ait

e =n2 ou 2mn=d,

ce qui n’arrive habituellement que lorsqu’il est abso-
lument impossible de résoudre I’équation proposée
autrement que par la premiére solution.
On trouve ainsi, avec l’exemple précédent, la
solution nouveile _
‘62 85580

T= 166 99593

2° Lorsque le terme tout connu e est égal a un
carré parfait, on raméne ce cas au précédent, en rem-
1
lacant x par -.
placant z par

3° Lorsque les termes extrémes sont en méme
temps des carrés parfaits /° et n2. On peut faire usage
des deux moyens indiqués ci-dessus, mais on peut
poser immédiatement

y= lg* 4+~ mx + n,

et I'identification donne

N b of 1 — c—m232In
9 +2mn—id’




ou encore

Euler a fait 'application de ce procédé & un grand
nombre de problémes d’analyse indéterminéc. On
voit d’ailleurs ainsi, que si z, y, z, désignent une
solution en nombres entiers de I'équation

x4+ ax® 2 4 byt = 2,

on obtient une série indéfinie de solutions nouvelles,
a l'aide des formules

Malheureusement, cette méthode ne résout qu’in-
complétement 1'équation proposée. Nous donnerons
plus loin la solution générale d’'un grand nombre de
ces équations ; mais nous nous bornerons ici a faire
voir que cette forme d'équation comprend I’équation
cubique considérée dans le paragraphe précédent ;
soit en effet I’équation

on obtient en posant

3)=~'a+2’N, 'y"_b 4 Na

I'équation

N? (1423 ) -+ 3N (a2? +b) ~+ 3 (a® 2462 ) =0,

et 81 on tire la valeur de N, qui doit étre rationuelle,
on a
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N 3 azb+3V
97 w41

avee 'équation de condition

— a® % — 4b? 3 4+ Babs® — 4a%s — 0 = 3V?,

et on trouve ainst pour ¢ =1, 0 = 2, en partant de
la premiére valeur z = — 1, la nouvelle valeur
5 = — 4 qui donne xr = - ],-7:7 et ¥ 270, solution déja

trouvee.
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§ III. npEs rQuaTioNs X4—2Yi=+4 Z2 57 2%+ Bwt=X2.

Les méthodes de résolution indiquées précédem-
ment pour les équations biquadratiques ne donnent
point toutes les solutions des équations proposées.
Je vais montrer comment il est possible de résoudre
complétement un grand nombre d’équations biqua-
dratiques qui rentrent dans la seconde forme con-.
sidérée par Fermat, en donnant d’abord une solution
plus simple des équations traitées par Lagrange.

En prenant d'abord le signe supéricur, on déduit
de 1'équation

(1) X4 — QY4 = 72,

puisque X et Z, supposés premiers entre eux, sont
impairs

X2+ 7, =24,
* % Z = (Ruw)s,
Y = 22w ;

on obtient, par P'addition des” deux premiéres des
équations qui précédent |

X? = 2% + BwA,

et I'on voit que la résolution de cette équation est
intimement liée A celle de I'équation (1). On tire de
cetle derniére
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X + 22 = 2t
X F 2= 4y4,
w = xy,

j

et par suite

4

x‘*—2y4=-i_-z‘3 .

En prenant le signe supérieur, on est ramené a
‘une équation identique avec I'équation proposée ; au
contraire, en prenant le signe inférieur, on a une
équation qui donne la solution immédiate

:‘Co":-"l, yol::l, By = 1.

On déduit donc pour premiére solution de équation
(1), a 'aide des formules

X = g% 4+ 2;7/!‘:

les valeurs suivantes
Xy =3, Yy=2, Zy=717,

et ces mémes valeurs donnent ensuite & laide des
formules précédentes

Xe=113, Yo==84, Z2=7967,
puis
X5 = 2626 21633,
Y3 = 1512 45528,
Zs = 60 91245 60651 82347,
et ainsi de suite ; on a ainsi de chaque solution de
I’équation

)

R) wh—yt=—=
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uue série indéfinie de solutions premiéres-entre elles
de l'équation (1) dans chacune desquelles Y, est
égal au produit de 2° par un nombre impair.

11 nous reste donc a trouver toutes les solutions de
I'équation (2). Pour cela, désignant par u et v deux
nonvelles variables déterminées par les conditions

T2
e

I

v+ v,
U — v,

f

nous tirons de I’équation précédente
Yy = u® 4 92,

La résolution de l'équation (2) renferme donc la
solution d'un probléme proposé par Fermat comme
trés-difficile, dans une observation sur le petit traité
des doubles égalités de Bachet, placé i la suite de la
question xxiv du livre VI de Diophante. Ce probléme
consiste & trouver un triangle rectangle dont les cdtés
sont exprimés par des nombres entiers, de telle sorte
que 'hypothénuse soit un carré parfait ainsi que la
somme des deux cdtés de 'angle droit ; ce probléme
revient d’ailleurs a trouver deux nombres wu et v,
dont la somme soit un carré et dont la somme des
carrés soit un bicarré.

Mais puisque % + v et »* + ° sont des carrés, on a

U = (r* — 2rs 4= 2% )2 — L%,
v = &rs (12 — 2rs 4 25?),
x = 17— 2%,

7 et s désignant des nombres premiers entre eux et
assujettis a la condition fournie par I’équation
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Y o= (1% — s 4 287 )2 4 02 g2

On tire d’ailleurs de cette derniére équation

72— 2rs +- 2= [ —¢?,

rs = [,
1y = [+ 9°.
En supposant d’abord
r=/[ets= 7,

on obtient en portant les valeurs de r et de s dans la
premiére des équations précédentes, 'un des deux
resultats suivants :

g = 0 ou 39 = 2f.
.e premier de ces résultats fournit la solution

immédiate 2o = 3o = 5 = 1; tandis que le second
donne

et par suite
ri=1, 1y =13, =1 =230.
Mais pour résoudre généralement le probléme, il fant

poser
r = mfet g = ms,

m désignant un nombre rationnel ; on en déduit par
I’élimination de 7 et de g, 'équation
m* (P4 s°) — 2mfs + 25 — fF= o,

et puisque la valeur de m doit étre rationnelle, on a

*__fs-_i-V

m ol
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avec I'¢quation de condition
fi — 25t ==V,
ce qui est préeisément 'équation (1). On satisfait

done d'une maniére générale & l'équation (2), en
nombres rationnels, en posant
T == 1% — 28 R

(r* — hrs 4 257 )2 — 8r?s?.
y = P4+ m*s,

|

ﬁ.

formules dans lesquelles les quantités anxiliaires r ot
m sont déterminées par les relations

7 == mf,
$ + V
mo— D EY
[* - §*

[, s et V {tant trois indéterminées qui résolvent I'é-
(uation
fi — b == \2 .

Pour résoudre I'équation proposée (2) en nombres
~entiers, il fant d’abord véduire i & sa plus simple
cxpression, puis chasser les dénominateurs.

On déduit ainsi des valeurs Xy, Y1, Z; de I'équa-
tion (1)

6 + 7

f:353:2:m— 13

et en prenant le signe supérienr dans la valeur de
=1, yi==13, 31 = 239,
valeurs déja trouvées ; et avec le signe inférieur

== 1340, o1 = 1525, 1 =27 H07;

34
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on déduira encore des valeurs Xz, Yo Zs de 'équa-
tion (1)

o ==923 72159, vy =21 65017, =22 =156 05907 45759,

et
2 = 97884 25919, ' =4 24224 52069.

et ainsi de suite. Chaque solution X, Y, Z, de l'é-
quation (1) donnera deux solutions nouvelles z, ¥, =,
et 2’y y'n 5y de 'équation (2), et chacune de celles-
ci fournira une série indéfinie de solutions de 1'équa-
tion (1). Ainsion déduira encore des valeurs ay ¥y, 3,
de I’équation (2) les valeurs suivantes pour P'équa-
tion (1)

N1 =57128, Y1 = 6214, Z'1 == 32625 80153,
et de ces derniéres on tirera

X" = 10650 39335 57156 21873,

‘,i.r"-,l — 2 X’-i Y,'i 7."1 :

et ainsi de suite ; inversement on déduira des valeurs
Xy, Yy 2’ de Iéquation (1) la solution nouvelle de
I'équation (2)

r=25 70577 12360 38721,
y=="7 65824 64576 172229,

ooooooooooooooooooooooooooo

On remarquera que la méthode de Iermat ne
donne pas toutes les solutions. Ainsi Euler a trouvé
a 'aide de cette méthode les solutions

To%Yo, T1Y1, L2Y2.

f
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de P’équation (2), mais n’a point donné les solutions
T1Y1, T2YL,  eens;

cependant ces derniéres se déduisent toutes de la
premiére d’entre elles 2’y 'y par la méthode de
Fermat. |

Nous considérerons maintenant les équations

A

obtenues en remplacant z par z* dans les équations
proposées. L’équation est 1mpossible avec le signe
supérieur, puisque, d’aprés un théoréme démontré
par Euler, la somme d'un bicarré et du double d’un
bicarré ne peut étre un carré parfait (Voir le cha-
pitre XHI de la seconde partie de ses Eléments
d’Algébre). En prenant le signe inférieur, 1'équation

Tt — Q= — 34,

a pour solution unique x =1y =2z = 1. En effet, re-
prenons la valeur de z trouvée plus haut, nous

aurons
32 == (1? — hrs 4 2s2)? — 8ris®,

et par sulte

12— Ars 252 = + (72 4- 2s'2),
rs =1"§,

Posons encore, comme précédemment
Y =mr et s=ms;

nous obtenons avec le signe + une équation qua-
dratique en m, et en exprimant que la valeur de
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m doit ¢tre rationnelle, celte équation donne la con-
dition
P - 48’ = [J2,

équation impossible & moins que 1'une des indéter-
minées 7 ou $ ne soit nulle, ce qui donne z=1. En
prenant le signe —, on arrive aux mémes conclu-
S101S.

Il résulte encore de 1d que ’équation

x4 — Qo= — 1,

a pour solution unique v =1, y=1.

Fermat avait énoncé ce résultat sous la forme
suivante : Aucun nombre triangulaire, exceplté I'u-
nité, ne pevt étre égalé 4 une quatriéme puissance.

St on avait, en effet,

n(n-1)
5

-

uk.

on en conclurait, puisque les facteurs n et n + 1
sont premiers entre eux, qu'ils sont égaux P'un a un
bicarré et I'antre au double d’un bicarré et par suite
on seralt ramené a I'équation précédente.

Ce théoréme démontré par Euler et Legendre (1]
d'une autre maniére, a été pour nous le point de
départ d’'un grand nombre de théorémes nouveanx,
sur lesquels nous reviendrons plus loin.

(1) LEGENDRE. — Théorie des nombres. T. I, p. 7.
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$ IV, — DES BEQUATIONS Wi—ut==3W?2 et Uz1—ni=8V?2,

Les équations du paragraphe précédent sont, je
crois, les seules équations biquadratiques dont on
ait donné jusqu’'a présent une solution compléle ; je
vais faire voir comment il est possible de résoudre
d’une maniére analogue les équations proposées et un
certain nombre de celles qui suivront.

Ces deux équations se raménent, 'une et l'aulre,
au systéme des deux équations

V202 — 0l ==,

(1)

Q02 - u2 =337,

et l'on a, en méme temps
W=wz ¢l V=uv.

Ce systeme a d’abord une solution immédiate dans
laquelle les inconnues sont toutes égales a 1'unité
prise positivement ou négativement. On tirc d’ail-
leurs de la premiére équation de ce systéme

v = a® - b* .
W= a* — b° 4+ 2ab,
== a? — 2 — 2ab.

et cn portant ces valeurs dans la seconde équation,
on obtient cn faisant & == 34°, 1'équalion

(@2 - 972 A= lalf (a? — b ) =22 .
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ou en développant

o
z'

a’t <4 403l 4+ 18a26% — 56ab'S +- 814"

v

équation que nous avons traitée plus haut par la mé-
thode de Fermat, et qui donne d’abord
v=2387, w=41,
=23, % =233,
puis |
= 2 53642 20318 55129,
=3 58647 03316 69969,
W == 6406 72783 29889,
=9.45 97777.11.64 33883,

2

et ainsi de suite. Pour résoudre complétement cette
équation, on pose

az — 2ab’ 4 307 = C,
a2 - Gab' 4 27b2 = d.
on obtient

At+d=4v, 3¢ —d =2w. c¢d =32,
et par suite

4+ w=3¢c, W—w=d,

- L] r : .
d’oli on tire, puisque v et 2 sont supposés premiers
entre eux et sont positifs

2

c=%172 et d= 2z
et ainsi
(@— ) +202 =z 2,
(@ + 3b)? 4~ 2(3b")2 = 23 2.

La premiére de ces deux équations nous donne

p—b =3 (r2 =252, b =2s,
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et la seconde
a4+ 3b =+ (11— 25", BV =,

Il nous reste & identifier les valeurs de a et de &’
lirées de chacune de ces équations. En prenant le
signe + dans la valeur de @ — &’ et le signe — dans
celle de a + 36", on a

124 s —~ 252 =252 — '’ — 92,
rs == r's’,
et en posant

1 = 3dmr el s == ms',

on obtient, en éliminant 7' et s entre les équations
précédenties une équation quadratique en m qui
donne sous le radical, puisque la valeur de m doit
etre rationnelle
Uir2s'? — Gpé — 4s's — H2,

équation 1mpossible suivant le module 3. En pre-
nant au contraire le signe — dans la valeur de ¢ — 4"
et le signe - dans celle de @ + 30’, onobtient encore,
en changeant les signes de s et de §°, les deux équa-
tions précédentes.

Mais si nous prenons en méme temps le signe 4
ou le signe — dans les valeurs de ¢« — & et dec
@+ 36, nous arrivons aux deux équations

12 - 2rs — 22 = 1'? — 'S’ — 2572,

ars = 1y,
qui donnent comme ci-dessus

— 4rs’' + K,

Or? 4 Q572

m =
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Pindéterminée k satisfaisant & P'équation
(302 - (is'2)? — 328 = N2,

On déduit aisément de cette équation

ol g désignant deux nombres premiers entre cun,
ct par voie d'addition et de soustraction, il vient
Pt 4 8¢t == Br¢ 4 (s .
pl — 8t =+ K:
Ja premiére des équations précédentes peut d’ailleurs
s'éerire
(pF = 3¢°F — qh =317,
ct donne, par la décomposition en facleurs

Pt —hg =+ Dh? .
r==gh.

En prenant ensemble les signes supcérieurs, on

obtient I'équation

PP — hq® = k2,

l

impossible suivant le module 4 ; en prenant au con-

traire ies signes inférieurs, on obtient le systéme

D

oo

g =
gt = ‘-"h-

; 7
entierement identique au sysléme proposé,
conséquent ce systéme est complétement résolu.

I\D

el par
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-Alns:, en Ibbl]lllb dun plemlue solution- i, v,

w, & du systéme |
. | Ip? = w'i*-

0% A U =37,
on obtiendra deux nouvelles solutions que nous deé-
signerons par des lettres ma]uscules a l'aide des for- -
mules = |

U—-(?v+6?5—-255)3 7 :
| '\Vm('ﬁ-—- ’rrs —-—293) "7 ?.,

o= (1?42 ) (2?-- -+ 952 ),

cdans lesquel‘les |
| == (20t 4 Yt ),

s == w [ dwvwz o+ (wh -.--.‘Sufl}] |

[AN

Etawnsi la solution immédiate v = v = w
“donne la nouvelle solution
0:)7.:.) Co == 23183, |
323,

i

Y1/
9 21

ll

HAUBT,
139, .

|
Il |

el ainsi de suite.
Nous apphquemns encore celle méthode au sys-
-téme particulier que on oblient en supposant, dans

fe systéme (1), I'inconnue w égale & un carré. En
_remplacant w par w?, on a ainsi |

a~ — Jab’ — 90’2 == w~

“car on ne peut supposer le secund munhr' eﬂal a-
— w?, I'équation étant alors 1mp0531b10 suivant le
module 3. On tire de cette équation’
: ; -_:_li,__ (L — 81)’ = (e? —I— 2/" )
gy =5y,
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et en 1dentifiant les valeurs de a« ct &’ tirées des
équations précédentes, avec celles que nous avons
obtenues ci-dessus, nous avons, en prenant en méme
temps dans ces équations le signe supérieur -+

6° + 2ef + 2f* = > 4 s — 27,
ef =3 rs.
Posons encore

e = smr et s = mf,
nous arrivons & 1'équation
m2 (92 4= 2f* ) — drfm 4+ 22 — 1* = o,

et en égalant & un carré 'expression placée sous le
radical dans la valeur de m qui doit étre rationnelle

Oré — 122 2 — 4ff=—R2 ,

équation impossible suivant le module 3, excepté
pour 7 = 0 ce qui donne ¥ = |.

S1 nous prenons au contraire le signe — dans la
valeur de a — &', nous obtenons

1 =2 =282 4 brs — 1,
et par suite, comme ci-dessus
Af' — 12212 — Orf == R2 ,

équation impossible suivant le module 4, en excep-
tant la solution /= ¢ qui donne encore v =1.
Il résulte de cette discussion que les équations

Jvt — ut = Swht, et 9zt — wi = 8,

n'ont en dehors de la solution immédiate
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W= w % | s

aucune aunire solution en nombres entiers. Il en
est de méme de presque toutes les équations biqua-
dratiques que j'ai étudiées, et ainsi encore en parti-
culier de ’équation

ce résultat est bien différent de celui qu'on obtient
pour les équations cubiques & trois termes qui,
comme nous I’avons vu, ont une série indéfinie de
solutions, dans les cas ou elles sont possibles.

Cependant il n’en est pas toujours ainsi, et par
exemple 1'équation

3zt - 13y* = 2%,
a les deux solutions

r =1,
x = 3,

w2

" ~

!?,}
r\rj
¥

Y,

% =4

=== ]
' — 1

|

2

mais nous reviendrons plus tard sar cetle question.
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$ V. Dis Eouations v4—36ui==W? el 2% ~wi==24V? .

Ces équations conduisent toutes deux au systéme

O

— U = w?
~+ 6u? = 2° ,

)

Ay,

L8]

et Fon a en meme temps

W = wzs et V = uv.

On tire de la seconde équation, en supposani

5 4o divisible par 3, ce qui ne nuit pas a la géné-
ralité de la solution, si on suppose que » peut étre

IO
négatif
{ U — 218, ou { U == 2 718,
1)_.-*:3?‘9“283.‘ - ‘Uﬂ@‘}‘?-—-S?;

en portant ces valeurs qui résolvent ia seconde des
équations du systéme dans la premiére, on obtient
entre r et s 1'une des conditions suivantes

) ( 9rt — 3692 s% 4 hst = w?,
= l 36r4 — 8612 s2 4= s = w? .

La seconde de ces équations peut se mettre sous la

forme
(612 — 3 8% )2 — sh == w?,
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¢t nous donne

+ = + 204,
1 20 Qo2 — , 4
{ 67° — 38 2w = + 4b%,

ab :

>

1

8

i

si nous prenons d’abord ensemble les signes infé-
- rieurs dans les seconds membres des equanons pré-
eedentes nous obtenons

(a2 — B2 (a2 — 202 )= — (2 |
‘et par suite |
. a® — H? —= 6/2 ;

(L?’ _— 2[)? e e’? .
d’ott on lire

|

%) { =

+
|

syblcﬁle 1demlque au - s“steme propose Ainsi d'une
solution quelconque u, v, w, ¢ du systéme (1), on
déduit une série indéfinie de solutions nouvelles &
Paide des formules

U = 2uvwy,
(A) V = Buaw? ~— 12>,
s 4= buPw® %,
W= 3% — 4.

Par exemple, on déduit de Ia solut'io.n immédiate
| J'vﬂf_’), 'u:::Q, w==1, z:_—j'?'; I
la solation nouvelle -
= 1201, U'mmo.‘ W =1151, 7 = 1241,

et ainsi de suite
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En prenant, au contraire, les sigtes supérieurs
dans les équations (3), nous obtenons

a4 - 3a20? 4 2b4 = 6r?,
équation qu’on peut écrire sous la forme suivante
(a2 4-b2) (a2 4 22) = 62,

et qui donne

h.'}

&J
o
15

h..'
oD c:-

it

o
T

b

?l

2

——

o
-~y

a~ -+
+

Mais on tire de la premiére des équations précé-
dentes |

g = ¢> — h* 4 2yh,

b= g°® — h? — 29k,

e = g*+ h*,
et en portant ces valeurs dans la seconde, et faisant
=3I, on obtient

6) (g249W2)2 —4gh' (2 —9h2)=p.

¢quation que nous avons complélement résolue dans
le paragraphe précédent, avec cette différence que
g et I sont remplacés par a et — &’. On voit donc
que la résolution des équations proposées est inti-
mement liée 3 celle des équations du paragraphe pré-
cédent ; mais on peut aussi, comme nous allons le
montrer, ramener la résolution de 'équation (6) i
celle du systéme proposé. Cette équation peut, en
effet, s’écrire sous la forme

[ 92 — 29k — 92 12 4 32922 = f,

et donne
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f+(g° =2k — 90* )=+ 2,
fF (2 — 29k — 9 ) =+ 16n2 ,
et par suite

g2 — Ul — W2 = & (I2 — 8a2),
gh’ — l'n;

nous pouvons donc poser, m désignant un nombre
rationnel

[l=myg et k' = mn,

et en déduire les équations quadratiques en
g2 — Rogmn — Im2n® = + (m¥g* — 8n®);

st nous exprimons que la valeur de m tirée de ces

équations est rationnelle , nous obtenons avec le
signe inférieur, I'équation de condition

18¢°n? — g4 — 72n3 = H2,

1mpossible suivant le module 3, et avecle signe supé-
rieur, nous cbtenons

gn+ H
m = ——
g° +9n?

avec I’équation de condition
g% - 18¢°n® + 7204 = H? |
que nous pouvons écrire sous la forme
(2422 — i =H>, °
et qui nous donne

g2 4 12n% = p*~ ,
g° 4+ n® = ¢*
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ot par suite, nous conduil au systéme

¢ — bn® = g%,
q* - 6n? = p? .

identique au systéme proposé.

Par conséquent, d’une solution quelconque u, ¢,
2, 5 du systeme (1), on dédutra deux solutions nou-
velles i l'aide des formules

(B) U=2rs. V=0(rt—st. Z=0r?%.
dans lesquelles on a

© oy = (e e O ) (M <= 8.

(B \ § == (n%1? — 9m*u?> — 36mn uun”,
n
S 2 M=l T v

n =w? -+ Hu®,

et ainst la solution immédiaie ¥ =2, v =5, 1w =1,
: =7, donne en prenant dans la valeur de m le signe

Snpél"ieu l'

T6485.

J=2G 39802, V — 7
A3 19999.

7. =101 13607, W=

Nous n’avons jusqu'a présent considéré que la
seconde des équations (2); nous allons chercher ce
que peut donner la premiére de ces équations. On

peut la mettre sous la forme
(812 — 6597 = w? 4 2 (25",
et on déduit, par la décomposition en facteurs

M2 — G52+ w = +2ak,
2r? — 6s® F w==+(20)%,
L—— ab.
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et par suite, en prenant ensemble les signes supé-
rieurs ou inférieurs du second membre, une équa-
tion impossible suivant le module 8 ; on n’a donc
aucune solution nouvelle pour le systéme proposé.
Les formules (A) et (B) résolvent donc complétement
les équations proposées dans ce paragraphe.

Il résulte d’ailleurs surabondamment de ce qui
précéde le théoréme suivant :

Les équations

xh — y4 = hat et xt — 30yt = 2!,

n’ont aucune solution en nombres rationnels.

35
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§ VI. — DE L'QuaTtioN 324 — ¢4 = 222,

Puisque dans cetle équation & et y sont impairs,
on peut poser

On tire de la premiére équation

T p==2r?

r—p = ()7,

p— q=2rs,
et, par suite

r = 1?2 4 282,

p =12 — 252,
g = r? — 2rs — 252,

et ces valeurs, déduites du systéme (1) sont géné-
rales, en laissant aux quantités p, ¢, r et s des signes
indéterminés. En portant ces valeurs qui résolvent
la premiére équation du systéme primitif dans la
seconde équation de ce systéme, on obtient

74 wfm 813§ — 120252 — 16783 4= 4st = y*,

équation qul renire dans la seconde forme étudiée
par Fermat. On peut donc se servir de la méthode
qu'il a donnée pour trouver une série indéfinie de
solutions, mais on peut aussi résoudre généralement
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cette équation de la maniére snivante. On peut, en
effet, I'écrire sousla forme

(12 = Ars — 252)2 — hros? — 92,

et par suite, en admettant les valeurs négatives de y

@) { TP Ars — Ry =+ Lu?,
?'2"!"4?'3'—-—-239 y——ni—-Gvi’,

ol encore
(3) (724 A4rs — 22 4=y =+ 1202,

U9 lirs — 282 — gy ==+ N2

Le systéme (2) nous donne, en prenant les signes
supérieurs
12 4= hrs — 282 = Qu? 4~ 302,
rs = uv,

et en posant encore
U — mr et s = mu,

nous obtenons par I'élimination de w et de s, Y'équa-
tion
2m? (17 4 v?) — hrem 4+ 3v® - 1=,

d’ou on tire, puisque la valeur de m doit &tre ration-

nelle |
Wh — G = V2 ;

équation impossible suivant le module 3.
Le systéme (3) donne, enprenant encore les signes
supérieurs
2 4 Ars — 5% = Gu2 4~ 07,
rs — v,
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et par suite, comme précédemment

Rm? (3r® 4+ v°) — drvm —+4- v — 17 =0,

et

équation identique avec la proposée. Mais cette
équation a pour solution immédiate

r=9v=U=+1;
on en déduit ainsi

=38, =1, =11,

comme seconde solution que donne aussi la méthode
de Fermat. En général, de chaque solution z, y, z
de la proposée, on déduira deux nouvelles solutions,
a I'aide des formules

7 9 Q
X = 2% + 2m2y° ,
Y == 6mix? — 4%,
Z = 12m2x%? — [2° — 2may — 2m?Y?)2

et I'on & pour m la valeur suivante que 'on réduira
d’abord & sa plus simple expression avant d’effectuer
les calculs
| _ xy sz

312 - yﬂ’

m

on déduit ainst de Ja solution précédente, les deux
solutions

T2 == 19,
3 = 449, s

©
|

I

20, 22 =13,
167, 23 =246 121,

et ainst de suite.
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Le systéme (2) donne maintenant, en prenant les
signes 1nférieurs

22— 4rs — 1% = 22 4 J° .
s = uv,

d’ou l'on conclut comme ci-dessus

rv + U

m —
v — 92’

avec |'équation de condition
304 — rh = 2J2 .

et d'une solution z, ¥, s de la proposée, on obtiendra
encore deux solutions nouvelles & I'aide des formules
X = 3?4 2m2°,

7 = 12mc?2y? — (Y2 — 2maxy — 2m32x° )2,

et I'on a, en méme temps

Y + 3

m = —
x'l_....y'}.’

mais ces formules reproduisent les mémes solutions
que précédemment.

Le systéme (3) donne enfin, ¢n prenant les signes
inférieurs
8% . — Lrs — 12 = Ou* 4 1% .
TS = U,

et conduit a I’équation impossible
22 — 312 == U,

Il est vrai que nous n’avens point encore résoly
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complétement 'équation proposée ; mais on tire de
la premiére équation du systéme précédent

T == 12 4= 22,

x q 72 = 4rs — 287,

P 2rs,
et en transportant ces valeurs dans la seconde équa-
tion, on retrouve l’équation a laquelle conduit le
systéme (1). On ne trouvera donc pas d’autres solu-
tions que celles qui ont été deéja trouvées.

l] est d’ailleurs facile de voir par la méthode des

facteurs que les équations

f

|

hxt — 3yt =22,
2t + 3yt =2*,

9

x4 —12yt =22,

se raniénent encore a I'équation ptoposée.
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§ VII. — DE L'EQUATION 2% — 8yt = — 2° .

On a d’abord

(4= m* 4 2m — n)*,
{22 =02 — 3(m — n)?,

(1)

et par suite, on tire de la premiére équation de ce
systéme

== 17 — 282, m =2r2 — §?
A) | ou ) ;
(8) m—n =2rs, ) m — n = 2rs,
et de la seconde =
\ =R =3r>4s~, =34 2,
(B) - , ou (B)§ — .,
m-—n=rs. ‘ (M —n = 2rs.

L’identification des valeurs de m et de 7 tirées des
systémes (A) et (B’) donne

2

o2

72— DS

|
Lo
~
&5
+
o
o
o
mﬁ
{4
":—;.-—*

T

wr
—
N

et en posant encore
P = mr, s=ms;
on obtient avec le signe 4 la valeur

—1rs'+ U

T 3?9727

m

avec 1'équation de condition
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3r6 — 95 = U2,

qul est précisément I'équation proposée, et avec le
signe — on obtient une équation impossible suivant
le module 3.

Ainsi donc en désignant par z, ¥, z, une premiére
solution de I'équation proposée, on obtient une série
indéfinie de solutions nouvelles 4 1’aide des formules

X = 3y (ay = 3 — 2% (B? + 2022,
Y = 9% (3y® 4 222)> - 22% (zy + 2)2,

et ainsi la solution 1immédiate,

Lo=1, Yo=1, %=1,
donne
=13, 3y =33, = = 1871,
puis
xe = 8843, y2 = 28577, e = 14101 40689,

et ains1 de suite.
[’1dentification des valeurs de m et de n tirées des
systémes (A) et (B) donne
2(r?—2s2) =2rs = (3" +37).
2rs = 17’8,
el eu posant
Y ==2mr et s =ms,

on obtient avec le signe - une équation du second
degré en m qui donne sous le radical une équation
impossible suivant le module 3, et avec le signe —,

la valeur

—7rs + [
s? — 3r2 )’

m =
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avec F'équation de condition
§4 — Bri = U2

Avant de traiter cette équation, nous ferons remar-
quer que V'ldentification des valeurs de m et de »
tirées des systemes (A’) et (B) ou (A’) et (B’) ne con-
duit point & des solutions nouvelles. D’ailleurs le
systéme (1) ne résout pas complétement l'équation
proposée, mais en considérant le systéme analogue
qui compléte la solution on ne trouve rien de nou-
veau. Nous prévenons des maintenant le lecteur,
que, dans ce qui va sulvre, nous avons souvent omis
avec 1ntention les équations et les systémes d’équa-
tions dont I'impossibilité se manifeste immédiate-
ment par la considération du module 3 ou du mo-
dule 8.

L’équation

. Tt — Byt == 22 .
donne par la décomposition en facteurs

? I° 3 = 3(2p)4,
X2 + == 204-,
Y == ?-’an
et par suite

g4 + AUph = a2 ;

mais cette équation donne elle-méme lieu aux deux
décompositious suivantes

{ ¥ g% ==06r4

T F g% = 12r4,
2 + g2 = 4sh,

{
QU '
{ £ + g2 = 4,

conduisant aux deux équations
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Jréi — 21 =¢q?, et 6rfi— st=—¢°,

,

La premiére est ’équation proposée dans ce para-
oraphe, et la solution immédiatle donne

=9, Yy == 3, 21 = 23,
a2 = 721, yo == 460, 22 = 3984l.

comme premiéres solutions de I'équation
xh — Gyfl — 3‘3 .

Et d’ailleurs les solutions de cette derniére ne donnent
point, comme il est facile de le faire voir, de nou-

velles solutions de I'équation proposée.
Nous avons ainsi résolu complétement dans ce

paragraphe les équations

oD

&3

xt — 2t =
x4 — Oyd =
2 - byt ==

T}
oo

td
o
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§ VIII.— DEs BguaTioNs 24+4-2y4=322 ET 924—8y4 =22,

Puisque et z sont impairs dans la premiére des
équations proposées, on doit poser

=P 4+ 2,
et on a les deux équations

| = (p—2¢;—6¢%,

1
U U= (p+ g — 8pe:

de la premiére équation, on tire

; r == 3r* —2s2, Pr = 0Gr2 — 52,
(A) { p—2q=3r"42> ou (A1) ) p—~ 2q = 672452,
' q = 2rs, ‘ q = 2rs,

et de la seconde

g RY = 3r't — 2, \ y = 3" —s?,
(B)R2(p+49)=3r"24-52, ou (Bi)) p+ g =3r2 452,
? = T'S,: ? g = 27"8'.

L’'identification des valeurs de p et de ¢ déduites

de chacun des systémes précédents conduit, en sui-
vant la marche que nous avons déja employée si sou-
vent, a la résolution de I'équation

18r% 4 §'4 = 02,

qui se ramene de deux maniéres différentes a la pre-
miére des équations proposées,
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On tire, en effet, par la décomposition en facteurs,

( U=+ s2=+ 2.9u4, ol ( U=+ s?=+ 9(2u)4,
| U F 52 =+ ()4, | UF s2==+ %4

et en ne conservant que les équations possibles sui-
vant le module 3, on obtient les deux équations

(2) 9Jut — 84t =s%, ou T2ut— vh= — 57,
La premiére de ces équations donne

Ju + s = 1 4,
Ju? - ' = 4y 4,
V=Y .

et par voie d’addition
3ut =ay % 4 2 4,

et on est ainsi ramené 4 I'équation proposée. En con-
séquence, d’'une solution z, y, z de I'équation

Tt 4+ 4 = 327,

on déduira deux solations nouvelles X, Y, Z a Paide
des formules

X = 2Um%2y?2 — (1§ — 2y4)2

Y = 12z2%2:2 — m? (x4 — 2u4)? ,

4 = [12x%2%2 4 m? (2% — )2 — hAmays (x4 — 2y} ]2
+ 32m2x2y2s® (x% — 42 .

m étant donné par 1'équation

__ Bzyz (x5 —2y%) + (934 + Bzhy)

m (xfl- am——— 2y4)2 — %x?yng ?

et ainsi la solution immédiate z ==y = z=1, donne
avec le signe inférieur dans la valeur de m
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x =23, y=11, 2z = 321,
et avec le signe supérieur
r = 2375, y=06227, 2z =318 27137.

La seconde des équations (2) donne encore par la
méthode de décomposition en facteurs, en ne con-
servant que les suppositions possibles suivant le

module 8,
V2 4+ §' =211 4,
v? + §' == 36 4,
"=y ,
et par suite
214 4 18y 4 =17,

et on se trouvera ramené une fois encore al'équation
proposée. |

Il est d’ailleurs facile en examinant tous les cas
de voir qu’on a ainsi résolu complétement les équa-

lions proposées et en méme temps, les deux équa-
tions
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§ IX. — pE L’EQUATION 27zt — 24 = 22,

On arrive facilement en posant
T =124 2%,
et par I'tdentification & P’équation
b — Q0r3s — 120252 - 40rs - hst = y?

qui résout complétement la proposée.
Cette derniére équation peut s’écrire

(72 — 10rs — 252 )2 — 108r%2 = 92 ,

et donne
1 — 10rs — 252 + y = 54p? ,
r? — 10rs — 252 = y =2¢°% ,
 pg=rs,
et par suite

S

— 107rs — 252 = 27p> 4 ¢2,

r

et en posant
r=mp et q=ms,

on obtient 1’équation
m? ( p* — §° ) — 10mps = 3s* 4+ 27p*,
d’ot1 on tire
| bps + U

m = P2 — 52

avec 'équation de condition
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Ript — st = U2, )

ce qui est précisément I'équation proposée, qui
admet pour solution immédiate |

r=1, y=1, z2=025,
et on obtient ensuite a 'aide de celle-ci
zy = 1041, 1 = 1859, =1 =27 96715,

et en général d’une premiére solution de 1'équation
proposée, on déduira une série indéfinie de solutions
nouvelles & 1'aide des formules

X = (Bzy 4 )22 + 2(a® — 42 )2a?,
Y = 7(22 — 42 )24 — (Say + )2 af

ooooooooooooooooo * 8 & 4 B N YR AE S E R AR

Quant aux équations

xt — Hhyt = 2*
xh + 21694 =2,

on voit immédiatement qu'elles se rameénent & 1'é-

quation proposée par la méthode de la décomposition
en facteurs.

Remanrgue. — La premiére valeur de m déduite
de la solution immédiate se présente sous une forme
illusoire ; car le dénominateur s’annule; on se
sert alors de l'équation en m qui se raméne au pre-
mier degré et donne

29
10

m—h—
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§ X. — DES EQUATIONS Ax% ~ Byt = + (2°.

L

Si dans I'équation proposée, on pose z= mz, et
si on résout ensuite par rapport a z, on obtient une
équation de condition en exprimant que la valeur
de z doit étre rationnelle, et on a ains: a résoudre une
nouvelle équation qui est la suivante, en prenant
dans cette équation z, ¥, z comme indéterminées

C2 2% — 4ABys = 2°,
et cette cquation donne de méme successivement

ah 4+~ 4ABC yt = 22,
xt — ABC?4

.-72 -
-~

b

!

il est d'aprés cela facile de classer les équations
biquadratiques de la forme proposée en groupes
dans lesquels la résolution de l'une d’elles, donnera
la résolution de toutes les équations du méme
groupe.

En nous bornant ici aux équations biquadratiques
dans lesquelles les facteurs A, B, C ne contiennent
que les facteurs 2 et 3, on obtiendra les groupes
sulvants :

Premuer groupe.

hat — gyt = 3%°, xt — yt = Rhx*
x4 Gyt = 2, at = 36yt = 2%,
at — 36yt = 2%, 9t — 8yt =22,

ces équations ont été résolues aux g 1V et V.,
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Devxieme groupe.

ces équations ont ¢té résoluesau 2 VI.

Trowsiéme qgroupe.

ces équations ont été résolues an g VII.

Quatriéme groupe.

al 4= 2yt = 337, 9zt — Byt = z~.
rt 418yt = 7, et — Tyt = 2*

ces équations ont été résolues au g VIHI,

Cinquiéme groupe.

ces équations ont élé résolues au § 1X.
36
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Les autres équations sont impossibles ; il en est de
méme de toutes les équations des formes considérées
ici lorsqu’on y remplace z par z?, en exceptant les
solutions immédiates. -

Nous ferons voir dans un prochain travail que
toutes ces équations peuvent se ramener a la résolu-
tion d’une seule quelconque d’entre elles, et nous don-

nerons aussi la résolution d’équatiens biquadratiques
comprises dans des formes beaucoup plus générales.
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§ XI. — DE LA RESOLUTION DE QUELQUES PROBLEMES.

Nous appliquerons la méthode que nous avons
développée précédemment a la résolution de quelques
problémes qui se rapportent a Parithmétique de
Diophante.

Proprime I. — Trouver en nombres un triangle

rectangle dont ['hypothénuse soit égqale @ un carré,
ainst que la somme ou la différence des cotés de
l'angle drout.

En désignant par 2° — y°, 22y et 2® 4+ 4° les
trois cOtés du triangle, on a les équations

x?_}_yEmz‘z’
x? — y* + 2y = u*,

en laissant & z et ¥ un signe indéterminé. De la
premiére, on tire

9 2

rT=12—g, y=2s, z2=1r>48§,

et en transportant ces valeurs dans la seconde équa-
tlion, on obtient

74 4 81— Gr2s2 4= 4rs (r® — §2) == u?,
équation qu’on peut écrire sous la forme

(r? 4 2rs — s2)® — Rr2s? =0
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et qui nous donne

P2 s — 8
S

et ainsi
1?4 s — 2= p® 4 297,

et en posant encore
p = mr, §=— mq.
on obtient pour m la valeur

rqg + U

m = —,
qe

12 —
avece la condition

?4_:2(14—_— Uf-f ,

équation que nous avons résolue complétement
au g I .
On a ainsi les triangles rectangles
— 119, 120, 109,
20 36953, — 4 Y3304, 23 25025,
456 54860 27761, 10 61652 23520, 468 72986 10289,

...............................

formés respectivement des nombres

D et 12,
1517 et — 156,
21 50905 et 2 46792,
les deux premiers sont tels que la différence des
cotés de I'angle droit est un carré parfait ; et le
troisiéme lel que la somme des cotés est un carré
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parfait. C'est la plus petite solution en nombres
entiers, ainsl que l'avait assuré Fermat dans une
observation sur le Traité des doubles égalités de
Bachet.

On peut arriver plus simplement i ce résultat en
remarquant que sii’on appelle z, y, 5® les cotés du
triangle, ona

T~y = u,
x? - y? — i .
et par suile
et — wt = (x — y)°;

équation que nous avons résolue ; mais la méthode

précédente résout immédiatement ce second probléme
de Fermat :

ProprLive . — Trowver en nomdbres entiers, un
(riangle rectangle avec celle condition que le carré
de la somme ou de la différence des cotés de ['angle
drout, dinmunué du double du carré du plus petat cité
fasse un carré.

Iin appelant «, », 5 les cOtés, on a de suite

a;?_',_y?:z?’
(xmy)?—gyﬁ;—_—-a?,

¢quations 1dentiques a celles du probléme précédent.
Ainsi le triangle rectangle dont les cités sont

1517, 156, 1525,

formés des nombres 39 et 2 satisfait a la question.
Nous donnerons encore ia solution compléte du pro-
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bléme suivant, pour lequel Fermat n’a point indiqué
la méthode générale.

Prosrene HI. — Trouver un triangle rectangle
dont les cotés sotent exprimés en nomdres entiers, et
dont la surface soit égale a six Tois celle d'un carré,
comme pour le triangle rectangle dont les c6tés sont
3,4 et o (1).

- Les cotés du triangles étant désignés par
72— s, s, 487,

on doit avoir
s (re — $2) =+ 6 U2,

d’ou on tire 'une ou 'avtre des deux hypothéses
suivantes

T=0u®, s=1®, T4 s==2, r—s=w?,

7= U’ ’ § = 1? , T4§s=43°, T —§ = 2wW= ;
de cette derniere hypothése, on déduit le systeme

32 — w2 = v?

222 b w? == Ju? ,

que nous avons résolu complétement, et la solution
immédiate donne le triangle dont les ¢dtés sont

3, 4, 5,

tandis que la solution v = 47, u =33 donne le
triangle

(1) Arithmétique de Diophante. — Liv. V. Prob, VIII. — Obser-
valion de Fermat.
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72 16803, 28 96804, 77 76485,

De méme, la premiére hypothese conduit au sys-
téme |
v — 6u® = w?,
V2 = 6u® =22,

que nous avons aussi résolu complétement, et la
solution « = 2, v = 5 donne le triangie

49, 1200, 1201,

dont la surface est égale & 6(70)2.

Une discussion analogue & la précédente, conduit
d’ailleurs au théoréme suivant qui compléte celu
de Fermat.

Tueoreme. — L'awre d’'un triangle rectangle dont
les ctés sont des nombres entiers ne peut étre égale
d un carré, ni au double ou au triple d’'un carré.

L.a méthode que nous avons indiquée s’applique
encore  I’équation sulvante

(1) ot — Az? -yt = 22,

~ qu'on n’avait point encore résolue complétement, et
qu’on déduit de I’énoncé du probléme suivant :

Prosrine 1V. — Trouver trois carrés mégaux tels
quc la somme de deux quelconques dentre eux
diminuée du (roisiéme, soit un carré parfait (1).

(1) Lecenore. — Théorie des Nombres. T. 11, p. 126.
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Dans ceite équation nous pouvons toujours sup-
poser x impair et y pair, et nous en tirons
{42 — 2y2)9 —_— 2 = 3?]4 .

et par suite

{ a? — Qu° + 5=+ 2Art,

?$9—2y9$z=-4_~_‘)3",
ou hien encore

( 22 — 292 + 5 = + 614,

?x9—299$sn~_t8

et nous avons en méme temps ¥y = 2rs. St nous pre-
nons les signes inférieurs dans le premier des sys-
témes précédents ou les signes supérienrs dans le
second, nous obtenons les équations

12 = 8r2s? — 19ri — 54,
a® = 3rk 4 8r2s? - 4sh,

impossibles suivant Ie module 4 ; il nous reste donc
a résoudre en prenant les autres combinaisons de
signes, les deux équations

(2) 12p04 4 8r2s2 4 51 = 22,
(3) ort — 8rls? - hsh = — a? .

Pour résoudre 1'équation (2), nous I'écrivons sous

la forme
(82 4= 4T2)? - 22 = L4,

et par suite, nous avons avec r = v,

§? 4 412 + = ul,
§2 4~ Ar2 37 1 = 204,

et nous en déduisons I'équation
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§2 = ud — hu*v? + 04,
identique avec I'équation (1), et qui a pour solution
immeédiate
d’ott on tire
=15, y1 =4, %1 ==191;

et en général, d'une premiére solation 2, y, z de
I’équation ptoposée, on obtient une série indéfinie
de solutions nouvelles & 1'aide des formules

(A) X =uat—y4 Y =2y Z =124t~ 32

qu'on déduirait d’ailleurs de la méthode de Fermat.
Quant a I’équation (3), nous pourrons I'écrire

4 (82 — 1.2)2 —+- re — ?14’

et poser, par suile,

t=u—v?, $?—r=uv, 1=+ 2

Nous.en déduisons le systéme

mais nous tirons de la seconde

u=2qp, v=p°— ¢ r=p+¢,
- el en portant dans la précédente
ph - 2p3q +2p2® — Rpgd + ¢t = 2 ;

pour résoudre cette équation, nous la mettrons sous
la forme

s2 = (p* -+ pq — ¢*)* +- 5p*¢?,
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et comme u et v sont premiers entre eux, et » pair,
nous pouvons supposer p pair et ¢ impair, et poser

PP4pg— ¢t s =+ 657,
P? == pg — ¢° + s=+ 2h*,
Pg = 2gh;
il est d’ailleurs évident que nous pouvons nous dis-

penser des signes inférieurs, et nous obtenons avec
les supérieurs, .

p?— ¢ =3g° — 29h — I*;
posons comme nous ’avons fait jusqu’ici
p=2mg, h==mq,
nous obtenons pour que la valeur de 7 soit rationnelle
¢ ~+ 892¢% + 1294 = U2 ’

équation qui se ramene, ainsi que nous l'avons vu
plus haut, i ’équation(1). Et ainsi, on obtiendra une
série indéfinie de solutions nouvelles de l'équation
proposée, a l'aide d’une premiére 2z, y, z par les
formules

‘ X == 16m2xty2%2 — (4m2x?y> — 2° )? .

(B) ( Y = 2(4m2z%y® 4 22 ) Bz2y® + m2%? )

l 7 = A4 (3222 m2z2)4- 3(Amlxly24-32)4
dans lesquelles
| — ayz + (24— )

m —
hzy? 4 %°

Les formules (A) et (B) résolvent complétement
I’équation proposée.



CHAPITRE II.

De la sommation des Paissances semblables
des z premiers nomhres entiers.

pp—

§ I. — DES NOMBRES DE BERNOULLIL.

On sait qu'il est facile de trouver, & 'aide de la
formule du bindme de Newton, la somme des puis-
sances semblables des termes d'une progression -
arithmétique , en fonction des sommes des puis-
sances semblables d’exposant inférieur. En prenant,
pour pius de simplicité, la progression arithmétique
représentée par la série des nombres entiers, on a

(m+1 )m-i—l —=gm+1 |- [713-}—1]1 L -I—[m—l-l]g pgm—1 4=, +1,

formule dans laquelle {m], représente le coefficient
de rang n + 1 dans le développement de la puis-
sance m du bindme ; en y faisant successivement z
égal & 1, 2, 3,... =, on trouve en additionnant
toutes les égalités obtenues

(1) @+t —1=[m+1}1 sm 4 [m4+1]2 s—i -+ ..
+Im+4-171 5 —+ $o,
formule dans laquelle s, désigne la somme des
mmes puissances des z premiers nombres entiers,
et on a d’ailleurs s, = .
Des deux développements de



212 RECHERCHES

(1) (z—1)m et (w4 1) — (& — 1),
on déduira de méme

(2) (m -+~ 1)1”’ —xm—1 :2([7?3]2 Sm——-2+ [m]fism -4 )3
(3) (x4 1) — 2 —1=2([ml1 sSm—14={M]38m —34...),

Les formules (1), (2) et (3) permettent de calculer
Sw quand on connait s, _4, $,_»,...; en prenant
successivement pour m les valeurs 0, 1, 2, 3,...;
on trouve ainsi

SO:"E'-‘
2

Si&“'—%—-m +--21-:z:
32—'—1—-x3'1x2'13)

3 "9 6
S 1 f;ll 341 2
3*—-*"2;‘5312& ]4:1:,
34*—}~m5'1m4'1$3 1

5 12 13 BOCE,

1 6 1 5 5 4 15 2
85 -——-—-G-.I; +-§SC +E$ —-—-Em )
] ——-—1—*3:?'1:1:6'1:1;5 T 3 1
BEFE Y Tt s Ap®

1 SL1 717 6 7 4 1 2
S7 —-gx ) X T12$ —-gix +1T2:x: .

1 9.1 8 2 7 7 5 9 3 )
§3 =—=—10 - l —_— l .

9 g% TFY T Ty —5%
1 101 9 8 8 7 6 1 4 g 09
59 ——-103: +—§-.:r; +-!l—a: 103: ,233-—--2—(-)7;

1 B 1 10 9 7 ) 13 5
510 =— —- —_ S — e —
10 11:1: +2:c +6a: r =z 2:1: 663:,

1 12 i1 10 ) 6 4 )
S U=—=—= X +-1——J: —I—E —-—-1-*1-33 +1—1- -—11 'sx,
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Avant d’exprimer la loi des coefficients de s, , nous
allons en indiquer quelques propriétés qui découlent
des formules précédentes, et nous considérerons
deux cas suivant que m est pair ou 1mpair.

La formule (1) nous montre d’abord a I'aide des
valeurs de s, et de s;, que s,, est toujours divisible
par le produit & (x 4+ 1), ainsi qu’on le voit, en subs-
tituant £ = 0 et £ = — 1 dans le premier membre.

La formule (2) nous donne, en supposant 7 pair
et égal a 2, |

(T 4 1)% — 2% =2 — 1 = 2([R]e 20 — 2 4 [}a 820 — 4
e R —I—[Qi]sgs;fg);

< 2

donc s5; est divisible par le produit  (z +1) (22 +1)

mais le premier membre s‘annule powr 2= — 3 ;

ou par $;. La méme formule nous donne au contraire
en supposant 7 impalir, et égal & 2¢ 4 |,

(x41)2%+1 —g%—1 — (41)x(c+1) — 1
=9 ([ 4 1o s¥—1 4. ..+ [Ri 4+ 1]z 83 ),

et comme la dérivée du premier membre sannule
pour z =0 et pour 2= — 1, on en conclut ue
S2: -+ 1 est divisible par le produit 2% (z -+ 1)° ou par s;.
On a donc le théoréme suivant (1),

TutoriMe. — La somme des m*™* puissances des x
premiers nombres entiers est divisible par la somme

(1) Ce théoréme que nous démontrons rés-simplement et que
nous compléterons plus loin se trouve énoncé par M. Prouhet dans
la note VI du Cours d’Analyse de Sturm. — T. 11, p. 375.
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des carrés des x premiers nombres st m et pair, ot
par la somme des cubes des x premiers nombres st m
est impair.

Les deux formules dont nous venons de nous ser-
vir pour la démonstration do théoréme précédent
conduisent immédiatement a une propriété remarc-
quable de la {onction s,,. Les premiers membres de
ces équations représentent en effet une fonction im-
paire de z -+ 3 dans le cas de m pair ct une fonction
paire de 2 + 3 dans le casde m impair. On a done
encore :

TuioriMe. — La somme des puissances me des
x premeers nombres entrers, est une fonction paire ou
impaire de x -+ 3 , suivant que m est impair ou pazr.

Enfin comme le premier membre de la premiére
des formules considérées est égal au produit de
20+ 1 par la dérivée du premier membre de la
seconde, on en déduit la relation

dS2; 41
dx

On trouvera d’ailleurs & I'aide des formules sui-

vantes
ds2,,

e 91 sy -y — (— 17 By,
et ces deux formules permettent de calculer rapide-
ment s,, par voie d’intégration en déterminant chaque
fois la constante et de déduire a V'aide du théoréme
de Rolle, ce théoréme important ().

(1) J. BERTRAND. — Traité de Calcul différentiel.— T. 1, p. 352.
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Tnitorime. — Lorsque x varie entre — 1 ¢t 0 la
jonction sy; (x) change une fois de signe, en s annu-
lant pour x = — 3, et la fonction s;; 1 (x) conserve

lowpours le méme signe et atteint un maximum ou
Un MMIMUM pour & = —

k) vt

On a pour expression générale de s, en suppo-
sant m pair et égal a 27, la formule

(4:) (2&—]—1)82; aem 20 4 4 ! 23—[2—1 $2i+Bi[2i+1]2$2£'_1

+ ... — (—1)" By [Ri 4=1]g; 2% —2+1
+ ... = (—1) B; (2t 4+ 1z,

dans laquelle By, B,, Bs,..., B,,..., B;, représen-
tent des facteurs numériques que nous allons déter-
miner.

En supposant au contraire m impair et égal &
2t+1,0n a

(5) (Ri+2) S2; -1 == 2% -+ ¥ +1 4By [Ri4-2]ea*

i,

+ ... — (= 1) By [Ri4R]ey x?i—2r+2
e — (—1)1 B: [23+2}2 T2,

Les facteurs numériques By, Bs,... qui figurent
dans les formules précédentes se retrouvent dans un
grand nombre de questions d’analyse et sont connus
sous le nom de Nombres de Bernoullr. On les déter-
mine par la condition que la valear de s, doit &tre
égale a I'unité pour z =1, ce qui donne les deux
formules
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t—5r=DB1 {2141]e — Be [2i 4+ 1]4 4 ...
(6) | — (= 1) B; [21+ 1]7
t=DBt [+2ls — B 20 24 4...
—(=1) B; [2i4+2}2,

qui déterminent B; si 'on connait By, Bs,...B; _;.
En faisant successivementz=1, 2, 3, 4,... il vient,
a 'aide de la seconde des formules (6), par exemple,

1= ;i-g Bi ,

.5 5.4,
T L i
S=T3B ~T331 B Tas 56
on tire de la
Bt =-—é—, Bezgﬁ, B3=£§, B4=§1(—)., 135&5—61
Bo= gt Bi=g, Bi=pp, Bomioo
B — 1';43%11’ By 8012581 Bre — 2322(;%091’
By = 2008

[Les formules (4) et (5) se démontrent aisément
par induction & I'aide de la formule (1) en faisant
voir : 1° que si pour une valeur déterminée de z
elles sont vraies pour les sommes §,, —y, S —2,-.-- 81,
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elles sont encore vraies pour s, -/ 2° que s1, pour
toute valeur déterminée de m, el}es sont vraies pour
toutes les valeurs 1, 2, 3,.. ) de z elles sont
encore vraies pour cette derniéte valeur de z aug-
mentée de l'unité.

On peut encore trouver d'autres formules pour
le calcul des nombres de Bernoulli, en se servant des
propriétés de la fonction s, . Puisque sa; 44 est divi-
sible par (z —+ 1)?, on déduit que la dérivée de $3; 11 -
par rapport a x s'annule pour £ = — 1, mais on re-
trouve ainsi la seconde des formules (6); la subti-
tution de # = — ; dans la valeur de s,; donne

() 2=[204+1]222B) — [ 4 1]4 24 B2
: + .. (— 1) [214-1]2:2%B;

équation conforme A celle donnée par M Serret &
['aide des développements en séries (1).

La substitution de & = 2 donne au contraire pour
m == 21,

(7) 2%;5:11 t 21;:6 2t 4+ 1l = 5 Bi — [2i _|_2]1 .1_ Bs
SE— g ¥ [2a+11°a-— B, .
et pour m =27+ 1,
(71) ;Lt)—l— i g [2i 4+ 202 LBy — 2 +2l ~ B
2 4 92 04
e — (= F i 2 o B

{1) J. A. SerrET. — Trailé de Trigonomélrie, 4¢ édition, p. 258
et suivantes, 3
37
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On a d’ailleurs les formules connues

1.2....2 1 1 1

Bf:gﬁsmiﬂez [1+@+§§+425 + e
et
1.2....2¢ 1 1 1
Bf:z‘gez-inzz [1+§72? et 1o ]

qui montrent que la suite des nombres de Bernoulli
d’abord décroissante, ne tarde pas 4 devenir indéfini-
ment croissante, et ces nombres sont tous positifs.

La premiére des formules (7) a été aussi donnée
sous une forme un peu différente et par les dévelop-
pements en séries (1).

On peut d’ailleurs trouver une formule qui per-
met de calculer directement B; sans passer par le
calcul de By, Bs, ..., B;_;. En effet, si dans la for-
mule (5 on fait successivement 2 égal a 1,2, 3, ... 7,
on obtient 7 équations qui permettent de calculer les
¢ inconnues B;, By, ... B;. On voit que ces équa-
tions du premier degré appartiennen! & une forme
spéciale dont la solution a été donnée pour la pre-
miére fois par Lagrange, et il sera facile d’en déduire

B;.

(1) J. A. Searer. — Cours de calcul différentiel et intégral. T. 11,
p. 219,
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§II. — DE QUELQUES NOUVELLES FORMULES DE
SOMMATION.

Considérons la série de x quantités
uig 'u'-?, u3§ $ o8y 1‘?], L ﬂl;’go

et formons une table de multiplication en écrivant
successivement les uns au-dessous des autres les
produits des termes de cette série par

MW, U2, I, ..., Up, ..., Uz,

La somme des termes de la table de multiplication
sera égale au carré de la somme des z quantités,
ainst qu'on le voit en sommant successivement chaque
ligne horizontale. D’auntre part, en prenant seule-
ment les p premiers termes de la table qui se trou-
vent dans la p®"¢ ligne horizontale et les p — 1 pre-
miers qui se trouvent dans la p*“™¢ colonne verticale,
on a pour expression de leur somme, en désignant
par U, la somme des p premiéres quantités ci- dessus

Qup Up —— ?lp 2.,

et en faisant la somme de toutes ces expressions de
p=14a p=uxz, onretrouve la somme de tous les
termes de la table, ce qui donne la formule générale

(8) U2 —28u Up+8u?2=0,

les § étant pris entre les limites p=1 et p = z.



520 RECHERCHES

On peut, & l'aide de cette formule, trouver la
somme de nouvelles séries en donnant a u, des va-
leurs particulieres, ainsi que je I'ai indiqué dans une
note publiée précédemment (1). En posant

wp=pp+1) ... (p+a—1),
on a

Ur::c(a:+1) ...(:z:+a).
- a-+1 -
et par suite

SRp4+a—1ju,2=(a—+1)U,2.

Si on pose encore
1

pip+1)...p+a—1)

TLP —_

o1 d

g 1 1 1 _
“TTa—1p 1.2...(a—1)  (z41){z+2)...(a+a—1)_F

et par suite

2
S (2 a—Dp? = g Us — (a—1) U2

Formons maintenant une table de multiplication
en éerivant successivement les uns au-dessous des
autres les produits des termes de la série

ﬂdj ‘ug, 1(3,-..: ﬂp,-..: ﬂgg,
par ceux de la série

Vi, V2, U3, ..., Ups.oosy, Uz}

(1) Nouvelles Annales le Mathématiques. — Année 1870. P. 49.
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cen faisant la somme des termes de la table d’aprés
chacun des deux procédés indiqués ci-dessus, on
trouve la formule générale suivante

(9 Usx. Va—§ (up Vp+vp Up )+ § 4p vp == 0,

dans laquelle U, et V,, désignent les sommes des p
premiers termes des deux séries, et les § sont pris
entre les limtes p=1 et p= .

En supposant, par exemple,

1
U, = » (]J T 1) et Uy == ar .
on déduit
ar | X
l1+ a—]_ 2} = . am-{—l;
S;u(p+1)L (@ —1)p*}= ~7

en faisant en particulier @ =2 ct en faisant augmen-
ter 2 indéfiniment on trouve

, 153 26 32,._,7 )
TTEAE T A \E/

En effectuant le quotient de 1 + (2 — 1) p® par
p(p—+1), on aencore

—_— — <+ 1
glole—lr, _,_ o
p(p+1) x4+ 1
et pour le cas particulier de a=2, on a ainsi
1 3 | p _ v+
=9 222 95 .
33 +,:,4 Ti5 O e e

¢t pour @ = ;3

5 1,4 1, 5 1 P42 1 1 1
NP R R Ty LY =l
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Les formu'es (8) et (9) sont susceptibles de géné-
ralisation et peuvent s’appliquer a8 un nombre quel-
conque de séries. Fn effet supposons qu'en ait d’a-
bord disposé dans un plan, une table de multiplica-
tion 3 1'aide de deux séries de quantités

?‘1 s u2= + + s 'up’ . . < . u-;q;:
M, v2.,. . ... V. ..., Vs,

ainsi qu’on I'a fait plus haut. Considérons une troi-
siéme série de quantités

wr., w2, .. ., Wp, . .., W,

et placons les unes au-dessous des autres les tables
obtenues en multipliant tous les termes de la pre-
miére table successivement par tous les termes de
cette troisiéme série. Nous formerons ainsi un cube,
et le compartiment ayant pour coordonnées p, ¢, 7
contiendra le produit w,w0,. Cela posé, considé-
rons successivement les cubes ayant & partir de I'o-
rigine 1, 2, 3, ..., p unités de cdté, et cherchons
la somme des termes qu'il faut ajouter au (p—1)me
cube pour obtenir le p¢. Celte somme est, en dé-
signant par U,, V, et W, les sommes des p premiers
termes des séries précédentes

[up Vp+vp Up —tp ¥p } [Wp —wp ] +wpUp Vp .

et puisque la somme des termes de toutes les tables
est égale au produit des sommes des trois séries, on
a la formule suivante dans laquelle les § sont pris
entre leslimites p=1letp= 2z
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(10) Ua; V:t; Y’Vra‘: —s Up VP Wp — s Up VVp Up - s Wy Up Vp
+S§ tpvp Wy~ 8§ vp wp Up4= SwpupV,
—-Supvp'u}p=0.

Dans le cas particulier ou les trois séries sont
identiques, on a

(11) Uzx3=-3 SupUp24+3 §up2Up— Supd=o,

formule dans laquelle les différents coefficients sont
ceux du développementdu cube du bindme (a — &),
et qu’on peut d'ailleurs vérifier par induction.

On a de méme par une voie analogue la formule
générale

nin—1)

5 Sup?Upﬂ,-E

(12) Ua;n‘"""" -?;" suPUp n—1 {

n(n— 1) (n — 2)
193

sup3lUpn_3+... —i_-;Sibp”_—_—o.

Si dans ceite formule, on fait en particulier #,=1,
on obtient

Sn—2—4... +('—1)ﬂ80_—_0.

Si dans la formule (8) on suppose w,= p™, on
trouve a Vaide des formules (4) et (5), la formule

m—1

2

(13D Sm? = S2m 41 -+ Bi [m -+ 1}2 2m —~ 14

— Be [m-l"'l]-i $2m —3 . . .

qui donne comme cas particuliers
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S1 2= s3.
9-}2——285' 18‘3
) 3 S 3
sq2=~1—37+i85
" 2 2

2
942=-5%89+—§—37—-11535,

................

Si dans la formule (9) on suppose u, = p™, et
v, = p*, on obtient encore

1 1 1 ,
(14) $imsn =(m+1 : n+1) Sim—-n--1 +—)—B1 (7n+n}3m+$£——i

1 1
_ —4—- B2 (’m3 N3 ) Sm-+n—3-+ EB;; (’.'n;-', ~+-n5 ]Srn_{.sz_s—...

Cette derniére équation nous fait voir : 1° en sup-
posant iz et 1 de méme parité que sy, 4 est algébri-
quement divisible par s et que le quotient est une
fonction entiére de s, ; 2° en supposant m et n de
parité différente, que so; est algébriquencent divisible
par sp et que le quotient est encore une fonction en-
tiere de ;. Ces propriétés permettent de déduire des
formules qui facilitent le calcul des sommes s. En
désignant par gs; 4 et par ¢,; les quotients de S 4 1
par 8;° et de sy par s; et faisant successivement
n=1etn =2 dans la formule (11), on obtient en
posant y = 28 = 2(x 4+ 1)

15) (t+1)y . qeiv1= (1 +2) q2i-3+ B1 [2 +2]2 goia
+. .. —(—1) B; [2i42],
(16) E_'%'lyz §oit1 = (-2-%—% g2i+4 —+ B1 [2i 4+ 2]z goiye

. . . — (—1) B; [Ri42]a:.
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Ces deux formules donnent successivement pour
t=1,2, 3, 4,... les équations suivantes :

g3 =1,

) 1
(15=3_’y 3"

1, 2 1
q7_’2y 3?]1 g
w—gw W+gy =

et
3 q2 = 3,
dqr=3y — 1,

7 qs = 3y* — 3y +1,
27 9

_ 9 qs =3y3 — 6y2+3-y-- %

11 g10 = 3y* — 1043 4 17y? -— 15y + 5.,

llllllllllllllllllllll

Les coefficients des diverses puissances de y sont
alternativement positifs et négatifs, comme cela ré-
sulte de la loi de formation. On vérifie d'ailleurs ces

formules en faisant ¥ = 2 et on obtient pour ¢ la
valeur 1.

I1serait facile encore en appliquantles formules (10)
et (11) d’exprimer s,, s, 5, et s,,° en fonetion linéaire
des sommes s et de généraliser ces résultats. On re-
trouverait ainsi comme cas particuliers les formules

4813 = 385 =4 S3
1252 3 = 1686 — Hs4 + 2,

...............
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qui seraient les deux premiéres d'une série de for-
mules analogues et qui ont été indiquées par
M. Edouard Amigues (1). On trouverait d’ailleurs a
I’aide de la formule générale (12) le développement
de s,,” en fonction linéaire des sommes s.

DE LA SOMME DEsS PUISSANCES SEMBLABLES DES &
PREMIERS NOMBRES IMPAIRS.

En désignant par ¢,, la somme des m*"* puissances
des x premiers nombres impairs, on déduit du deé-
veloppement de (22 — 1)™ la formule

by == QM St .20 — g1 _ =M} S — o= ... —(—1)"s,.

On peut aussi, au lieu d'exprimer £, en fonction
des sommes s,, exprimer ¢, en fonction des sommes
b — 1y m—2,. .. €nsuivant la marche adoptée dans
le § I, et on obtient les formules suivantes analogues
aux formules (4) et (5)

(20 41)¢ =45 (Rr )2+l —Cy [Ri4-1]e (R )1 + ...

— (— 1) C:[2t+1] (Rx),
(0-42) toi1 = £ ()2 +2 — Cy [ +-2]e ()2 4 ...
— (—1)iC; [2t 4 2] (R2)?,

et les facteurs numériques C; sont déterminés en re-
marquant que Z; et fo; 4 sont égaux a 'umté pour
x==1, et que fy; s’annule pour 2= -+, et ainsi
on a les trois formules

(1) Nowvelles Annales de Math‘matiques. — Année 1871, p. 81
el 117. »
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Q1 ==2%~Cy [R—+41]e X~ 4 ... — (—1)IC; [24+1].2,
-2 == 22+ —Cy [+ Vi, .. —(—1){ C; [244-2]e .22,
== 1 —(1{1+1]e +Co [Ri+-1}4 —...4-(—1)iC;[+4-17;

de cette derniére formule qu'on obtient aussi dans
les développements des fonclions circulaires en

séries (1), on déduit les valears
1 7 31 127 2555

Ci :-6'362 "‘:?'")6163 "‘_—_‘-ZJ@:C‘I "-:'?_I)-'Cﬁ —_ 66 g o n e

On a d’atlleurs aisément les relations suivantes
entre les factenrs C; et les nombres de Bernoulli

(—1)Cr=%—[2rh1 +{2r]e .2B1 —~ [2r]s . 28B2 4. . .
— (—1)r22—1B,.
Au lieu d’exprimer la somme des puissances sem-
blables des 2 premiers nombres impairs en une fonc-
tion développée sutvant les puissanees de &, on peut
aussi I'exprimer en une fonction développée suivant
les puissances du dernier termez =22 — 1; on a
ainsi

2 (A1) by = 22i1 4-(4-1) 5222 BY [2441]2 22 — 1.
' + (= 1) 2% B; (2t 4+ 1)z,

URu41)12i 4-1 == 22i-+24-~(244-2)22i--14-22B; 24212 224, ..
4 (— 1) R B; (Ri4+222? 4+ (— 1) R,

ct les nombres R; sont déterminés par les formul: s
QR =21 +1—2B1 [Ri4+2]e+2 B [{4+RJa 4 . ..
4 (—1)i 92—t By [2i4-2)s,

(1) J.-A. Sernetr. — Travté de Trigonoméirie, p. 265.
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(— 1) . 2Ri = — C1 [2i+RJe+ Co [2i + )4 + . . .
~+ (—1)¢ C; [2t 422,
el on a ainsi

Ri=1, Re =3, Rs =17, Ra =155, R5 =2073,...

D’ailleurs en modifiant les calculs dans le cas qui
nous occupe, on obtient, en posant y = 427,

t = a2,
Y
t3 == 12 (-———1)
2 b
x2

et
Ste=ux(y —1),

Dly==12(3y — 7),

7t =12 (3y2 — 18y + 31),
239 . 381
f)ﬁ — 53 3 — 2 = ——— 1.
5 s (y 11y? +- = Y = )
On obtienl encore, en généralisant, le théoréme
survant,

Turorkne., — La somme des puissances semblables
impaires des x premuers termes d une progression
arithmétique est dwisible algébriguement par la
somme des x premuers termes, quel que soit x.
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§ III.—THEOREMES NOUVEAUX D’'ANALYSE INDETERMINEE.

On sail que la somme des z premiers nombres
impairs est toujours égale & un carré parfait, et pré-
cisément au carré de ; on sait aussi que la somme
des x premiers cubes est un carré parfait, le carré
de la somme des 2 premiers nombres. I m’a paru
intéressant de chercher des théorémes analogues pour
les sommes des puissances semblables des 2 premiers
nombres, ou des z premiers nombres impairs, et
J’ai reconnu que les théorémes énoncés ci-dessus sont
des principes d’exception, et que, le plus souvent,
la somme des puissances semblables des & premiers
nombres ou des 2, premiers nombres impairs n’est
pas un carré parfait ou une puissance exacte.

En se servant des résultats indiqués sur Véqua-
tion |

3 + y3 = A 23,
des théorémes de Lejeune-Dirichlet et Lebesgue sur
I'équation (1)

x> A= Y5 = A2,

et des théorémes que nous avons énoncés dans le

(4) LeJeuxne-DiricuLer. — Journal de Crelle, t. 111,
LeresGue. — Journal de Liouvtlie, t. VIII.
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chapitre précédent et quelques autres analogues sur
les équations biquadratiques, on arrive aux prin-
clpes suivants.

Taiorene 1. -— La somme des x premuers nombres
entiers n'¢st jamais égale @ un cube, @ un bicarré ou

¢ une cingquiéme puissance.
Tutorime 1I. — La sonune des carrés des x pre-

miers nombres n'est jamais, exceplé pour xr = 24,
égale au carré d’'un nombre entier.
Tutortme Hl. — Awcun nombre pyramidal ne

peut étre égal a un carré, en exceptant les deux
nomores

2.3.4 48.49.50

—0 et

1.2.3 1.2.3

Il résulte immédiatement de ces deux théorémes
et des deux suivants qu'une pile de boulets & base
triangulaire ou carrée ne contient jamais un nombre
de boulets égal au carré, au cube ou & la cinquieme
puissance d'un nombre entier.

Il faut cependant excepter la pile a base carrée

24.25.49
— 7()2
1.2.3 0%,
et les piles triangulaires
2.3.4 48.49.50
= 22 — 1402,
123 et Tag =W
Tutorime 1V. — La somme des carrés des x pre-

maers nombres n'est jamais égale aw cube ow d la
cenquiéme puissance d un nombre entier.
- TutoriMe V. — Awcun nombre pyramidal ne peut
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émre égal au cube ou a la cinquieme puissance dun
nombre entier.

Tutorine VI. — La somme de o carrés conséculifs
n'est jamars égale @ un carré pour toutes les valeurs
de x comprises entre 1 e! 24, les valeurs 2, 11, 23 et
24 élant exceptées.

Dans ces cas d’exception. on arrive a des équa-
tions indéterminées qu'’il est facile de résoudre géné-
ralement, et qui comportent un nombre indéfini de
solutions formant une série récurrente.

Tutoreme VII. — La somme des carrés de x nom-
bres impairs consécutifs n’est jamars égale & un carré
pour les valeurs de x égales a 2,3,... 14, 15.—
La somme des carrés des x prenuers nombres impairs
n'est jamars un carré, un cube ow une cinquiéme
puissance.

Tutoreme VIII. — La somme des cubes des x pre-
miers nombres n’est jamais égale au cube, @ la cin-
quiéme ou d la huitiéme puissance d’ un nombre entier.

Cette somme sera égale & un bicarré pour les va-
leurs de 2 qui rendent égale & un carré parfait la
somme des z premiers nombres.

Tutorime IX. — La somme des cubes des x pre-
miers nombres imparrs n'est jamais égale ¢ un cube,
d un brcarré ou a une cinguitme puissance.

%

Elle est égale a un carré pour les valeurs de x
(série récurrente)

1, 5, 29, 169, 985, . . .

ThioREME N. — La sommme de deuz cubes consécit-
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tifs n'est jamars éqale & un carré parfait, excepié
pour les cubes 1 et 3.

Tueoreme X1.— La différence de deux cubes consé-
cutifs n’est jamars égale @ un bicarré.

Turorine X1. — La somme des cubes de 3 nombres
consécutifs nwest jamais égale d. un carré ou d un
‘cube, ou d une cinguieme puissance, en exceptant
les solutions

13 - 923 4 38 = (2,3
33 4 43 4 53 = 63.

Trzorene X1, — La somume des cubes de 5 nom-
bres consécutifs n'est jamais égale a un carré, en
exceptant les solutions pour lesquelles le nombre
moyen est 2, 3, 27, 93 ou 120. '

Tutorime X1V. — La somme des x premzers bicar-
rés n'est jamars égale a un carré, @ un cube ou d une
CINquUIeMe puissance.

TrtoniMe XV. — La somme des cinqueémes puis-
sances des x premiers nombres n’est jamais égale a un
cube, @ un bicarré, ou @ une cinquiéme puissance.

Eic., elc.

La premiére partie du théoréme | est d’Luler, et
la seconde de Fermat ; les autres théorémes me
semblent nouveaux.
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NOUVEAUX THEOREMES

DE

GEOMETRIE SUPERIEURE

PAR EDOUARD LUCAS

AGREGE DE L'UNIVERSITE

Les quelques théorémes qui suivent sont extraits
d’un ouvrage presque entiércment terminé sur la
GEOMETRIE SUPERIEURE, envisagée sous un point de vue
nouveau. Ils ont été obtenus & I'atde d’'une méthode
qui permet de découvrir un grand nombre de pro-
priétés métriques, et de démontrer la plupart des
propri¢lés connues d'une maniére intuitive. Bien que
ces théoremes sorent énoncés dans des cas particu-
liers, 1ls sont beaucoup plus généraux qu’ils ne le
paraissent au premicr abord. D’ailleurs parmi les
nombreux théorémes que j’a1 découverlts a Paide de
cette méthode, j’ai choisi dans I'aper¢u qui va suivre,
ceux qui se ratlachent plus spécialement a la trans-
formalton des aires et des volumes. Il nous parait
essentiel de faire remarquer que cette partie de la



4928 NOUVEAUX THEOREMES.

géomelrie a été négligée jusqu’ici; le traité de M.
Chasles ains1 que les autres traités de géométrie con-
tiennent fort peu de propriétés sur les équivalences
des aires et des volumes. Poncelet, dans le TRAITE DES
PROPRIETES PROJECTIVES ne fait qu’effleurer le sujet et
ajoute comme conclusion : « On pourrait déduire
« beaucoup de conséquences relatives aux aires de
« certaines figures; mais quoique cet examen se
« rattacheimmédiatement a notresujet, nous croyons
« devoir nous borner simplement dans ce travail, aux
« relations projectives concernant les distances et la
« direction indéfinie des lignes, qui offrent par elles-
« mémes un assez vaste sujet de recherches (1). »
Nous ferons encore observer que jusqu’a présent,
malgré le nombre considérable de mémoires qui ont
paru sur la question, les régles sur 'emploi des signes
en géométrie n’ont point été nettement définies, et 1l
est généralement admis que si 'emploi de la régle
des signes s'applique avec avantage, et pour ainsi
dire, avec nécessité lorsque I'on a a considérer des
segments complés sur une méme droite ou des angles
ayant méme sommet, elle ne s’applique plus lorsque
I'on considére des segments comptés sur des droites
différentes ou des angles n’ayant pas le méme sommet.
M. Chasles lul-méme exprime formellement cette idée
dans la préface de son traité de Géométrie supérieure,
(p- IX) : « 81 I'on ne démontre ordinairement une
« formule ouune relation que par une certaine figure,
« et non dans|’état de généralité et d’abstraction qui

(1) PoxceLer. Traité des propriétés projeciives des figures, t.1,
p. 24.
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« permettrait, au moyen dessignes + et — appliqués
« aux segments et aux angles, pour marquer leur
« direction, de I'adapter a tous les états de la figure,
« 1l est facile d’en reconnaitre la raison. C'est que les
« propositions qui forment le plus ordinairement les
« ¢léments de démonstration, dans la Géométrie an-
¢« clenne, ne comportent pas Uapplication du principe des
« signes. Telles sont la proportionnalité des cotés
« homologues dans les triangles semblables, celle
« encore de la proportionnalité, dans tout {riangle,
« des cOlés aux sinus des angles opposés. La régle
« des signes ne s’applique point a ces propositions,
« puisque les segments que I'on y considére sont
« formés sur des lignes différentes etles anglesautour
« de sommets diftérents. »

Dans une note swr la régle des signes en géométrie,
M. Laguerre (1) a examiné, sous ce point de vue, la
derniére des propositions mentionnées dans la cita-
tion que j'a1 reproduite ci-dessus, et aprés avoir
démontré que cette proposition comportait 'emploi
dela régle des signes, a posé la conclusion suivante :

« Lorsqu'un théoréme relatif a des segments ct a
« des angles situés d’une fagon quelconque dans un
« plan est convenablement et complétement énoncé, il doit
« toujours comporter la régle des signes. »

Nous ajouterons qu’il est curieux de constater que
la plupart des traités de Géométrie pure contiennent
desexpressionsdérivées de lamesure des angles, telles
que des sinus et des cosinus. Avec un peu d’attention,
1l est facile de voir que ces expressions ne sont que

(1) Nouvelles Annales de Mathémaligues, année 1870, p. 176,
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des coordonnées, et I'emploi de ces formules, a I'ex-
clusion de celles de la géométrie analytique, ne nous
parait pas justifié. Les angles ct les lignes sont, en
effet, des quantités hétérogenes qui ne peuvent étre
comparées directement, et afin d’¢tablir leurs rela-
tions réciproques, on a imaginé les fonctions circu-
larres, quantités intermédiaires entre les unes et lcs
autres. Il résulte de 1d que I'intervention de ces fone-
tions n’est indispensable que dans le cas olt F'on a
réellement & conclure la valeur d’un angle de la va-
leur de plusieurs longueurs données et réciproque-
ment.

I importe done, si I'on veut trouver séparément
les relations qui existent entre les quantités linéaires,
de laisser de colé les fonctions circulaires et de les
remplacer par certaines quantités de la nature dc
celles dont on recherche les propriétés.

Dans un traité excellent publié récemment (1),
M. Rucart fait ressortir d’une fagon pittoresque cet
antagonisme qui existe, pour ainst dire. entre les
grandeurs linéaires et les grandcurs angulaires.

It est important de remarquer, dit-il, que I'idée de
I'angle, considéré comme grandeur, présente un ca-
racterce de fizité qui n'apparait pas de méme dans la
longueur d'une droite. Un angle étant la quantité
dont une droite a tourné autour d’un point dans un
plan, 1l existe naturellement un terme de comparui-
sO1, ou unc untté, pour y rapporter cetle grandeur;
c’est un towr enticr. Mais pour la ligne droite, il ne
se présente rien de pareil; il n’y a pas d’unité fixe

(1) J. Ricanr, Eléments de Géamétrie, p. 21,
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quon puisse retrouver en tous temps, en tous lieux,
quelles que soient les catastrophes qui bouleversent
le monde ; par conséquent, une higne droite n’a pas
invariablement une longueur qu on puisse assigner. Deux
droites qu'on a reconnues 1négales en les comparant,
si elles étalent considérées 'une aprés 'autre et 1s0-
lément dans Pespace, ne présenteraient aucune diffé-
rence a un observateur réduit a occuper successive”
ment le point milieu de chacune d’elles; et, dans
certaines circonstances, la méme droite, vue a des
intervalles de temps éloignés, ne parait pas 1denti-
que ; car la distance de deux wvillages voisins, qui est
immense pour un enfant, lui semble petite quand il
a grandi et qu’ll a voyagé. Tant 1l est vrai que l'idée
de grandeur ne se¢ congoit pas sans un terme de com-
paraison, (ui, pour la ligne droite, reste essentiellement
arbitraire, et peut méme, une fois choisi, varier a notre
insuw avec Uensemble de toutes les choses matérielles qui sont
dans Uunivers, et les distances mutuelles de tous leurs pownts
qui varieraient simultanément de la méme maniére, tandis
que, pour I'angle, il est déterminé d’une fagon absolue.

Nous ajouterons enfin, pour faire mieux saisir en-
core la différence de nature des grandeurs linéaires
et des grandeurs angulaires, que les problémes qui
ont pour but la division de chacune d’elles en parties
égales ne sont point du méme ordre, puisque, par
exemple, 'opération de la division d’'une droite en
trois parties égales est d’'une trés-grande simplicité,
et qu’il n’en est pas de méme de la trisection de l'angle.

Voila pourquoi le traité de géométrie supérieure
que )’e:pére publier incessamment, ne contiendra
aucune expression dérivée de la mesure de l'angle;
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les fonctions circulaires doivent trouver principale-
ment leur emplol dans la trigonométrie et non dans
la géomélrie pure.

Quant & 'emploi des signes, il est suffisamment
ctabli et justifié quand il s’agit de segments comptés
sur une droite, et le traité de M. Chasles contient un
grandnombre de cesthéorémes que Poncelet nommait
équations linéaires de situation (1). Toutes ces équations
dériventd’un premier principe sur 'emploi dessignes,
et qu'on peut appeler principe de direction. Lorsque
'on considére diverses droites d’'inclinaisons diffé-
rentes dans un plan, on peut, 1l est vrai, choisir arbi-
trairement sur chacune d’elles la direction positive.
Mais alors comment doit-on considérer le signe de la
distance d’un point quelconque a cette droite? Il suffit
pour celad’emprunter a la statique, pour I'appliquer
en géoméirie, la théorie des moments, et amsi la
distance d’'un point & une droite sera considérée
comme positive ou négative, suivant que le moment
d’une force quelconque dirigée suivant le sens po-
sittf de la droite, par rapport a ce point, sera dirigé
dans un sens ou dans 'autre. De la un second prin-
cipe sur I'emploi des signes qu’on peut appeler prin-
cipe de circulation dans le plan, et le sens positif de
circulation sur ce plan est d’ailleurs arbitraire.

De méme élant donnés dans l'espace différents
plans dout les sens de circulation sont préalablement
déterminés, la distance d'un point quelconque a ce
plan sera positive ou négative, suivant que le mou-
vement d’'un mobile dans le plan suivant le sens de

(1) Poxcurer. Applications d'analyse et de géoméiric, t 11, p 77
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circulation sera vu de ce point de droite a gauche,
ou de gauche a droite. C'est le troisiéme principe sur
'emploi des signes qu'on peut appeler principe de
circulation dans l'espace, qui correspond en stalique a
fa détermination du signe du moment d’un couple.

Si, au contraire, on choisit arbitrairement un point
dans I'espace, et si 'on s'impose la condition que les
distances de ce point 4 des points quelconques ou a
des droites sont positives, les sens de circulation sur
la droite en géométrie plane, ou sur le plan en géo-
métrie solide, se trouveront nettement déterminés.

Ces idées, il est vrai, ne sont pas nouvelles; elles
sont constamment appliquées en statique et en astro-
nomie, mais elles ont été jusqu’ici rarement appli-
quées en géométrie pure; c'est ainsi qu'un certain
nombre de théorémes du traité de M. Chasles sont
énoncés pour différents cas correspondants a des
différences de situation, bien qu’ils comportent I'em-
plot des principes exposés ci-dessus.

Il y a longtemps, d’ailleurs, que Carnot réclamait
I'introduction d’un certain nombre de ces idées dans
la géométrie. Les ressources de la géométrie élémen-
taire, dit-1l, qui est la plus usuelle, seraient beau-
coup plus cansidérables, et une multitude de propo-
sitions tres-utiles dans la pratique, et que cette
géomélrie ne saurait atteindre que fort difficilement,
se démontreraient avec une extréme simplicité (1).

A l'aide des principes précédents, 1l est facile de
définir le sens que I'on doit attribuer & 1'aire d’une
figure rectiligne ou curviligne quelconque.

(1) Carnor, Géométrie de position, p. 336.
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Considérons un triangle OAB; un pomt mobile
peut parcourir le périmélre de ce triangle dans les
deux sens de circulation OAB ou OBA ; nous convien-
drons d'appliquer dans ces deux cas un signe diff¢-
rent aux aires égales en valeur absolue des triangles
OAB et OBA, et nous prendrons, arbitrairement
d'ailleurs, comme sens positif de circulation, celut
d'un mobile qu1 se meut sur le périmétre du triangle
en laissant 'espace infini & sa droitc. Nous poserons
dong, et par convention,

OAB + OBA = o,

et il est clair que l'aire d’un triangle conserve son
signe lorsque 1'on permute circulairement Pordre des
sommets.

On voit immédiatement que si quatre pomnts 0, A,
B, C, sont disposés d’une maniére quclconque dans
le plan, on a la relation fondamentale

OAB + OBCG + OCA = o.

Pour définir 'aire d’un polygone, il faut donner lcs
sommets dans un certain ordre, et 1l est d’ailleurs
évident que laire d’un polygone ne doit changer de
valeur ni de signe, st I'on effectue sur les sommets
une permutation circulaire. Si le polygone est con-
vexe, ou, st le polygone étant concave, les cotés ne
s’entrecoupent pas, 1l n’y a d’ailleurs aucune diffi-
culté. Mais considérons. par exemple, le quadrilatere
ABCD, dont les cotés BC et DA s’entrccoupent en un
point I situé sur le périmétre. En remarquant que
les deux triangles ABI et CID sont parcourus suivant
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le périmetre dans des sens de circulation différents,
on doit poser

ABCD = ABI — CID,

les triangles du second membre étant pris en valeur
absoluc. * |

C'est, du reste, a 'aide de cette convention qui
s impose d'elle-méme, qu’il est permis d’interpréter
les résultats obtenus pour les intégrales définies (1).

Il est d’ailleurs facile de s’assurer que cette con-
vention sur le signe des aires s’applique en tous
points avece les conventions précédentes sur les signes
des longueurs comptées sur des droites et des dis-
tances des points aux droites, el on peut ainsi vérifier
que la mesure de l'aire d’un triangle est toujours

¢gale, en grandeur et en signe, au produit de la base
par la hauteur.

[. THEOREME GENERAL.— Si1Py, Pz ... P, désignent
m points quelconques disposés dans un ordre circu-
laire déterminé, et st 'on forme avec un point O
quelconque et p de ces points consécutifs un poly-
gone de p + 1 sommets dans l'ordre convenu, la
somme des aires de tous ces polygones est égale a
p — 1 fois 'aire du polygone formé par les m points
donnés.

Si les m points sont en ligne droite, 'aire du poly-
gone est nulle, et I'on a la relation

Pi Pp+ P2 Pp-i-i -+ ... +Pm Pp—i = 0.

(1) Cu. Henyite. Cours d’analyse de UEcole polytechnique, t. 1,
p. 388,
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Il est important de faire remarquer que le théoréme
précédent et les théorémes qui suivent pcuvent
s adapter & la transformation corrélative, et de démon-
trer comment on doit procéder pour obtenir lcs
théorémes correspondants sur les aires des polygones
formés par un systéeme de droites dont 'ordre circu-
laire est déterminé. Désignons par L une droite quel-
conque ¢t par Dy et D deux autres droites; nous
poscrons encore

IJD1D2+LD2D1:O.

En général, le mouvement du point mobile qui
détermine le sens et le signe de laire d’un polygone

formé par m droites s'obtient en faisant mouvoir ce
point sur la droite Dy Jusqu’a son point d intersection

avec D2, puis sur la droite D jusqu’a son point d’in-
tersection avec Dj et ains1 de suite; et enfin sur Dy,
pour revenir au point de départ. Par suite:

Il. TuforEME GENERAL.— Si Dy Ds ... D, désignent
m droites quelconques disposées dans un ordre cir-
culaire déterminé, et si'on forme avec une droite L
queclconque et p de ces droites consécutives un poly-
gone de p + 1 cotés dans 'ordre convenu, la somme
des atres de tous ces polygones est égale & p — 1 fois
I'airc du polygone formé par les m droites données.

Ces théorémes comprennent un certain nombre de
cas particuliers ; et ainsi si les m droites du théoréme
précédent sont tangentes & une circonférence, on
peut remplacer la somme des aires par celle des
périmetres, et le théoréme devient évident.

III. Tuéorime.— Les aires des n polygones obtenus
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a 'aide d’un premier polygone formé de 2n points ou
de 2n droites et en permutant ensuite circulairement
les sommets ou les cotés de rang pair ont une somme
égale a zéro.

Les théorémes précédents s’appliquent d'ailleurs,
avec une légére modification, aux volumes des polyeé-
dres formés avec m points ou m plans donnés dans
un ordre circulaire déterming.

Considérons maintenant un triangle ABC et un
point O quelconque de son plan, que nous pouvons
considérer comme le cenire des distances propor-
tionnelles des trois points A, B, C affectés respective-
ment des coefficients I, m, n. Désignons par a, b, ¢, o,
les distances des quatre points & une droite qui joint
deux points P et Q quelconques. On a évidemment

la 4 mb 4 nc -= ({4m ~+ n) o,

et en multipliant par PQ

LAPQ 4 m. BPQ -+ n. CPQ = ({4 m+n) OPQ.

Designons encore par @’ et o’ les distances de A el O
a la droite BC, nous avons ausst

k)

la,:(l +m—+n) o,

et en multipliant par BC,
ILABC = (I 4+ m 4~ n) OBC,
et par suite

{ m n ___l L — 1
OBG ~ OCA  OAB ABC
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et en remplacgant [, m, n, par les valeurs proportion-
nelles dans la relation donnée ci-dessus, nous obte-
nons :

IV. TuioreME.— Entre six points quelconques d’un
plan, on a la relation

OBC APQ + OCA..BPQ + OAB.CPQ = OPQ.ABC.

Si le point Q coincide avec le point O, on obtient la
formule

OBC.OAP 4+ OCA.OBP + OAB.OCP =o.

Celte relation, qui n'est qu'un cas particulier de la
précédente, se trouve énoncée sous forme de théo-
réeme dans le Traité de Géométrie supérieure (p. 23),
mais ne renferme pas le principe des signes. Ce théo-
réme, dit M. Chasles, a été démontré par Monge dans
le Journal de U'Ecole polytechnique, xv® cahier, p. 86.
L’auteur le conclut d'une 1dentité entre huit quan-
tités qui sont les coordonnées des quatre sommets
du quadrilatere et en fonction desquelles s’expriment
les aires des triangles. Cette 1dentité avait déja été
donnée par Fontaine dans un mémoire d’analyse de
1748.

V. TukoreMeE. — On a de méme pour quatre points
de I'espace A, B, C, D, et quatre autres O, P, Q, R,
situés d’une maniére quelconque entre les volumes
des tétraédres la relation

OBCD .APQR - OCDA.BPQR + ODAB.CPQR
-- OABC.DPOQR = OPQR .ABCD
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qul donne la relation générale précédentie en suppo-
sant les points A, B, C, D dans un méme plan.

VI. TutorEME GENERAL. — Considérons un polygone
ABC...HKL et deux points quelconques O et P, on a
la relation

OAB , OBC oA
OPA.OPB * OPB.OPC " " " OPL.OPA

On a aussit un théoréme analogue pour l'espace.
Le théoréme précédent compte un grand nombre de
cas particuliers. Et on a ains: :

CoroLLAIRE . Si les poinls AB,... L sont en ligne
drotte, et si a, b,... I désignent leurs distances & une
droite quelconque, on a la relation

AB _ BC KL LA
BG

*(—L?_i— be "+I.:£ " la

— {).

CoroLLAIRE II. St les points A, B, C,... sonl sur une
ligne droite passant par le point P, on a

AB ~ BC | L KL LA
PA.PB " PB.PC © ' 9

PK.PL ' PL.PA —

On sait d’ailleurs que cette formule s'applique au
cas ou tous les points A, B,... sont sur une circon-
férence passant par le point P ct sc déduit de la for-
mule

AB+BC+... + KL-LA=o,

a I'atde dc la transformation par rayons vecteurs ré-
ciproques. Cette méthode de transformation permet



440 NOUVEAUX THEOREMES.

encore de déduire des formules précédentes un
grand nombre de formules nouvelles.

ConroLLAIRE III. Si le polygone est circonscrit au
cercle, on en déduit le principe suivant : La somme
des cOtés d’un polygone circonscrit & une circonfé-
rence divisés respectivement par le produit des dis-
tances des deux extrémilés & une droite quelconque
passant par le centre est égale a zéro.

Nous remarquons encore 1cl, une fois pour toutes,
que tous ces théorémes sont également vrais avec
quelques modifications dans 'espace ainsi qu’en cor-
rélation.

Considérons maintenant trois points consécutifs
dans l'ordre circulaire convenu d’un polygone de m
points, nous obtenons ainst un triangle périphérique,
et, par exemple, ABC, BCD,... EAB, sont les triangles
périphériques du pentagone ABCDE ; on peut consi-
dérer les quadrilatéres, les pentagones,... périphéri-
ques d’un polygone de m sommets. Désignons encore
par S, laire d'un polygone de m pomts et par Sy
'aire du polygone oblenu en joignant les sommets
de p en p; nous formons ainsi le polygone étoilé
d’ordre p, et l'on a d'ailleurs

SI' + S)H,—--}} =—0.

Il n’est pas nécessaire de supposer p premier avec
m, mais dans le cas ou p est un diviscur de m, ou
méme seulement s1 p et m ont un facteur commun,
on considére le polygone étoilé comme égal a la
somme d'un certain nombre de polygones dont le
nombre des sommets sera 1nférieur a m.
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TuioreME VII.— Si Py, Pa,... Pn désignent m points
rangés dans un ordre circulaire convenu, on a

PiPoPs+PoP3sPy+.. +Pu Pyt Po=2S —~ So.

On a d’autres théoremes analogues dans le plan et

dans I'espace, et aussi en appliquant le principe de
corrélation ; on en déduit les corollaires suivants :

CoroLLAIRE I. L’aire du quadrilatére qui joint les
milieux des cotés consécutifs d’'un quadrilatére quel-

conque, concave ou convexe, est égale a la moitié de
I’aire du quadrilatére donné.

CoroLLAIRE II. Dans un polygone de 2n sommets, et
dans lequel les sommets de rang pair sont situéds sur
une droite et les sommets de rang impair sont sur une
autre droite, I'aire du polygone obienu en joignant
les milieux des cotés conséeutifs est égale a la moitié
de I'aire du polygone donné.

CororraIge III. Dans un polygone de 4n sommets,
tels que les sommets de rangs 4p et 4p -+ 2, sont
situés sur deux droites paralleles, et les_sommets
de rang 4p-+1 et de rang 4p 4 3 sont situés sur deux
autres droites paralléles, I'aire du polygone obtenu
en joignant les milieux des cotés consécutifs est égale
a la moitié de celle du polygone proposé, ete., etc.

Tugoneme VII. — Si 2» points sont disposés dans
un plan de telle sorte que les points derangsp etn 4+ p
soient situés de part et d’autre et a égale distance
d’'une droite fixe, la somme des aires des polygones
périphériques de # sommets conséculifs est égale
an — 2 fois l’aire du polygone de 2n coOlés, et ila

XII1. 98
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somme des aires des polygones périphériques de
n 4+ 2 ou n — 2 sommets consécutifs est égale-a
+ (n 4 2) fois I'aire du polygone de 2n cotés (1). -

CoroLLAIRE. Dans le cas particulier de I'hexagone
assujetti aux conditions énoncées dans le théoréme
précédent, 1l résulte que l'atre de I’hexagone étoilé
est égale au double de l'aire de Phexagone donné.

Nous avons, du reste, transformé ainst tous les
théoréemes contenus dans le Traité de gdométrie supé-
rieure, et qui expriment des relations entre les dis-
tances de points situés en ligne droite ou entre les
sinus des angles formés par des droites quise coupent
en un méme point, et nous avons constaté que toutes
ces relations s’appliquent, avec quelques modifica-
tions, il est vrai, a des systémes quelconques de
points et de droites dans le plan, et de points et de
plans dans ['espace.

Nous 1ndiquerons encore, sans autres développe-
ments, les énoncés suivants :

TuoriMeE IX.— Le rapport de I’aire d’un triangle a
celle d’un triangle circonserit est égal a la somme des
produits obtenus en multipliant trois des six distan-
ces des sommets du premier, qui n’ont- aucune ex-
trémité commune aux cotés du second, divisée par le
produit des trois hauteurs du second.

Tucoreme X. — Ce rapport est encore égal a la

(1) L’énoncé et la démonstration de ce théoréme m’ont été
donnés, sur mes indications, par un de mes éléves, M. ALFRED
Cw gver, actuellement & ’Ecole normale supérieure.
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somme des produits obtenus en multipliant trois des
s1x segments formés sur les cotés du triangle circon-
serit, et qui n’ont aucune extrémité commune, divisée
par le produtt des trois cotés du triangle circonserit.

On enpeut déduire des relations entre les rayons

des cercles inscrit et circonserit a ces triangles.

TukoriME XI. — L’aire du triangle formé par les
projections d’un point sur les trois cotés d’'un trian-
gle donné, est maxima lorsque ce point coincide avec
le centre de gravité du triangle donné.

TuorEME XII. — La somme des hauteurs d’un
triangle, divisées respectivement par les distances
d’un point quelconque aux trois cotés, est minima
lorsque ce point coincide avec le centre de gravitéde
ce triangle.

TurorEME XIII.— S1 par les sommets d’un tétraedre
on méne des paralléles de direction quelconque, ces
paralléles rencontrent les faces opposées en quatre
points formant un tétraédre de volume constant.

TneEoreME XIV.— L’aire d’un triangle est la moyen-
ne harmonique des aires des quatre triangles formés
par les projections d'un point et de ses trois conju-
gués.

Nous appelons points conjugués d'un point donné
par rapport & un triangle, les trois points d’'intersec-
tion des polaires de ce point par rapport a deux des
angles de ce triangle.

TueEorEME XV.— L’aire du triangle formé par les
projections du centre d’homologie d’un triangle fixe
inscrit et du triangle circonscrit a une parabole va-
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riable, sur les cotés du triangle qui joint les milieux
des cotés du triangle inscrit, est constante et égale &
la moitié prise en signe contraire de I'aire du triangle
iscrit.

TueoreME XVI.— L’aire du triangle formé par trois
tangentes a la parabole est égalea la moitié, prise
en signe contraire, de l'aire du triangle formé par
les trois points de contact (1).

TuEoriME XVII. — L’aire du triangle formé par les
points de contact des tangentes menées & une para-
bole parallelement aux c6tés d’'un triangle mnscrit,
est égale au huitieme pris en signe contraire de l'aire
de ce triangle inscrit.

TugoriME X VIII.— Les aires des segments détachés
dans une parabole par les cdtés d’un triangle inscrit
sont respectivement proportionnelles aux distances
du centre de gravité du triangle circonserit Jaux
cotés opposés du triangle inscrit, divisées respecti-
vement par les hauteurs correspondantes du triangle
Inscrit.

TueorEME XIX. — L’aire du triangle formé par les
centres de gravité des trois triangles ayant pour bases
les trois cotés d’un triangle 1nscrit dans la parabole,
et pour sommets les points de contact des tangentes
paralléles, est égale au huitiéme de l'aire du triangle
inscrit.

(1) Ce théoréme est donné habituellement sans le signe con-
venable. Voir Grecort, CGambridge Journal, t. 1I, p. 16. —
L. Paivix, Principes de Géomélrie analytique, p. 601.
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TutoreME XX.— L’aire du triangle formé par les
centres de gravité des segments détachés sur une
parabole par les cotés d’un triangle inscrit, est égale
au dixieme de I'aire du triangle 1nscrit.

TuroriME XXI.— St par les sommets d’un triangle
inscrit dans la parabole, on méne des paralléles aux
cotés-opposes, ces droites rencontrent la parabole
en trois points formant un triangle dont l'aire est

égale 3 huit fois l'aire, prise en signe contraire, du
triangle 1nscrit.

TutoriME XXII. — Si par les sommets d’un trian-
. gle inscrit dans la parabole, on méne des paralléles
aux cotés opposés, les poles de ces droites forment

un triangle dont l'aire est égale a celle du triangle
1nscrit.

4

TuéoreME XXIII. — Si Pon joint les milieux des
c6tés d'un triangle inscrit dans la parabole, et si 'on
prend les milieux des cordes interceptées dans la
courbe, P'aire du triangle formé par ces trois points

est égale a4 lamoitié, prise en signe confraire, de celle
du triangle inscrit.

TueoreME XXIV.— L’aire du triangle formé par les
poles des droites qui joignent les milieux des colés
d’un triangle 1nscrit dans la parabole, est égale au
quart de celle du triangle 1nscrit.

TutoriME XXV.— L’aire du triangle formé par les
projections du point d’intersection d’une parabole

circonscrite a un triangle avec le diametre passant

par le centre du triangle, est égale au quart de l'aire
du triangle inscrit,
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Tutorime XXVI. -— Si par les sommets d’un trian-
gle on ménec trois paraboles dont les axes sont paralleé-
les aux trois lignies projetantes d’un point, l'aire du
triangle formé par le quatriéme point d’intersection
de ces paraboles deux a deux, est constante et égale
a quatre fois I’aire du triangle inscrit.

Les centres de gravité des triangles considérés, les
centres et les axes d’homologie des triangles deux a
deux, donnent lieu & de nombreuses propriétés ana-
logues ; dans la plupart des cas, 'axe d’homologie
enveloppe une transformée homographique de I'hy-
pocycloide a trois rebroussements.

Tugoréme XXVII. — Si le centre de gravité d’un
triangle inscrit a 'hyperbole est situé sur la courbe,
I'aire du triangle des tangentes aux sommets est
égale, en signe contraire, a la moitié de I'aire du trian-
gle 1nscrit.

TueoreMe XXVIII. — Sile centre de gravité d’un
triangle inscrit a I’hyperbole est situé sur la courbe,
les paralléles menées par les sommets aux coOtés
opposés rencontrent la courbe en trois points for-
mant un triangle dont l'aire est égale a huit fois I'aire
du triangle 1nscrit.

TutorEME XXIX. -— L’aire du triangle obtenu en
prenant les milieux des cordes interceptées dans une
hyperbole passant par le centre du triangle inscrit,
par les droites qui joignent les milieux des cotés de
ce triangle, est égale a la moitié, prise en signe con-
traire, de I'aire du triangle inscrit.

TukoriMe XXX. — Si le centre de gravité d’un
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triangle mscrit dans une hyperbole est situé sur la
courbe, le triangle obtenu, en joignant les milieux
des cOtés, est conjugué de ’hyperbole, et réciproque-
ment. |

TaEorEME XXXI. — Si1 par les sommets d’un trian-
cle inscrit dans une hyperbole passant par le centre
du triangle, on méne des paralléles a la tangente pas-
sant au centre du triangle, ces paralléles rencontrent
I'hyperbole en trois nouveaux points, formant un
triangle dont l'aire est égale & moins vingt-sept fois
l’aire du triangle inscrit.

TueoriME XXXII. — Si par le centre d'un triangle
inscrit dans une hyperbole passant en ce point, on
méne des paralléles aux cotés du triangle, ces paral-
léles rencontrent I'hyperbole en trois points formant
un triangle dont Faire est égale & moins vingt-sept
fois I'aire du triangle inscrit. |

TugoriMe XXXIII. — Par le ceotre d’'un triangle
inscrit 4 une hyperbole passant en ce point, on mene
des paralleles aux coiés du triangle inscrit, et par les
points d’intersection de ces paralléles avec P’hyper-
bole on méne des tangentes a4 la courbe, 'aire du
triangle formé par ces tangentes est égale, en signe
contraire, a I'aire du triangle inscrit.

TnEoreME XXXIV.— Si sur une hyperbole on prend
trois points formant un triangle dont le centre
de gravité est situésur I'une des asymptotes, l'aire
du triangle des tangentes menées par ces trois
points, est égale a (uatre fois I'aire du triangle
inscrit. Ete.
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Les théorémes précédents s’appliquent encore
dans I'espace avec quelques modifications, soit aux
surfaces du second ordre, soit 4 la surface réci-
proque de Steiner, et donnent des théorémes ana-
logues, en appliquant les méthodes de la transtor-
mation corrélative & la transformation des aires et
des volumes.




