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SÉANCE DU LUNDI 16 JUILLET 1877.

PRÉSIDENCE DE M. PELIGOT.

MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS
DES MEMBRES ET DES CORRESPONDANTS DE L’ACADÉMIE.

GÉomÉtrie. — Sur la division de la circonférence en parties égales ;
Note de M. Éd.  Lucàs, présentée par M. Chasles.

« La théorie de la division géométrique de la circonférence en parties égales est traitée dans la dernière Section des Disquisitiones arithmeticæ. Il est convenu que cette opération ne peut être exécutée que des trois manières suivantes : 1° par l’emploi simultané de la règle et du compas, comme dans la construction ordinaire du décagone régulier (Euclide) ; 2° par l’emploi du compas sans la règle (Màscheroni) ; 3° par l’emploi de la double règle, sans compas, c’est-à-dire d’une règle plate dont les deux bords sont rectilignes et parallèles. Cette idée ingénieuse est due à M. de Coatpont, colonel du génie.

« Gauss a démontré que, pour diviser la circonférence en N parties égales, il faut et il suffit que

N = 2(ai(aj(ak( . . . ,

étant arbitraire, et ai, aj, ak, . . . des nombres premiers et différents, en nombre quelconque, mais de la forme
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On a, pour les premières valeurs de n, les nombres premiers

a0 = 3,   a1 = 5,   a2 = 17,   a3 = 257,   a4 = 65537.

Euler a démontré, contrairement à une assertion de Fermat, que a5 n’est pas premier, puisque

a5 = 
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 = 641 ( 6700417 ;

ainsi a, ne peut être compris dans l’expression de N ; mais il reste deux questions importantes à résoudre :

« 1° Comment peut-on continuer le tableau des nombres premiers an ? »

« 2° Existe-t-il une série indéfinie de nombres premiers de cette forme ?

« L’objet de cette Note est la réponse à la première question ; mais d’abord nous ferons observer que, pour savoir si le nombre

a6 = 
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 = 18446744073709551617

est premier ou composé, l’application de toutes les méthodes connues jusqu’à présent (même en tenant compte de la forme linéaire 128q + 1 des diviseurs de a6) nécessiterait trois mille ans de travail assidu. Par le procédé suivant, il suffit de former successivement les carrés de soixante nombres ayant vingt chiffre au plus ; ce calcul peut être effectué en trente heures. Soit, en effet,
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on forme la série des nombres

U1 = 2,   U2 = 22.3,   U3 = 23.3.17,   U4 = 24.3.17.577,

U5 = 25.3.17.577.665857, . . . ;

chacun des nouveaux facteurs est premier avec tous les précédents, et égal au double du carré du précédent diminué de l’unité ; cela posé, on a le théorème suivant, qui n’est qu’un cas particulier d’un théorème énoncé précédemment (Comptes rendus, 5 juin 1876).

« Théorème. — Soit le nombre an = 
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 ; on forme la série des 2n–1 nombres
3,   17,   577,   665857,   886731088997, . . . ,

tels que chacun deux est égal au double du carré du précédent diminué de l’unité ; le nombre an est premier, lorsque le premier terme divisible par an occupe le rang 2n–1 ; il est composé, si aucun des termes de la série n’est divisible par an ; enfin, si  désigne le rang du premier terme divisible par an, les diviseurs premiers de an  appartiennent à la forme linéaire
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Il est indispensable de calculer les résidus des nombres U1, U2, U4, U8, …, suivant le module an, au moyen de simples soustractions des dix premiers multiples de an ; ainsi, pour  n= 6, la caractéristique du logarithme ordinaire de 
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 est supérieure à 5(1018 ; il faudrait donc, rien que pour écrire le nombre 
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 à raison de dix chiffres par seconde, un temps supérieur à deux cents millions de siècles. Je fais exécuter en ce moment les calculs concernant les nombres a6 et a7.

« 2. La considération des termes des séries récurrentes, dont les arguments sont en progression géométrique, conduit non-seulement à la recherche des grands nombres premiers, mais encore aux développements des irrationnelles du second degré et de leurs logarithmes en séries de fractions dont les dénominateurs sont composés de facteurs premiers entre eux deux à deux.  Soient, en général,
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a et b désignant les deux racines d’une équation du second degré, on a l’identité
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et, en particulier,
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« On obtient des développements analogues, limités ou illimités, pour les fonctions circulaires et les exponentielles, qui viennent s’ajouter à ceux qui ont été donnés par Jacobi et Legendre
.

« Ces considérations conduisent encore à préciser les lois de distribution des nombres premiers dans les progressions arithmétiques données par Lejeune-Dirichlet ; elles donnent une première interprétation d’un curieux passage les Cogita physico-mathematica du P. Mersenne, qui a été récemment remis en lumière, à l’occasion de ces recherches, par M. le professeur Genocchi
. »
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� Jacobi, Fundamenta nova, p. 103 et suiv. — Legendre, Traité des fonctions elliptiques, t. III, p. 110 et suiv.


� Recherches sur plusieurs Ouvrages de Léonard de Pise et sur diverses questions d’Arithmétique supérieure, p. 111. Rome, 1877.
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