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COMPTES RENDUS

DES SÉANCES.

DE L’ACADÉMIE DES SCIENCES
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SÉANCE DU LUNDI 5 MARS 1877.

PRÉSIDENCE DE M. PELIGOT.

MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS
DES MEMBRES ET DES CORRESPONDANTS DE L’ACADÉMIE.

Analyse mathÉmatique. — Sur l’extension du théorème de Fermat généralisé, et du Canon arithmeticus ; par M. Éd. Lucas.
« Nous avons indiqué (Comptes rendus, 10 janvier, 5 juin et 27 décembre 1876), l’application des fonctions numériques simplement périodiques
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des racines a et b d’une, équation quadratique à coefficients commensurables et premiers entre eux

x2 = Px – Q

à l’étude des propriétés générales des nombres.

« Soit p un nombre premier, non diviseur de Q, et  = (a – b)2 ; on sait
 que les termes Un divisibles par p ont un rang égal à tous les multiples d’un certain diviseur  de 
[image: image3.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

D

+

p

p

, en désignant par la notation 
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 le reste de 
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  par p ; ce reste est égal à 0, +1, ou –1, suivant que  est un multiple, un résidu quadratique, où un non-résidu quadratique de p ; de plus, la loi de répétition des nombres premiers, dans ces séries récurrentes, indique 1e terme Un de rang n = p est divisible par p+1.

« Soit maintenant m un nombre quelconque décomposé en ses facteurs premiers, que l’on ne suppose pas diviseurs de Q,

m = prs . . . 

et
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 ;

on a le théorème fondamental donné par la congruence

U(m) ≡ 0 (mod. m) ;

de plus, les termes Un divisibles par m sont ceux, dont le rang n est un multiple quelconque d’un certain diviseur  de (m).  Ce nombre  est, par extension, l’exposant auquel appartient a ou b par rapport au module m ; d’ailleurs, on retrouve le théorème de Fermat généralisé par Euler, en supposant b = 1. L’application du théorème fondamental conduit à la connaissance du procédé que nous avons indiqué pour la vérification des nombres premiers. Ce procédé repose sur le théorème suivant, qui est, en quelque sorte, l’inverse du précédent. Si Up±1 est divisible par p sans qu’aucun des diviseurs de p ± 1 le soit, le nombre p est premier.
« Soient, pour plus de simplicité (bien que la méthode s’applique à tous les nombres p, tels que la décomposition de p ± 1 en facteurs premiers soit connue), P = 1, Q = – 1 et p = 24q+3 – 1, Q = – 1, l’exposant 4q + 3 étant premier.  On a évidemment

U2n = UnVn,      V2n = 
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 – 2(–1)n ;

on forme les nombres

V2,  V4,  V6, . . . Vp+1     ou     1,  3,  7,  47,  2207, . . . ,

tels que chacun d’eux- est égal au carré du précédent diminué de deux unités, et l’on prend, les résidus par rapport au module p. Si le premier des termes divisibles par p est égal à 4q + 2, le nombres est premier. On peut encore énoncer ce résultat sous cette forme :

« Théorème. — Pour que le nombre p = 24q+3 – 1 soit premier, il faut que la congruence
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soit satisfaite après la disparition des radiaux, et il suffit que le premier membre de cette congruence ne s’annule pas dans la première moitié de l’opération.
« Soit, par exemple, p = 219 – 1 ; on simplifie le calcul par l’emploi du système de numération binaire qui supprime les multiplications et les divisions ; le résidu de 
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s’écrit, dans ce système,

110010111000101001 ;

si l’on observe que les restes de 219, 220, 221, . . . par p sont respectivement 1, 2, 22, . . . , le carré de 
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 se dispose, en supprimant les multiples de 219 – 1, de la manière suivante :

	18
	17
	16
	15
	14
	13
	12
	11
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	0

	0
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	1

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1

	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	1

	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	1

	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0


« On fait une première addition, en ayant soin de retrancher une unité de la colonne 1, comme il suit :

	1
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	A

	1
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	B

	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	C


« La ligne A contient les unités provenant de l’addition de chacune des colonnes ; la ligne B contient les unités du second ordre de l’addition de la colonne à droite ; la ligne C contient les unités du troisième ordre provenant de l’addition de la seconde colonne à. droite. Une addition donne enfin, pour le résidu de 
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	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0


« En répétant 19 fois cette opération, on forme le tableau des résidus des 
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 suivant le module 219 – 1. Le dernier de ces résidus est nul ; donc 219 – 1 est premier.

« Tel est le principe fondamental sur lequel repose la machine arithmétique propre à vérifier les grands nombres premiers ou à la décomposition des grands nombres en leurs facteurs. »
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� Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, mai 1876.





C.R., 1877, 1er Semestre, (T. 84, N° 10), — pages 439 et 442 —
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